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Capitulo 1

Medida exterior e medida de
Lebesgue

1.1 Algebra e o-dlgebra

Se X é um conjunto, denotamos POR Z2(X) o conjunto das partes de X, isto é,
P(X)={A,AC X}.

Definicao 1.1 Seja X um conjunto. Uma classe % de subconjuntos de X é uma
dlgebra em X se

(i) X e F
(ii) Ac . F = A°=X\AcZF
(iii) A, Be % = AUB e %

Definicao 1.2 Seja X um conjunto. Uma classe . de subconjuntos de X é uma
o-dlgebra em X se

(i’) X e F
(i'’) Ae F = A=X\AecF

(iii’) A, € FneN=U,>1A, €F

5
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Toda o-algebra .7 € uma élgebra pois se A, B € .%, tomando a sequéncia
Ay =AeA,=Bsen>2entdio AUB =U,>14, € Z.

Se A, B pertencem a uma algebra .% entdao A¢, B¢ € .%. Logo A°U B¢ =
(AN B)¢ € .Z. Portanto, AN B = (AN B)°)¢ € .%. Em particular, A\ B =
AN B¢ € #. Da mesma forma se mostra que se A,,n € N, pertencem a uma
o-dlgebra .# entdo N,>1 A, € F.

Note que se .% é uma dlgebra em X entdo as condi¢des (i) e (ii) implicam
que @ € .#. O mesmo ocorre se .% for uma o-algebra em X.

Se .# € uma classe de subconjuntos de X entdo .# é uma dlgebra em X se
e somente se valem (ii), (iii) e % # &. Basta ver que se A € .% entdo, por (ii),
A€ e F e, por (iii), X = AU A° € #. Analogamente, .7 é uma o-dlgebra em
X se e somente se valem (ii’), (iii’) e ¥ #+ O.

Exemplo 1.3 Seja X um conjunto. O conjunto das partes de X, 2 (X), é uma
o-dlgebra e o mesmo ocorre com F = {&, X }. Estas sdo a maior e a menor

o-dlgebras em X, respectivamente.
Se E C X entdo Fp = {9, X,E,E°} é a menor o-dlgebra de X que
contéem E.

Proposicao 1.4 Sejam X um conjunto e € C P(X)
Y. ={%;.% éumac-dlgebrae ¢ C F}.

Entdo 0(€) = Ngex.# € uma o-dlgebra satisfazendo

i) € Co(F);
ii) se Fo é uma o-dlgebra e Fy D € entdo Fy D o(€).

Em outras palavras, 0(€) é a menor o-dlgebra contendo € .
Demonstragdo: Como X € .% paratoda.# € X entdo
X €NgenZ =0(F).

Se A € 0(%) entdo A € % paratoda .# € 3. Logo, A¢ € F para toda
F €3, isto é,
A €Ngen¥ =0(F).
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Se A, € 0(%¢),n € N, entdo A,, € .Z paratoda.# € X, n € N. Logo,
Un>14, € # paratoda .# € ¥, isto é,

UnZlAn c mgegiga = O'(Cg)

Portanto, o (%) € uma o-dlgebra.
Como & C .# paratoda .# € Y entdo

Finalmente, se .% é uma o-algebra que contém % entdo .%, € X. Logo,

Fo O NgesF = 0(F).

A o-édlgebra o (%) é chamada de o-dlgebra gerada por €.
Observacdo 1.5 E claro que se € for uma o-dlgebra entio o(€) = €.
Exercicio 1.6 Se ¢’ C € entdo 0(€¢') C 0(%).

Definicao 1.7 Sejam X =Re
¢ ={(a,b); —00 < a <b< +oo}.

A o-dlgebra o(€) é chamada de o-dlgebra de Borel e é denotada por %; seus
elementos sao chamados de conjuntos de Borel ou borelianos.

Como todo aberto da reta se escreve como reunido (disjunta) enumerdvel
(ou finita) de intervalos abertos, 2 contém todos os abertos de R. Consequen-
temente, contém todos os fechados também.

Exemplo 1.8 Seja
€' = {la,b]; —00 < a < b < +00}.

Como €' C A segue que 0(¢") C 0(A) = B.
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Por outro lado, se a,b € R e a < b entdo

b—a b b—a
on ' on

(a,b) = Up>2 [a + } € o(¢'),

1
(@, +00) = Up>9 {a + e + n} € (¥

(=00, ) = Upss [b b 1} € o(€).

n

Também,
(—OO, ‘|—OO) = Unzl [—n,n] € U(Cg/).

Assim,
% = {(a,b); —00 < a<b< +o0} Co(€).

Logo, 8 = o(€¢) C o(€¢") e, portanto, o(€¢') = A.

Exercicio 1.9 Mostre que cada uma das seguintes classes de subconjuntos da
reta também gera a o-dlgebra de Borel.

1. 6 ={(a,b]; —00 < a <b< +o0}

2. 63 ={[a,b); —o00 < a <b< o0}

3. € ={[a,+o0);a € R}
4. €, ={(a,+00);a € R}
5. 6 = {(—o00,al;a € R}
6. 65 = {(—00,a);a € R}

7. ¢ ={A CR;Aéaberto }
8. €3 = {F C R; F é fechado }

9. 6o = {K C R; K é compacto }
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Proposicao 1.10 Sejam X um conjunto e % uma o-dlgebraem X. Se E,, € F,
n € N, entdo existem F,, € % ,n € N, tais que F,, C E,, F,, N F,, = & se
n # m satisfazendo U,>1 E,, = U1 F),.

Demonstragdo: Sejam F} = Ey e, paran > 2, F,, = E, \ (EyU---UE,_1).
Temos F,, € % e F,, C E,, paratodon € N.
Se 1 < n < m entiao

FENF,CcENF,=E,NE,NEfN---NEN---NES | =0.

Como FE,, D F,, paratodon > 1, temos U,>1 F;, D U,>1 F,.
Agora, se © € U, > I, entdo x € E,, para algum n > 1. Seja

no =min{n € N;z € E, }.

Seng=1lentdiox € E; = F;. Seny > 2entdo x € E,, mas z € E,, para todo
n=1,...,n0— 1, ouseja, z € F,,.
Portanto, vale a igualdade U,,>; E), = U, >1 F,.

1.2 O problema da medida na reta

Dado um intervalo / C R definimos ¢(/) como o seu comprimento, isto &, {(I) =
oo se [ for ilimitado e ¢(I) = b — a se a for seu extremo inferior e b seu extremo
superior, a < b.

O problema de medida na reta é encontrar uma fungcdo m a valores reais
estendidos ndo negativos, isto é, tomando valores em [0, co| definida nos sub-
conjuntos de R que satisfaca as seguintes propriedades:

1. se £, C R, n € N, é uma sequéncia de subconjuntos dois a dois disjuntos
entdo m(U,>1E,) = > -, m(E,) (o-aditividade);

2. se I é um intervalo entdo m(I) = ¢(I);

3. se F é um conjunto e x € R entdo m(E + z) = m(E), sendo F + x =
{y+z;y € E}.



10 CAPITULO 1. MEDIDA EXTERIOR E MEDIDA DE LEBESGUE

Este problema ndo tem solugdo se quisermos que o dominio de m seja & (R),
isto €, que seja possivel medir qualquer subconjunto de R. Dessa forma, o que
se procura é encontrar uma classe de subconjuntos de R para os quais as trés
condi¢des acima sejam satisfeitas.

Da primeira condi¢cdo acima resulta que se for possivel medir uma sequéncia
de subconjuntos dois a dois disjuntos entao também serd possivel medir a reunido
destes subconjuntos. Dessa forma, precisamos que o dominio de uma tal fungdo
m que satisfaca a condicao 1| seja fechado por reunido enumeravel de seus ele-
mentos. Como as o-dlgebras t€m esta propriedade, € natural que o dominio
procurado seja uma classe de #?(R) que tenha esta estrutura.

A segunda condicao impde que os intervalos estejam contidos na o-dlgebra
que deve ser o dominio de m. Sendo assim, os conjuntos de Borel precisam estar
contidos no dominio de m.

Num contexto mais geral, se tivermos um conjunto X e se .# for uma o-
algebra em X entdo uma medida em X definida na o-algebra .# € uma fungéo
p: A — [0, 00] que satisfaz

l. u(@)=0

2. se B, € #,n € N éuma sequéncia de subconjuntos dois a dois disjuntos
entéo M(UnzlEn) = anl :u(En)

Note que dados F, ..., E, € ., dois a dois disjuntos, colocando F,, = &
se m > n + 1 entdo, como pu(&) = 0,

#(Up1 B) = (U1 E) = Y w(Bu) = ) ul(E).

m=1 m=1

Nestas notas vamos estudar apenas a medida de Lebesgue na reta, definida
em uma o-algebra que contém os conjuntos borelianos (de modo préprio). Tal
medida satisfard as trés condi¢des do problema acima.

No entanto, apresentamos o seguinte resultado para uma medida em geral.

Proposicao 1.11 Sejam X um conjunto, .# uma o-dlgebra em que estd definida
uma medida (1. Temos
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1. se A,B € #, AC Bentdo u(A) < u(B);

2. se B, € M, n €N, entdo f(Up>1E,) <57 -, p(Er).

A primeira propriedade é chamada de monotonicidade da medida enquanto
que a segunda é chamada de o-subaditividade.

Demonstragao:

Para demonstrar a monotonicidade escreva B = (B '\ A) U A e note que esta
reunido ¢ disjunta de elementos de .#. Segue que

p(B) = p((B\ A)UA) = u(B\ A) + p(A) = p(A).

Agora, se E,, € .4, n € N, entdo pela Proposi¢do |1.10| existem F,, € .#
dois a dois disjuntos tais que F,, C £, € Up>1 B, = Up>1 F,. Assim

W(Un>1E,) = (U1 Fr) = Z (k) < Z (En),

n>1 n>1

pela monotonicidade.

1.3 Medida exterior de Lebesgue

Definicao 1.12 Seja A C R. A medida exterior de Lebesgue de A é definida
como sendo

m*(A) = inf{z ((1,); I,, é intervalo aberto e A C U, I,,} € [0, o0].

A sequéncia de intervalos na definicdo acima pode ser finita ou infinita.
Proposicao 1.13 Temos

1. se A C B C Rentdo m*(A) < m*(B) (monotonicidade);

2. m*(@) =0;
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3. se x € Rentdo m*({x}) = 0 (ndo singularidade);

4. se A, CR n €N, entdo m*(U,A,) <> m*(A,) (0-subaditividade);

5. se A C R é enumerdvel entdo m*(A) = 0.

Demonstragao:

1.

. Dadoe > 0temos @ C (—

Sejam A C B C R. Seja {I,, },en uma sequéncia de intervalos abertos que
cobrem B, isto €, B C U,,I,,. Como A C B, estes intervalos também co-
brem A. Assim, m*(A) < > ¢(I,). Ou seja, m*(A) é uma cota inferior
de

{Z ((1,); I, é intervalo aberto e B C U, 1, }

e, portanto, m*(A) < m*(B).

) e, consequentemente, 0 < m*(g) <

£,€
(((—e,¢€)) = 2e. Portanto, m* (&) = 0.

. Sejax € R. Dadoe¢ > 0temos {z} C (z —¢e,x+¢€) e, consequentemente,

0 <m*({z}) < l((x — e,z +¢)) = 2¢. Portanto, m*({z}) = 0.

Sejam A, C R, n € N. Se m*(4,,) = oo para algum m € N entdo a
desigualdade o m*(U,A4,) < > m*(A,) é vdlida. Caso contrério, dados
n € Nee > 0 existe uma sequéncia finita ou enumeravel de intervalos
abertos .7, = {I™},cn, tal que
Ay CUier, IV e D) <27 + m*(4,)
i€Ny,

sendo N,, um conjunto da forma {1,..., N, } C N se a sequéncia .#, for
finita e N,, = N caso contrario.
A sequéncia {Ii(")}ieNmneN cobre U, A,,. Assim,

m (Upd,) < Y )y =33 )

1€EN,,neEN neN €N,
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<22 e+ m*( —5+Zm

neN neN
Portanto, m* (U, A,) < Y- m*(A,).

5. Se A C R é enumerdvel entdo A = {z,,;n € N}.

Portanto,

m*(A) =m"(Up{z,}) <> m*({za}) =) _0=0.

0
Teorema 1.14 Se I C R € um intervalo entdo m*(I) = ((1).
Demonstragao:
Considere o caso em que I = [a, b].
Dado e > 0, segue de I C (a —&,b+¢) que
m*(I) <{l((a—e,b+¢e)) =b—a+ 2e.
Portanto, m*(1) < b — a.
Mostremos agora que m*(I) > b — a.
Se Iy, ..., I, é uma cobertura finita de I por intervalos abertos e limitados
entdo existe j; € {1,...,n}talque J; = I; = (ay,by) satisfaz a; < a < b;.
Se by > b entdo I; cobre I, caso contrério, existe jo € {1,...,n}\ {1}

tal que J, = I;, = (ag,by) satisfaz ay < b; < by. Repetindo este processo,
como temos um nimero finito de intervalos /;, obtemos uma subsequéncia J; =

(aj,b;),j =1,..., k de intervalos da sequéncia /;, j = 1, ..., n satisfazendo
a1<a<bl, (lj<bj_1<bj sej:2,...,k e ap <b<by.
Assim,

n

> UI) =Y 0T) =D (bi—a;) = (e —a)+ (bp-1—ar-1)+- -+ (b —a)

Jj=1
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:bk—(ak—bk_l)—-~-—(a2—bl)—a1 >bk—a1 >b—a:€([),
ou seja, (1) < 377, (I;). Claramente esta desigualdade continua vilida se
algum dos I; for ilimitado.
Seja agora uma sequéncia { I, } jen de intervalos abertos que cobrem /. Como
I € compacto, existe n € N tal que [ C U_, [;.
Assim,

NOED D EY

Portanto, (1) < m*(I) e m*([a,b]) = b — a.

Consideremos agora o caso em que / € um intervalo limitado com extremos
aeb,a < b. Observe que I = [a, b].

Dado 0 < ¢ < b — a, observe que

I.=[a+¢/2,b—¢/2] C (a,b) C I

()=m"(I.)=b—a—ec=()—c¢.
Portanto,
(D) —e=0L) =m* (L) <m"(I) <m*(T) = ¢(T) = €(1),

logo,
U(I) —e <m™(I) < U(I),
portanto, m* (1) = ¢(1).

Finalmente, se I € um intervalo ilimitado entdo dado N > 0 existe a € R
tal que J,y = [a,a + N] C I. Logo, m*(I) > m*(J,n) = N. Assim,
m*(I) = oo = £(1).

O

Corolario 1.15 [0, 1] ¢ ndo enumerdvel.

Demonstragdo:
Pela Proposicdo[1.13] se [0, 1] fosse enumerdvel terfamos m* ([0, 1]) = 0. No
entanto, m*([0, 1]) = 1.
OJ
A medida exterior de Lebesgue também € invariante por translacao.
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Teorema 1.16 Se £ C Re x € R entdo m*(E + x) = m*(E).

Demonstragao:
Note que se {1, },en é uma cobertura de E por intervalos abertos entdo {I,, +
T }nen € uma cobertura de E' + x por intervalos abertos de E.

Assim,
m (B +2) <Y UL +2) =Y UL,)

e, portanto, m*(E + z) < m*(E).
Segue que

m*(E)=m"(E+z)+ (—z)) <m*(E + x),

ou seja,
m*(E) =m"(E + x).

0

Proposicao 1.17 Se E C R entdo dado € > 0 existe um aberto O D F tal que
m*(0) < m*(E) + e. Em particular,

m*(E) = inf{m*(0); 0 O E, 0 aberto} € [0, +0o0].
Demonstragao:
Se m*(FE) = oo basta tomar & = R pois m*(0) = ((R).

Suponha que m*(E) seja finita.
Dado € > 0 existe uma cobertura de F por intervalos abertos {1, } ,en tal que

> U(I,) <m*(E) +e.
Seja 0 = U, 1,. O ¢ aberto, contém F e

m*(0) = m*(U,1,) <Y _U(I,) <m*(E) +e.
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Definicao 1.18 Um subconjunto A C R ¢é da classe 95 (A € 9s), ou simples-
mente, um conjunto 95 se existir uma sequéncia de abertos 0,, C R tal que
A=0N2,0,.

Um subconjunto A C R é da classe ¥, (A € F,), ou simplesmente, um
conjunto %, se existir uma sequéncia de fechados F,, C R tal que A = U2 | F,,.

Note que
» Todo aberto é ¥; e todo fechado é um .%,,.

* O complementar de um ¥ é um .%, e vice-versa.

* Como todo intervalo aberto € uma reunido enumerdvel de intervalos fecha-
dos (podemos tomar até mesmo intervalos compactos) € como todo sub-
conjunto aberto da reta € uma reunido enumerdvel de intervalos abertos,
segue que todo aberto é também um .%,,.

* Se F' C R é fechado entdo F' € ¥;. De fato, para cada n € N o subcon-
junto
On = Ugerp(x —1/n,x 4+ 1/n)
¢ aberto e, claramente, ' C N2, 0.

Por outro lado, se x € N, &, entdo para cada n € N existe z,, € F satis-
fazendo x € (x, — 1/n,x, + 1/n). Segue que a sequéncia (z,) converge
para x. Como F' € fechado, x € F. Ouseja, F' = N>, 0,.

Proposicao 1.19 Se £ C R entdo existe G € 95 tal que E C G e m*(F) =
m*(G).

Demonstragao:

Para cada n € N, pela Proposicdo [1.17, existe um aberto &,, D FE tal que
m*(0,) < m*(E)+ 1/n.

Seja G = N2, 0, € 9s. Claramente £ C G e

m*(G) <m*(0,) <m*(E)+ 1/n,

para todo n € N. Portanto, m*(G) < m*(FE) e, consequentemente, m*(G) =
m*(E). OJ

Vale a pena observar que existe ¥ C R com m*(E) > 0 tal que para todo
subconjunto F' C E de classe .%, tem-se m*(F') = 0.
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1.4 Conjuntos mensuraveis

Definicao 1.20 Dizemos que E C R é um conjunto Lebesgue mensurdvel — ou
simplesmente mensurdvel — se para todo A C R valer

m*(A)=m*(ANE)+m"(A\ E).
Pela monotonicidade da medida exterior, sempre vale que
m*(A) =m* (ANE)U(A\ E)) <m*(ANE)+m"(A\ E).
Dessa forma, E é¢ mensurdvel se e somente se para todo A C R valer que
m*(A) >m" (ANE)+m"(A\ E).

Por simetria da condicao de mensurabilidade de um conjunto vemos que F é
mensuravel se e somente se seu complementar £°¢ = R\ F for mensuravel.

Vamos denotar por .# a classe de todos os subconjuntos mensuraveis de R.

Como paratodo A C Rtemos ANR = Ae A\ R = &, vemos que R é
mensuravel. Logo, & também é mensuravel.

Lema 1.21 Todo conjunto com medida exterior nula é mensurdvel.

Demonstragao:

Seja & C R com medida exterior nula.

SejaACR.Como ANE C Ee AN E° C A, segue da monotonicidade de
m* que

M (ANE) +m*(A\ E) < m*(E) +m*(A) = m*(A).

Proposicao 1.22 Se E € # ex € Rentdo E+x € M.
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Demonstragao:
Seja A C R.
Vale que AN (£ +z) = (A —x) N E + . De fato,

yeAN(E+zx)eyecAeye E+ua
SycAdey—rebFsy—xeA—rzey—x€FE
Sy—-re(A-)NEsyc(A—z)NE+=x
Vejamos agora que (F + )¢ = E°€ + z:
ye(F+x)*<y#z+axparatodo z € £ <y —x # zparatodo z € E
sy—-r¢bFey—reFkE syc B+,
Segue que
AN(E+z) =An(E42)=A—2)NE+ux
Finalmente, pelo Teorema[l.16e pela mensurabilidade de E' obtemos
m* (AN (E+x))+m" (AN (E+x)°)
=m"((A—z)NE+x)+m"(A—2)NE°+x)
=m"(A—2)NE)+m* (A—2)NE)=m*"(A—x)=m"(A).

Lema 1.23 A reunido de dois conjuntos mensurdveis é mensurdvel.

Demonstragao:
Sejam E, F' C R mensurdveis
Seja A C R.
Como
AN(EUF)=(ANE)U(ANFNE°),

temos
m (AN(EUF))+m*(AN(EUF)°)
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<M (ANE)+m" (ANFNE*)+m* (AN (EUF)°)
=m (ANE)+m (ANE)NE)+m " ((ANE°)NF°)
=m"(ANE)+m"(ANE°) =m"(A).

O
Corolario 1.24 .# ¢é uma dlgebra de conjuntos.
Vamos mostrar que, na verdade, .# é uma o-algebra.
Lema 1.25 Sejam E,...,E, € # tais que B, N E; = @, sei # j, i,] =
1,...,n.
Se A C R entdo
m(ANULE]) =) m"(ANE). (1.26)
i=1

Em particular, m*(UP_, E;) = Y, m*(E;). Ou seja, m* é o que se chama de

medida finitamente aditiva quando restrita aos conjuntos mensurdveis.

Demonstragao:

A demonstragdo € por indugdo sobre n € N.

O caso n = 1 se reduz a identidade m*(A N F1) = m* (AN Ey).
Suponha agora que n > 2 e que (1.26)) seja vélida para n — 1.
Como F; N E; = Q,sei # j,4,5 = 1,...,n, temos

ANV E|NE, =ANE,

AN[ULE]NES = AN U E).

Como FE,, é mensuravel, utilizando a hip6tese de indu¢do obtemos

m (AN UL E]) =m (AN U E]NE,) +m" (AN UL E]NEY)
=m* (AN E,) +m* (AN [V El)

n—1 n
=m*(ANE,)+Y m(ANE)=Y m'(ANE)).
=1

=1
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Teorema 1.27 .# é uma o-dgebra.

Demonstragao:
Dados E,, € .#,n € N, defina [} = F; e, paran > 2,

F,=E,\UZ'E;.

Como . é uma algebra, F,, € .#,n € N, e pela Proposi¢cdo estes
conjuntos sdo dois a dois disjuntos e ' = Uy>  F), = Up2  F,.

Mostremos que F € .

Coloque G,, = U} | F;. E claro que G, € #eG, CGypi1,n €N,

Como G,, C E, segue que E° C G, n € N.

Seja A C R. Para todo n € N temos

m*(A) =m*(ANG,) +m*(ANG;) >m"(ANG,) + m" (AN E°)

= m* (AN U, F]) +m* (AN E°) = im*(A NF)+m (AN E°).

=1
Portanto,
m*(A) =) m (AN E)+m (AN E°).
=1

Pela o-subaditividade de m*
m*(A) =Y m (AN F)+m* (AN E°)
i=1
>m(AN[UZE]) +m* (ANES) =m"(ANE)+m* (AN E°),

ouseja, £ € /.
O

Mostremos que .# contém A, a o-dlgebra de Borel. Para isso, vejamos o
seguinte

Lema 1.28 Para todo a € R o intervalo (a,+00) é mensurdvel.



1.4. CONJUNTOS MENSURAVEIS 21

Demonstragao:

Dado A C Rdefina A; = AN(a,+o0)e Ay = AN(a, +00)¢ = AN(—00, al.

A fim de mostrar que (a, +00) é mensuravel basta mostrar que m*(A;) +
m*(Ay) < m*(A).

No caso em que m*(A) = oo, a desigualdade é valida. Suponha agora que
m*(A) < oo.

Dado £ > 0 existe uma cobertura enumeravel de A formada por intervalos
abertos I,,, n € N, satisfazendo

fjeun) < m*(A) +e.

Coloque I/ = I, N (a,+o00) e I! = I, N (—0o0,al. Tanto I/ quanto I/ sdo
intervalos (podendo algum ser vazio) disjuntos e /,, = I/, U I/. Assim,

(1) = £(L,) + U(T,) = m* (1) +m*(I,).

Como A; C U2 Il e Ay C U |1 temos

m*(Ar) +m*(Ay) <Y m (I) + Y m (1)) => (UI) + (1))
- ié([n) <m*(A) +e.

Portanto, m*(A;) + m*(A4z) < m*(A).

Teorema 1.29 % C /.

Demonstragao:
Pelo Exercicio Resolvido[I.9 basta mostrarmos que

¢ ={[a,b];—c0c <a<b<+o0}C A,

pois seguird que # = o(6¢"') C o(M) = M .
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Sejam a,b € R com a < b.
Como (b, +0) € A e .# é uma o-dlgebra entdo (—oo,b] € .
Como também

la,+00) =N (a—1/n,+o0) € A,
resta observar que
[a,b] = (~o00,8] N [a, +00) = (—00,5] N (N2, (@ — 1/n, +00)) € 4.
OJ

Teorema 1.30 .# ¢é o-aditiva sobre conjuntos mensurdveis, isto é, se k,, € M,
n € N, sdo dois a dois disjuntos entdo

m* (U B) = ) m*(Ey).
n=1

Demonstragao:
Pelo Lema|1.25] para todo n € N, temos

Zm*(En) =m"(Up Ey) < m* (Ul Ey).
n=1

Logo,
Zm*<En) <m*(Upli En).
n=1

Como m* é o-subaditiva, a desigualdade acima é, de fato, uma igualdade.
OJ

Definicao 1.31 A restricdo de m* a o-dlgebra ./ é chamada de medida de Le-
besgue e é denotada por m.

Note que m satisfaz as condi¢des 1, 2 e 3 do problema de medida na reta
conforme enunciados na se¢ao Veremos na se¢ao que #Z & Z(R).
No entanto, a medida exterior de Lebesgue satisfaz as condigdes 2 e 3, mas ndo
satisfaz a condi¢cdo 1 como veremos também na secdo (1.7, Na verdade, veremos
que m* nao é nem mesmo finitamente aditiva.
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1.5 Propriedades de conjuntos mensuraveis

As préximas duas proposi¢des dizem respeito ao comportamento da medida
de Lebesgue — grosso modo, uma espécie de continuidade — com relagcdo a
sequéncias mondtonas de conjuntos mensuraveis.

Proposicao 1.32 Seja (E,) uma sequéncia decrescente (com relagdo a inclusdo)
de conjuntos mensurdveis. Se m(E) € finita entdo

m(Ny, E,) = lim m(E,).

n—oo

Demonstragao:

Defina E =N2 E,e F,=E,\ E,11,n €N.

Afirmamos que U, F,, = E; \ E. De fato, se x € U2, F), entdo = € F,,,
paraalgumny € N. Como F,,, C E,,, C Ey,seguequex € E; Comoz & E,, 11
segue que * ¢ E. Assim, z € E; \ E. Portanto, U | F,, C Ey \ E.

Reciprocamente, se x € F1 \ Eentdoz € E) e x ¢ E,, para algum ng € N.
Portanto, temos ng > 2. Se colocarmos

m=min{n > 2;z ¢ E,}

temos z € E,, 1\ E,,. Portanto, z € F,,_; C U2 F,,ouseja, UX | F,, D E)\E
e, portanto, US® | F,, = E; \ E.

Mostremos agora, que os conjuntos £, sdo dois a dois disjuntos. De fato, se
n # m, digamos m < n, entao

FoNFp=E,NE NE,NES\ CEpuNE, NE,NE, =,

pois £, C Epq1jaquem+ 1 < n.

Observe que devido ao fato de F,,, E C E; e m(E;) < oo temos também
que m(E,), m(E) < oo.

Agora, como

m(Ey) =m(EU(E,\ E)) =m(E)+m(E,\ E)

m(En) = m(En1 U(En \ Eni)) = m(Eni) +m(En \ Epia)
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obtemos
m(Ey \ E) = m(E;) —m(E)

m(Ep \ Eny1) = m(E,) — m(Ey1).
Assim, como m € o-aditiva, temos

m(E)) = m(E) = m(Ey\ E) = m(UL, Fo) = Y m(F,)

n=1

o

m(Ep \ Bns1) = Y [m(Ey) = m(Eni1)]

1 n=1

NE

= lim
N—oo

[m(En) —m(Ep)] = lim [m(Ey) = m(Eny)]

N—oo

M=z

=m(E;) — lim m(Eny1).
N—o0
Portanto, como m(FE;) < oo, m(E) = lim,,_,o. m(E,).
O

Observaciao 1.33 Note que a hipdtese de m(E) ser finita (ou que m(E,,) < co
para algum ny € N) ndo pode ser relaxada. De fato, se tomarmos E, =
(n,+00), temos E,.1 C E,, mas lim,_,.. m(E,) = lim,_,, {(FE,) = oo, en-
quanto que m(Ny, E,) = m(@) = 0.

Proposicao 1.34 Seja (E,) uma sequéncia crescente (com relagdo a inclusdo)
de conjuntos mensurdveis. Entdo

m(U E,) = lim m(E,).
n—o0
Demonstragao:
Coloque Fy; = Eye,paran > 2, F,, = E, \ E, ;.

Como F,, C E,, n € N, segue que U)> , F,, C Up? | F,,. Reciprocamente, se
x € Uy F,, entdo x € F),, paraalgumny > 1. Seng = lentdo z € F} = Ej.
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Seng > 2entdiox € F,, = E,, \ En,—1 C E,,. Emtodo caso, z € UX | F,.
Portanto, Uy? | E,, = Uy | F,.
Também, para todo N € N,

UM Fy = By U(By\ Ey) U+ U (Ey \ Ex1) = By.

Observe que como (F,,) é uma sequéncia crescente, (E£°) é decrescente.
Se n > 2 entdo

FNF,=FENE,NE;, CENE,NE =02.
Agora, se 2 < m < n entao

pois B, C E,_1jaquem <n — 1.
Ou seja, os conjuntos F}, sdo dois a dois disjuntos.
Assim,

m(UpZy Ep) = m(UpZ, Fy) = Zm(Fn)

N—oo N—oo

N
= lim Zm(Fn) = lim m(UY_F,) = A}l_I}I(l)Qm(EN>
n=1

0J
A proxima proposicdo apresenta caracterizacdes de conjuntos mensuraveis.
Duas destas caracterizagdes dizem que para um conjunto ser mensuravel é equi-
valente que ele seja bem aproximado externamente por abertos ou internamente
por fechados, no sentido de que o conjunto da diferenca entre o aberto e o con-
junto dado ou entre o conjunto dado e o fechado possa ter medida exterior arbitra-
riamente pequena. As outras duas condi¢cdes dizem que um conjunto mensurdvel
nada mais € do que um conjunto da classe ¢; menos um conjunto de medida nula
ou um conjunto da classe .%, reunido com um conjunto de medida nula.

Proposicao 1.35 Seja £ C R. Sdo equivalentes

1. E é mensurdvel;
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2. para todo € > 0 existe um aberto O contendo E tal que m*(0 \ E) < ¢;

3. existe um conjunto G da classe s contendo E tal que m*(G \ E) = 0;
equivalentemente, existe um conjunto G da classe 95 contendo E e Z com
medida nula tal que E = G\ Z;

4. paratodo € > 0 existe um fechado F contido em E tal que m*(E\F) < ¢;

5. existe um conjunto F da classe %, contido em E tal que m*(E \ F) = 0;
equivalentemente, existe um conjunto F' da classe %, contido em E e Z
com medida nula tal que £/ = F'U Z.

Demonstragao:

(I = 2) Suponhamos primeiramente que £ tenha medida finita. Sabemos
(Proposicao que dado £ > 0 existe um aberto 0. D E tal que m*(0.) <
m*(E) + €. Como O, (boreliano) e F sdo mensuraveis podemos trocar m* por
m.

Como 0. = (0. \ E)UFE em(E) < oo, segue da aditividade de m que
m(0-\ E)=m(0.) —m(F) <e,

o que prova o resultado no caso em que £ tenha medida finita.
Colocando E,, = E N |[—n,n], n € N, temos que F, € .# tem medida

finita. Logo, pelo que acabamos de demonstrar, existe aberto 0,, O FE,, tal que
m(0, \ E,) <&2™™.
Colocando & = U2, 0,,, vemos que O ¢ aberto e

O D>UX E,=UX ENn[-n,n|=E.

Como
O\NE=U 0, \Uy_E, CUZ(0,\ Ey)

segue que

m(G\ E) < m(U,(0, \ E,)) <Zmﬁ\E <252”—
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(2 = 3) Para cada n € N, por hipdtese, existe um aberto &,, O F tal que
m*(0, \ E) < 1/n.

Seja G = N>, 0,. Eclaro que G € % e G O E. Além do mais, como
G\ E C0,\ E,n €N, temos

0<m*(G\E)<m*(0,\ E)<1/n, paratodon € N.

Portanto, m*(G \ F) = 0.
Note que se colocarmos Z = G\ E vemos que m*(Z) =0e

G\Z=G\(G\E)=GN(GNE)* =GN (G°UE)

—(GNG)U(GNE)=2UE = E.

Reciprocamente, se existe um conjunto GG da classe ¢; contendo £ e Z com
medida nula tal que £ = G\ Z entdo

G\E=GN([GNZ)*=GnNn(G°UuZ)=GnZ

e, portanto, m*(G \ E) = m(G \ E) = 0.

(3=1)Se G € Y satisfaz G DO Ee m*(G \ E) = 0 entdo, como acima,
colocando Z = G\ Etemos E = G\ Z =GN Z° € ./ pois G é mensuravel
por ser boreliano e, como Z tem medida exterior nula, é mensurdvel e, portanto,
Z ¢ também.

(I = 4) Como FE € .# entio E° € .# . Como vale o item 2, dado ¢ > 0,
existe aberto & D E° satisfazendo m (0 \ E€) < e.

Coloque F' = 0°. F é fechado e contido em E.

Notando que

O\E‘=0NE=E\0°=E\F

obtemos m(E \ F) =m(0 \ E°) < e.
(4 = 5) Para cada n € N tome um fechado F,, C E tal que m*(E \ F,,) <
1/n.
Seja F' = U2 F,,. Claramente, F' € #,, F C Ee E\F C E\ F,,n €N,
Segue que m*(E\F) < m*(E\F,) < 1/n,n € N. Portanto, m*(FE\ F') = 0.



28 CAPITULO 1. MEDIDA EXTERIOR E MEDIDA DE LEBESGUE

Se existe um conjunto F' da classe .7#, contido em E e Z com medida nula
tal que £ = F'U Z entdo

E\F=(FUZ)NF°=Z\F

e, portanto, m*(E \ F)) = m(E \ F) = 0.
Note que se colocarmos Z = E'\ I vemos que m*(Z) =0e

FUZ=FU(E\F)=FU(ENF°

=(FUE)N(FUF°)=ENR=E.

(5= 1)Se F € %, satisfaz FF C Ee m*(E \ F) = 0 entdo, como acima,
colocando Z = E \ F temos £ = F U Z € . pois F' é mensuravel por ser
boreliano e, como Z tem medida exterior nula, € mensuravel.

0J

A préxima proposi¢ao apresenta uma caracteriza¢ao de mensurabilidade para
conjuntos que tém medida exterior finita. Este resultado serd utilizado mais adi-
ante quando formos aproximar determinadas funcdes por fungdes mais simples
ou mais regulares.

Antes de enuncid-lo lembremos que a diferenca simétrica entre dois conjun-
tos A e B é definida por AAB = (A\ B) U (B \ A).

Proposicao 1.36 Se £ C R tem medida exterior finita entdo E € M se e
somente se para cada € > (0 existem intervalos abertos disjuntos e limitados
Iy, ..., I, tais que

m*(EA U?:l IZ) < E.

Demonstragao:

Suponha que F seja mensuravel.

Seja ¢ > 0. Pela Proposi¢do existe um aberto ¢ O F tal que m(0 \
FE) < ¢/2. Como O ¢ aberto, existe uma quantidade no maximo enumeravel de
intervalos abertos [; dois a dois disjuntos, que denotaremos por [;, i € N’, sendo
NigualaNou {1,..., N} paraalgum N € N, tal que 0 = U, [;.
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Como F e 0\ F tém medida finitae m(&) = m(E)+m(0 \ E), segue que
m(&) também ¢ finita. Por outro lado,

m(0) = m(Uiew ;) = > _m(L;) =Y _U(I;) < oo, (1.37)

€N/ 1eN/

o que implica que os intervalos /; ttm comprimento finito, sendo, portanto, limi-
tados.
No casoem que N = {1,..., N} temos

m(EAUY, I,) = m(EAC) <m(E\ O)+m(0\ E)<0+¢/2<ce.

Suponha agora que N’ = N. Por (I.37), a série > ;- ¢(I;) é convergente.
Logo, existe n € N tal que > 72 ., £(];) < £/2.
Temos

m(EAUL, I;) <m(E\ UL L) +m(UL L\ E)
m(O\U_ ;) + m(O \ E) =m(UZ, . L;) + m(0 \ E)

Z L) +m(0\ E) <

i=n+1
Reciprocamente, suponha que dado € > 0 existem intervalos abertos disjun-
tos e limitados [, ..., I, tais que

m*(EA UL, I;) <¢e/3.
Pela definicdo de medida exterior, existe aberto & O E tal que
m(0) <m*(E)+¢/3. (1.38)

Mostremos que m*(0 \ E) < ¢.
Colocando % = 0 N I; = U (I; N O), temos

UNE = (% \E)U(E\%) C (U, ;\E)U(E\ %) (1.39)

E\% =EN(6NU L) = EN[0°U (U L) ]
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= (BN 6% U(EN (L)) = EN (UL = E\ (UL L), (140)
Combinando (1.39) e (T.40)) chegamos a
m* (% AE) <m (UL L\ E) U (E N\ (UL 1))
= m*(BAU, I,) < /3. (1.41)
Note que
E=RNE=(ZUVU)NE=(ZNE)U(Z°NE)C%\U(%AE).

Assim,
m*(E) <m*(%) +¢/3. (1.42)

Ainda,
O\E = (O\E)NR = (O\E)N(UJU°) =[(C\E)NZ|J[(C\E)NU )]
= ONENZ|U[(C\E)NU | C(ENU)U(ONU")

C(WAE)U(6\%). (1.43)

Como % C O, m(%) < m*(F)+¢/3, ouseja, % tem medida finita. Logo,
m(O\NU)=m(O)—m(%). (1.44)

Portanto, por (1.43), (T.41)), (I.44)), (1.38) e (1.42), finalmente obtemos

m (O\E) <m"(UAE)+m(O\%) <e/34+m(0)—m(%)

<2e/34+m"(E)—m(%) < e.
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1.6 O conjunto de Cantor

Ja vimos que todo conjunto enumeravel tem medida nula. O conjunto de Cantor
¢ um exemplo de conjunto ndo enumerdvel que tem medida nula. Uma vez
demonstrado que o conjunto de Cantor tem estas duas propriedades seguird que
a cardinalidade dos conjunto mensuraveis € igual a cardinalidade do conjunto
das partes de R.

A 1ideia da constru¢cdo do conjunto de Cantor € ir retirando determinados
intervalos abertos do intervalo [0, 1] de modo que o comprimento do intervalo
retirado seja igual a um ter¢o do intervalo do qual foi subtraido. O conjunto
residual serd o conjunto de Cantor.

Vejamos como proceder

Co=[01], «I})=1

—~—~
14
1 2 1
Clz[o,g],ug,u, E(I}):gjzl,Q
~—— =
I I
1 2 1 2 7 2 2 1
Co=100,=|U[=,2|U[E, 5UE + 5,1, () ==,7=1,...,4.
2 [ 732] [3273] [3’32] [3+327 ]’ (]) 32?] ) )
N N N N——
5 15 3 I

Defina I = [ag 1, bo1] = [0, 1] e suponha que para k > 1 tenhamos definidos
intervalos I¥ = [ay,;, by ], j = 1,...,2, contidos em [0, 1] de modo que ((IF) =
3R g=1,...,28 by < apjr,i=1,...,2F = 1.

Suponha ainda que ay, j, para & > 1, seja da seguinte forma

k
Cn7.7
apj = E BT com ¢, ; € {0,2}.
n=1

Coloque C}, = U?kzll Jk . Observe que esta reunido € disjunta, C; é compacto
e m(Cy) = (2/3)F.

Indutivamente definimos os intervalos I*™', ¢ = 1,... 2" da seguinte
forma:
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e sei=2j— lparaalgum j = 1,...,2%, coloque
I = lagg, ary + 377 = [arg1i, berdl;
e sei=2jparaalgum j = 1,...,2", coloque
Iécjﬂ = [ap; +2-37% by ] = a1 brrri)-

Note que ((I3) =37 e

f(fffl) =bp; —ag; —2- 3=k=1 _ 3=k _ 9. g-k-1 _ g-k-1

Agora, se i = 2j — 1 entdo, colocando ¢, ; = ¢, n=1,...,kecpp1; =0,
ko 0 EH
—_ L — n?] - n7Z .
Qpq1,i = Qg j = E o + T = E T com ¢, ; € {0,2}.
n=1 n=1
Por outro lado, se ¢ = 2j entdo, colocando ¢,; = c,;, n = 1,.... ke
Chili = 2,
ko 9 B
_ ) La—k—1 _ n,j _ i )
Qg1 = agj+2-3 =2 5t = g Sn COM Gy € {0,2}.
n=1 n=1

Isto termina o processo indutivo de defini¢do dos intervalos I¥,i = 1,...,

2k,
k ~
Note que se a = Ooua = ), _, 5%, com ¢, € {0,2}, entdo a = a;; para
algum j = 1,...,2*. De fato, é claro que 0 = ag; e se k = 1 entdo a = 0
oua = 2/3, ou seja, a = ap; OU a = ay o, respectivamente. Suponha que o

resultado seja vélido para algum £ € N. Se a = Zkﬂ & com ¢, € {0,2}

Cn

n=1 3n>
entao
Yo, e c
B no Chel k1
a= Z 3n + gkl kg + 3k+1
n=1
paraalgum j =1,...,2F Se ¢;4; = 0 entdo a = aj; = Agy12j-1 € SE Cpp1 = 2

entdo a = ag,j +2- 3—k—1 = Qk+1,25-
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O conjunto de cantor ¢ definido por C' = N, C%, logo, compacto e como
m(C) <m(Cy) = (2/3)k, paratodo k € N, m(C) = 0.

O conjunto dos extremos dos intervalos %, definido por & = U2, U?kzl
{ax,;,br; } € enumerdvel e estd contido em C. Mostremos que & é denso em C'.
Dado x € C, x € (), paratodo k € N. Logo, existe uma sequéncia de intervalos
IF tal que z € I} . Como limy_,o £(1F ) = 0 segue que & = limy_,o0 apjy -

Mostremos que C' € ndo enumeravel.

Primeiramente, note que se

o0

= d
Zg_z - Z 3_27 com ¢,,d, € {072} (1.45)
n=1 n=1

entdo ¢, = d,, para todo n € N. De fato, coloque D = {n € N;¢, # d,} e
suponha que D # &.
Seja m = min D. Portanto, ¢,, # d,,. Podemos supor que ¢,, = 2 e d,, = 0.

De (1.43) segue que

2 = ¢, =, d, =1 2 o1
— 4+ — = — <2 — = —
3m Z 3n 3n - Sn 3m+1 3n
n=m-+1 n=m-+1 n=m-+1 n=0
B 2 1 B 2 3 _ 1
©3mtl 1 -1/3  3mtl 2 3m
Portanto,
R | 2 1
0< < - —=—-—<0
n=m-+1
um absurdo.

Seja Z o conjunto das sequéncias (d,,) com d,, = 0 oud,, = 1. O conjunto ¥
€ ndo enumerdvel. Pode-se mostrar isto usando o método da diagonal de Cantor
ou usando expansio dos niimeros reais na base bindria. O método da diagonal
funciona do seguinte modo: suponha que & seja enumeravel, isto €,

P ={d" = (dpp)nen; dny € {0,1},k € N}

Considere a sequéncia d = (1 — d,, ,)nen. Claramente, d € Z. Logo,
d = d* = (dpx)nen para alguma k € N e, portanto, 1 — dip = dj.x, isto &,
dj. . = 1/2, um absurdo.
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Seja
> C
E= e, €40,2}}.
(O gien € 0.2))

Note que £ C &.

Defina g : E — Z por (D> ", ¢,/3") = (¢n/2).

Dadad = (d,) € 2,z = >~ ,2d,/3" € E e ¢(x) = d, ou seja, p é
sobrejetora. Portanto, #R = #2 < #FE < #R (# denota cardinalidade).
Como E C & = C, #C = #R.

Corolario 1.46 #.# = 2°¢, sendo c = #R.
Demonstragdo: Temos & (C) C .# C Z(R). Como
#2(C) = #2(R) = 2°
segue que #.# = 2°.

Corolario 1.47 Seja 2 = {Z C R;m(Z) = 0}. Entdo # 2% = 2°.

Demonstragdo: Note que se Z C C entdo m(Z) = 0, logo Z(C) C Z.
Temos

2 =#P(C) <#Z <#P[R)=2"

0J

Note que pela Proposi¢do [1.35{um conjunto mensuravel € da forma F'U Z,

sendo F' um conjunto boreliano (de classe .%,) e Z com medida nula. Pode-se
mostrar que a cardinalidade dos conjuntos borelianos € apenas ¢ = #IR.

Exemplo 1.48 Vimos na construgcdo do conjunto de Cantor que o conjunto &
formado pelos extremos dos intervalos [ Jk estd contido em C. No entanto, & é
enumerdvel enquanto que C ndo é.

Considere a sequéncia (c,) sendo ¢, = 0 se n for impar e ¢, = 2 caso

contrdrio. Assimx =Y .~ ¢,37" € & C C. Temos

= 2 1/9 1
x: = /

T 1/9 4
3 1-1/9 4
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Note que um elemento de & é da forma Zfz:l 37", ¢, € {0,2}, caso seja
algum ay j, ou Y _ d,37"4+37%, d,, € {0,2}, caso seja algum by, ;. Claramente,
1/4 ndo é igual a nenhum ay, ;. Também néo é igual a nenhum by, ; pois

k k 00
> d 3 +3F="d3+ Y 237"
n=1 n=1

n=k+1

Dessa forma, 1/4 € C'\ &.

1.7 Conjunto nao mensuravel

Vamos mostrar que existem conjuntos que ndo sao mensurdveis na reta e que todo
subconjunto com medida exterior de Lebesgue positiva possui um subconjunto
nao mensurdvel.

As notas a seguir sao baseadas no livro Measure and Integral: An Introduc-
tion to Real Analysis de Richard L. Wheeden, Antoni Zygmund, CRC Press, Nov
1, 1977 - Mathematics - 288 paginas.

Lema 1.49 Seja E € ./ tal que m(E) > 0. Entdo o conjunto das diferencas
Dr = {x —y;x,y € E} contém um intervalo centrado na origem.

Demonstragio: Suponha primeiramente que 0 < m(FE) < oo.
Existe um aberto GG contendo F tal que

m(G) < m(E) + %m(E) _ %m(E).

Como G ¢€ aberto, existem intervalos abertos disjuntos 7,,, n € N (ou apenas
uma quantidade finita), tais que

G = Unlen-

Temos

m(G) =Y _m(l,) < %m(E). (1.50)

n>1
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Note que estes intervalos sao limitados pois a medida de G ¢€ finita.
Coloque E,, = E N I,. Estes conjuntos sdo mensurdveis e dois a dois disjun-
tos. Além disso,

UnZlEn - UnZlE N [n - E N Unlen - E N G - E

Logo,
m(E) = m(Up=1E,) = > m(E,) => m(ENIL,). (1.51)
n>1 n>1
Segue de (1.50) e (I.5T) que
4

D mll) <5 m(ENL)

n>1 n>1
e, portanto, existe ny > 1 tal que

4 4
m(ln,) < gm(E N1 = gm(Eno).

Seja I o intervalo aberto (—3m(1y,), 3m(Iy,)).
Afirmagido: se d € I entdo E,, N (E,, +d) # 2.
De fato, se ndo fosse assim, como £, e I, + d sdo mensurdveis, terifamos

Mm(Epy U (Epy +d)) = m(Ey,) + m(Ey, +d) =2m(E,,).

Note que
EnU(Epy +d) C 1y U (L, +d) C J,

em que J € um intervalo de comprimento menor ou igual a m(/,,) + |d|. Para
ver isto, basta escrever o fecho I,,, = [a, b] e tomar J = [a,b+ d] se d > 0 ou
J=la+d,b]sed<0.
Segue que
1 3
2m(Ep,) < m(J) < m(lny) +1d] <mlLny) + 50(Ing) = 5mUIny)

3 4
< 3 gm(EnO) =2m(E,,),
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um absurdo.
Assim, para todo d € [ existe y € E,, N (E,, + d), ou seja,

Y

yek, CL
y=x+d, paraalgumz € £, C I

isto,éd =y — x € Yg. Portanto, I C Y.

Suponha agora que m(E) = oo. Como E = U,>1E N [—n,n], temos
oo = m(E) < Y o, m(EN[-n,n|). Assim, para algum ny € N, temos
0 < m(E N [—ng,no]). Por outro lado, m(E N [—ng, ng]) < 2ng e, pelo que ji
foi demonstrado, existe um intervalo aberto centrado na origem [ tal que

[ - @Eﬂ[fno,no] C -@E7

pois A C B implicaem 94 C Yp.

Teorema 1.52 (Vitali) Existe X C R tal que X ¢ A .

Demonstracao: Em R definax ~ ysex —y € Q.
Isto define uma relagdo de equivaléncia em R.
Denote a classe de equivaléncia de z € R por E,, isto &,

E,={z+nrreQ}

Note que cada E, € um conjunto enumeravel e, portanto, mensuravel com
medida nula. Além disso, como as classes de equivaléncia formam uma particao
de R, temos que a quantidade destas classes é ndo enumeravel pois, caso con-
trario, poderiamos enumerar estas classes, digamos, £, , n > 1, e dai, R =
Up>1E,, seria enumerdvel.

Utilizando o axioma da escolha, formamos um conjunto X tomando um
unico elemento de cada uma das classes de equivaléncias. Assim, se x,y € X e
r#yentdox L y,istoé, z —y &€ Q.

Desta forma, o conjunto das diferencas Zx ndo pode conter nenhum in-
tervalo aberto centrado na origem. Pelo lema anterior, temos X & .# ou
m(X) = 0.

n?
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Observe que se 1, s € Q, r # sentdo (X +7) N (X + s) = &. De fato, se
r e (X+r)N (X +s)entdoexistemy,z € X taisque x = y +1r = 2 + s.
Portanto, y — 2 = s —r € Q,isto € z ~ y e z,y € X. Pela forma que X
foi construido, tomando-se um tunico elemento de cada classe de equivaléncia,
devemos ter y = z e, portanto, r = s, que € absurdo.

Agora, dado € Rexiste y € X tal que x € E,,. Logo, existe r € (Q tal que
x =y +r. Portanto, R = U,cq(X +7) = Up>1(X + 1), sendo n — 7, uma
bijecdo entre N e Q.

Finalmente, suponha que m(X) = 0. Temos

00 = m(R) = M(Uyzi (X +7) = S m(X 1) = 3 m(X) =0,

uma contradi¢do. Portanto, X ¢ .7 . 0

Corolario 1.53 Se A C R tem medida exterior positiva entdo existe B C A com

B¢ ..

Demonstra¢do: Sejam X o conjunto ndo mensurdvel do teorema anterior e
{r,} uma enumeragio dos nimeros racionais. Temos

A=ANR=ANUp>1(X + 1) =Ups1 AN (X + 1),

Assim,
0<m (A) < m (AN (X +1,))
n>1
e, portanto, 0 < m*(A N (X + r,,)) para algum ny € N.
Se AN (X +1,,) fosse mensuravel, como ele tem medida positiva, pelo lema
existiria um intervalo aberto / centrado na origem tal que

I C Dan(X+4rng) C DXtrny -

Tomer € INQ, r # 0. Logo, r € Px s, , 7 # 0. Assim, existem z, y € X tais
que
0#r= (x—l—rno)_ (y+rno) =T =Y,
istoé, x,y € X, x ~yex #y, que € impossivel pela definicao de X.
Portanto, B = AN (X + r,,) C A ndo é mensuravel.



1.7. CONJUNTO NAO MENSURAVEL 39

Corolario 1.54 #(Z(R)\ A4 ) = 2°.

Demonstragao:

Sejam £ C R um conjunto ndo mensuravel contido em [2, 3], o qual existe
pelo Coroldrio [[.53]

Seja C' o conjunto de Cantor. Se Z C (' entdo Z U F ndo € mensuravel pois,
caso contrdrio, como ZNE C [0,1]N[2,3] = &, terfamos que K = (ZUE)\ Z
seria mensuravel.

Desta forma podemos definir a fungdo ¢ : Z(C') — Z(R)\ .4 por p(Z) =
ZUE.

A fungio ¢ é injetora pois se ¢(Z1) = ¢(Z3) entdo, como Z1NE = Z;NE =
<, temos

Z, = (ZLUE)\E = p(Z)\E = p(Z)\ E = (ZsUE)\ E = Z.

Segue que a cardinalidade do dominio de ¢ é no médximo igual a cardinali-
dade de seu contradominio. Assim,

2= $P(C) < #(PR)\ M) < HP[R) = 2.

OJ

Segue que cardinalidade da classe dos conjuntos mensuraveis € a mesma que

a cardinalidade da o-algebra dos conjuntos mensurdveis que, por sua vez, tem a
mesma cardinalidade do conjunto das partes de [R.

Corolario 1.55 A medida exterior de Lebesgue ndo é finitamente aditiva, isto é,
ndo satisfaz o seguinte: para quaisquer X,Y C R tais que X NY = O, tem-se
m* (X UY)=m*(X)+m*(Y).

Demonstragao:
Sejam £ C R um conjunto ndo mensuravel e A C R arbitrario. Como AN FE
e AN E° sdo disjuntos e sua reunido € igual a A, se m* fosse aditiva entdo

m*(A) =m*(ANE)+m" (AN E°),

ou seja, I seria mensuravel.
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Capitulo 2

Funcoes mensuraveis

As notas a seguir sdo baseadas no livro Real Analysis de H. L. Royden, 3* Ed.,
Macmillan Publishing Company, 444 péaginas.

2.1 Definicao e propriedades

Proposicao 2.1 Sejam E € # e f : E — [—00,+00| (fungdo a valores reais
estendidos).
Sdo equivalentes

i) VaeR, {xe€kF;f(x)>a}led;
> a} €M,

(z)

ii) Va e R, {x € FE; f(x)

i) Va e R, {x € FE; f(x) <a} e A;
(z)

i

w)VaeR, {zx€FE;f(r)<a}e.

Qualquer uma das condicoes acima implica em
v) Ya € [—o0,+00] {x € E;f(x)=a}e A.

Demonstracdo: Lembre que .# é uma o-algebra.

(1) = (i)

41
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{fza}_mn>1{f>a_%}'
(i1) = (ii1)
{f<a}={f>a}*NE.
(ii1) = (iv)
{fg(l/}:ﬂn21{f<0[+%}
(iv) = (1)
{f>a}={f<a}'NE
Agora, se a € R temos
{(f=at={f<a}n{f>0a}

e segue de (ii) e (iv) que vale { f = a} € Z.
Se a = —o0,

{f =—o00} =Npz1 {f < —n}

e segue de (iii) que {f = —o0} € A.
Finalmente, se o« = oo,

{f =00} =Nz {f >n}

e segue de (i) que {f = o0} € A
0

Definicao 2.2 Uma funcdo a valores reais estendidos é mensurdvel se seu do-
minio for mensurdvel e se cumprir qualquer uma das condicées (i) a (iv) da
proposicdo anterior.
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Observacao 2.3 A condicdo (v) ndo é suficiente para a funcdo ser mensurdvel.
Tome X C (0,+00) um conjunto ndo mensurdvel e defina f : (0,00) — R por

f(z) = {x, sex € X

—x, caso contrdrio

Esta fungdo é injetora e para cada « € [—00, +00] temos que
{z € (0, +00); f(z) = a}

é {a}, {—a} ou @. Em qualquer um dos casos, é um conjunto mensurdvel.
No entanto, f ndo é mensurdvel pois {z € (0,400); f(z) >0)} = X ¢ .

Proposicao 2.4 Seja E um conjunto mensurdvel. O conjunto das funcoes men-
surdveis f : E — R forma um espago vetorial. Além do mais, se f,g: E — R
sdo mensurdveis entdo fg é mensurdvel. Se g ndo se anula entdo f /g também é
mensurdvel.

Demonstragdo: Sejam f,g : £ — R mensurdveis e ¢ € R. Mostremos
primeiramente que f + ¢ é mensuravel.
Dado a € R temos

{reE;f(r)+c>al={zre€E;f(x) >a—c} € /.

Assim, f 4 ¢ é mensuravel.
Mostremos que cf é mensurdvel.
Se ¢ = 0 entdo cf = 0 e, portanto,

g sea>0
r € E;cf(r)=0>a} = - e M.
{ /(@) } {E sea <0

Sec >0,
{r e Esef(x)>a}={z € E; f(x)>a/c} e .
Sec <0,

{r e Esef(x)>a}={r € E;f(z) <a/c} e .
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Logo, cf é mensuravel.

Vamos mostrar que f + g é mensuravel.

Dado x € FE tal que f(x) 4+ g(z) < o, isto é, f(z) < a — g(x), tome r =
r. € Qtalque f(x) <r < a— g(z). Reciprocamente, se f(z) < r < a — g(z)
para algum r € Q entdo f(z) + g(x) < a. Seja {r,}neny uma enumeragao dos
racionais. Temos

{z € E; f(z) + 9(2) < a} = Upsi{z € E; f(z) <7 < a —g(x)}

=Upi{z€E;f(z)<m}in{zreEglx) <a—r,} €.

Logo, f+ g € mensurdvel. Combinando com o que ji foi demonstrado, temos
também que f — g mensurével.
Note que f? é mensurdvel pois

{r € E; f*(2) > a} =

E sea<0

{r € E; f(x) > a}U{x € E; f(z) < —a}, sea>0
Agora, como

(f+9)7° - =7

N | —

Jfg=

vemos que f¢g € mensuravel.
Finalmente, suponha que g(z) # 0 para todo x € E. Temos, usando uma
notacdo mais enxuta,

{1/g>a} =[{g>0}n{1/g>a}]ul{g <0}N{l/g > a}]
=Hg>01n{l1>aglJul{g <0}n{ag>1}] € 4.

Definicao 2.5 Dado A C R, a fungdo caracteristica de A é dada por

(2) 1, sexe A
xT) =
x4 0, sexeR\A
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Exemplo 2.6 x4 é mensurdvel se e somente se A for mensurdvel.

Exemplo 2.7 Sejam E mensurdvel e f : E — R continua. Entdo f é men-
surdvel.
De fato, basta ver que

{reE;f(x)>a}=EN0 e A,

para algum aberto O da reta.

Mais geralmente, se f for semicontinua superiormente (resp., inferiormente)
entdo f também é mensurdvel pois {x € E; f(z) < a} (resp., {x € E; f(x) >
a}) é aberto relativo de E .

Proposicao 2.8 Seja E C R mensurdvel. Entdo f : E — R é mensurdvel se e
somente se [~ (0) € . para todo aberto 0 C R.

Demonstracdo: Suponha que f seja mensurdavel. Dado um aberto & escreva-
o como & = U,>11, em que cada I, ¢ um intervalo aberto (a reunido podendo
ser finita). Temos f~1(0) = U,>1f1(1,,).

Se I,, for ilimitado entdo f~!(I,,) é mensuravel pela Proposi¢do Se I, =
(Gn,yby), an, b, € R, entdo

f_l(]n) = f_l((anabn>) ={f>an{f<b.}eA.

De qualquer modo, f~!(&) € uma reunido enumerdvel de conjuntos mensura-
veis.
Reciprocamente, basta tomar abertos da forma & = (o, +00), a € R.
(]

Como f~1(A°) = [f~1(A)]® segue imediatamente o seguinte

Corolario 2.9 Seja E C R mensurdvel. Entdo [ : E — R é mensurdvel se e
somente se f~1(F) € .4 para todo fechado F C R.

Corolario 2.10 Sejam E C R mensurdvel, f : E — R mensurdvele g : R — R
continua. Entdo go f : E — R é mensurdvel.
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Demonstra¢do: Dado um aberto &’ temos

(go f)™H(O)=f"g7'(0)) € A,

pois g71(&) é aberto e f é mensuravel.

OJ
Exemplo 2.11 Se f : E — R é mensurdvel entdo sdo mensurdveis |f|, e/,
sen f, etc.

Corolario 2.12 Sejam E C R mensurdvel, f : E — R e % a o-dlgebra de
Borel. Entdo f : E — R é mensurdvel se e somente se para todo B € % temos

fYB)e ..

Demonstragdo: Se f~1(B) € .# sempre que B € %, tomando B =
(a, +00), @ € R, segue que f é mensurével.
Suponha que f seja mensurdvel.
Seja
F={XCR, fYX)ec.#)}.

Mostremos que % é uma c-algebra.
e ffIRY=Fe #/ —=Re Z.

cXeF=flX) e = fIX)=[f'X) e/ = X ¢
F.

e X, e ZFVneN= f1X,) e #,VneN= fHU>X,) =
Unzlf_l(Xn) < % — Unlen € ﬁ

Como f € mensuravel,

& ={(a,+0);a e R} C 7.

Portanto, Z = (&) C F, ou seja, paratodo B € %, f~1(B) € A .
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Observacao 2.13 Tanto a Proposigdo [2.8 como os Coroldrio e Coroldrio
m tém versoes andlogas quando a funcdo assume valores em R = [—oc0, +00].

No caso da Proposicdo 2.8 os abertos tém de ser tomados em R.

Com relagcdo ao Coroldrio os fechados sdo os fechados de R enquanto
que no caso do Coroldrio[2.12)os borelianos se referem a o-dlgebra de Borel %y
da reta estendida. Esta o-dlgebra é a menor o-dlgebra formada pelos abertos da
reta estendida. Pode-se mostrar que B € %y se e somente se B\ {—o0,+00} €
B.

Com relagdo a Proposicdo[2.4) pode ndo fazer sentido, por exemplo, a adi¢do
de fungoes a valores estendidos.

Exemplo 2.14 Seja X & /. Defina f : R — R por
f =+ooxx — ooxxe-

Como {+0o0} é fechado emR e f~1({+00}) = X & ., f ndo é mensurdvel
pela observagdo acima no que se refere ao Coroldrio No entanto, para
qualquer B € 9B (boreliano da reta) temos ~Y(B) = & € /.

Proposicio 2.15 Sejam E € M e f, : E — R, n € N, funcdes mensurdveis.
Entdo as seguintes funcoes definidas em E sdo mensurdveis:

1. hy =max{fi,..., [n}
2. hg = min{f1, cee ’fn}

3. hsg =sup,, [»
4. hy =inf, f,
5. hs =limsup,,_, . fa
6. hg = liminf, . f,

Em particular, se f, converge para f entdo f é mensurdvel.

Demonstragao:
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1. h,l = maX{f1>---afn}

{z € E;h(z) > a} =Up_{z € E; fu(x) > a}

2. h2 = min{fb---,fn}

{z € E;hy(z) < a} =Ui_{z € E; fi(x) < a}

3. hg =sup,, fa

{zr € E;hs3(x) > a} = U2 {x € E; fu(x) > a}

4. hy = inf, f.

{r € Eshy(z) <a}=U2 {z €F, f.(z) < a}
Lembre que

limsup f,(x) = inf sup fx(z) e liminf f,(z) = sup inf fi(z).
n—00 nop>n n—00 n k>n
5. hs =limsup,,_,, fn
Coloque g, = supy,, fx- Como no item 3, segue que g, € mensurdvel.
Pelo item 4 segue que hs = inf,, g, é mensuravel.
6. hg = liminf, _, f,.

Coloque g,, = infy>,, fr. Como no item 4 segue que g,, ¢ mensuravel. Pelo
item 3 segue que hg = inf, g, € mensuravel.

Finalmente, se f = lim,,_, f, entdo f é mensurdvel pois, por exemplo,
lim sup,, o fr = lim,_ fa- O
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Definicao 2.16 Dizemos que uma propriedade vale para quase todo x € 2 C R
ou quase sempre em E se o conjunto dos pontos em que ela ndo vale tem medida
nula. Também é comum dizer-se que a propriedade vale em quase toda parte
de E. Usam-se as abreviacoes q. t. x € I, q. s. em Eeq. t. p. de E,
respectivamente.

Observacao 2.17 Quando ndo houver confusdo pode-se omitir o conjunto E.
Por exemplo, tal propriedade vale quase sempre ou, simplesmente, tal proprie-
dade vale q. s..

Exemplo 2.18 Sejam f, g funcoes definidas em & C R. Tem-se que f = g quase
sempre quando o conjunto {x € E; f(x) # g(x)} tiver medida nula.

Proposicao 2.19 Sejam E € # e f,g: E — [—00,00|. Se [ é mensurdvel e
g = [ quase sempre entdo g é mensurdvel.

Demonstragdo: Seja Z = {x € E; f(z) # g(x)}. Z é mensurdvel pois tem
medida nula.
Dado a € R temos

{r e Big(x) >a}={re E\ Zg(x) > a} U{r € Z;g(x) > a},

{reE\Zg(zr)>a} ={r e E\Z f(z) > a}

={z€FE;f(x)>a}NZecH

pois f é mensurdvel e
{z € Z;9(x) > a}

€ mensuravel, visto que tem medida exterior nula por estar contido em 2.
0J

Exemplo 2.20 Sejam E um conjunto mensurdvel e f;, : E — R uma sequéncia
de funcoes mensurdveis que converge quase sempre. Entdo existe uma fungdo
f + E — R mensurdvel tal que fi converge para f quase sempre.

De fato, seja Z C E o conjunto dos pontos x em que fi(x) ndo converge.
Por hipdtese m(Z) = 0.
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Em E \ Z defina fo(r) = limy_« fx(z). Pelo item 5 (ou 6) da Proposi¢do

fo € mensurdvel em E'\ Z.
Defina f : E — R como sendo fyem E '\ Z e, digamos, igual a 0 em Z.

Dado o € R temos
{reE;f(zx)>a={x e E\Z;f(z) >a}U{zx € Z; f(x) > a}

={z € E\Z;fo(x)>a}tU{r e Z;0>a} e .

Logo [, converge para f quase sempre e [ é mensurdvel.

Definicao 2.21 Uma funcdo mensurdvel a valores reais é simples se assumir
apenas um niimero finito de valores, isto é, sua imagem é um conjunto finito de
niimeros reais.

Se ¢ é uma funcdo simples e assume os valores oy, ..., a, entdo podemos
escrever

o= aixa, A= ({a})
=1

No casoem que o;; # o sei # j,4,j = 1,...,n,entdo A; N A; = T se
i # j,4,7 = 1,...,n. Neste caso dizemos que Z?:l a;X 4, € a representacao
padrao (standard) ou normal de .

Exercicio 2.22 Sejam E € # e ¢ : E — R dada por ¢ = Y| a;xa, com
A CE o #aje AANA =@sei #3j,4,7] =1,...,n. Mostre que ¢ é
mensurdvel se e somente se A; € M,i=1,...,n.

Defini¢ao 2.23 Uma funcdo definida em um intervalo [a, b] é chamada de fun¢do
escada se for possivel representd-la por Y., a;xy, com cada I; sendo um in-
tervalo de comprimento positivo, I; N1, = @ sei # j, 4,7 = 1,...,ne
[CL, b] = ?:1 IZ

Exemplo 2.24 Sejam ¢, : [0,1] — R dadas por

p(x) = 2x0,11 — 3X (L
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)1 sexcQno0,1]
1/)(:]5)_{0 sex €[0,1]\Q

Vemos que ¢ é uma func¢do escada enquanto que 1) é somente simples.
Note que

quase sempre.

2.2 Aproximacao

Vejamos agora alguns resultados relativos a aproximagdo de funcdes. Aqui o
sentido de aproximagdo € que o conjunto em que duas fun¢des diferem tem me-
dida arbitrariamente pequena.

Lema 2.25 Seja f : [a,b] — R uma fun¢do escada. Dado € > 0 existe uma
fungdo continua ¢ : [a,b] — R satisfazendo

m({x € [a,b; o(x) # f(0)}) < e.

Além do mais, se m, M € R sdo tais que m < f(x) < M, para todo
x € [a,b], entdo ¢ pode ser tomada com m < p(x) < M, para todo x € |a, b).

Demonstra¢ido: Podemos escrever

com [;, 7 = 1,...,n intervalos dois a dois disjuntos de forma que

f= Z QX1
j=1

Podemos também reoordenar os intervalos /; de tal forma que o extremo superior
de I; seja igual ao extremo inferior de /41, j = 1,...,n — 1. Dessa forma, o
extremo superior de /,, serd o nimero b.
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Se f for continua entdo f é constante. Neste caso, tome ¢ = f.

Se f assume o mesmo valorem /; e [, paraalgum j € {1,...,n—1} entdo
f € continua no intervalo I; U I;,;. Podemos supor que isto ndo aconteca, isto &,
que f seja descontinua na extremidade superior dos intervalos I;, 7 = 1,...,n—
1. Chamemos estes nimeros de z1, . .., z,_1 € (a,b), respectivamente.

A ideia para construir a fun¢do ¢ € modificar a funcdo f nas proximidades
de cada z; por uma fun¢do afim de modo que o conjunto de pontos onde elas
diferem ndo seja muito grande em medida. Como a quantidade de pontos de
descontinuidade de f € finita isto pode ser realizado.

Figura 2.1: Aproximacdo de funcdo escada por funcio continua
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Dadoe > Otome m € Ntalquem > ne

in(xj—%,xj+%)C(a,b)erﬂJizgsei%j,i,j:1,...,n—1.

Defina ¢ : [a, b] — R por

%(Oéj_;,_l — O./j)(l' — Zj + ﬁ) + Q;, S€ T € Jj,
paraalgumj € {1,...,.n— 1}

p(r) =
a; = f(x), sex € I; \U/Z{ J;, paraalgumi € {1,...,n}

Deste modo, ¢ € continua,

E = {z € [a,b: p(x) # f(2)} C UZL;
€, portanto,
€
m(E) < ' m(J;) = > m -

Finalmente, note que
min f < ¢ < max f.
O

Lema 2.26 Seja E mensurdvel com medida finita. Dado € > ( existem interva-

los abertos limitados disjuntos 1;, j = 1,...,n tais que

m(EAUS_, I;) <e e m({z € E;xp(r) # lej(x)}) <e.

Demonstracdo: Dado € > 0 sabemos que existem intervalos abertos limita-

dos disjuntos 7, 7 = 1,...,n tais que



54 CAPITULO 2. FUNCOES MENSURAVEIS

Sexe EN U?le ; entdo, como os intervalos /; sdo disjuntos,

> xp (@) =1=xp(x).
j=1
Logo,
{z € Eixp(r) # > xi,(@)} C En[UL,L])° C EAUL, I

j=1

Portanto,

m({z € B;xe(x) # > xi,(@)}) <m(BAUL, I)) <e.
j=1

O

Lema 2.27 Seja ¢ : [a,b] — R uma fungdo simples. Entdo, dado ¢ > 0 existe
uma fungdo escada f : [a,b] — R tal que

m({z € [a,b; f(x) # o(2)}) <e.

Além do mais,
min ¢ < f < max .

Demonstra¢do: Vamos provar o caso em que ¢ assume dois valores para nao
sobrecarregar muito a notacdo. Assim, suponha que

¢ =axa+pBxp a# B, ANB=0eAUB = [a,b].

Como ¢ € simples, os conjuntos A e B sdo mensuraveis.
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Seja ¢ > 0. Pelo Lema [2.26] existem intervalos abertos limitados disjuntos
I;,i=1,...,n, tais que

m(AAUL, [) <5 e m({z € Aixal@) # ) xi(@)) <

N ™

e intervalos abertos limitados disjuntos J;, j = 1,...,m, tais que

m(BA U;n 1 J]) <

€
2

DN ™

e m({z € B;xn(z) £ ijj (2)}) <

Defina f : [a,b] — R da seguinte forma:

e sex € [a,b] NU,I; coloque f(z) = a;

« sex € [a,b] N [UT,J; \ UL, L] coloque f(z) = f3;

* sex € [a,b] N [UL,[; UUT, J;]° coloque f(z) = o (ou J).

Observe que f ¢ uma funcdo escada e como sé assume os valores « e /3,
temos

min ¢ < f < max .
Também, temos

f@)=p(x)sex € [ANUL LU [BN[ULJ; \ UL L] . (2.28)

Afirmagdo: como AN B = Jentdo, se X, Y C R, temos

B\ (X\Y) C (BAX)U(AAY).
De fato,

B\ (X\Y)=BnNn(XNY9)*=BN(X‘UY)

=(BNX°)U(BNY) C (BAX)U(BNY),
mas, como AN B =,

BNY=BnNn({Y \A) CY\ACAAY.
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Assim, tomando X = U, J; e Y = UL, [; vemos que
B \ (U;'n:r]j \ U?:Ji) - (BA U;‘nzl Jj) U (AA U?=1 ]i>'

Logo, segue de (2.28)) que

{v € 0,0 ple) # f(2)} = {o € Asp(a) £ f(2)} U {w € By () # f(w)}
C (A\UL ) U (B\ (U J; \ UL, 1))
C (AAUL, L) U[(BA UL, J;) U (AA UL, L))
= (AA UL, I;) U (BA UL, Jj).
Portanto,
m({a € 0,6 p(x) # f(2)}) < MAAUL, L) +m(BAULL, Jj) < S+= = <.
0

Lema 2.29 Seja f : [a,b] — [—o0,+00] mensurdvel e finita quase sempre.
Entdo, dado € > 0 existe M > 0 tal que

m({x € [a,0]; [f(x)] = M}) <e.
Demonstracdo: Seja
Z ={z €la,b]; f(x) = —ccou f(x) = o0}

= {z € [a,0]; [f(2)| = +oo}.

Por hipétese, m(Z) = 0.
Defina
Eo={v€[ab)|f(@) =n}, neN.

Temos que F,, é mensuravel, £, 1 C E, em(E;) <b— a < co. Como

mnzlEn — Z



2.2. APROXIMACAO 57

segue de um resultado ja visto que

0=m(Z) = m(Np>1E,) = lim m(E,).

n—o0

Assim, dado € > 0 existe M € N tal que
m({x € [a,b]; |f(2)] = M}) = m(Ey) < <.
O

Proposicao 2.30 Seja f : [a,b] — [—00, +00| mensurdvel e finita quase sem-
pre. Entdo, dado € > 0 existem uma funcdo escada g e uma fungdo continua h
definidas em |a, b] satisfazendo

m({z € [a,0]; |f(x) — g(x)| = €}) <e

m({z € [a,b]; [f(2) = h(z)| = €}) <e.

Além do mais, se existirem m, M € R tais que m < f(z) < M, para todo
x € [a,b], entdo g e h podem ser tomadas com m < g(x),h(x) < M, para todo
z € [a,b].

Demonstragdo: Dado € > 0 pelo Lema[2.29|existe K’ > 0 tal que |f(z)| < K
exceto em um subconjunto £ C [a,b] com m(E;) < /3.
Seja

~ K emkF
{ ! = fX[a,b]\El + KXEl'

= f oem[a,b]\ By

Note que fé mensuravel. B
Coloque E = [a,b] \ E;. Temos f|g = fl|g-
Sejan € Ntal que 2K /n < €. Escreva

[_Ka K] = U?:lji

com L, = [ai,bi), K(IZ) = QK/R,Z = 1,...,77,— 1, [n = [an,bn], a, = —K,
bn:Kebi:aiﬂ,i:l,...,n—l.
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Defina .
Y= Z WX F1((ag b)) T X100y
=1

E claro que ¢ é uma funcdo simples.
Se x € E entdo |f(x)] < K e, portanto, f(z) € [a;,b;) para algum j €

{1,...,n}. Assim,como f = fem F,

QD(I) - Z(IiX]TA([ai’bi))(l’) + KXj?*l({K})(I) = a;.

=1

Segue que

() = f(@)] = [a; — f(z)] < (I;) = 2K/n <,

ouseja, | — f| <eem E.

Olhando a fung@o ¢ como sendo definida em [a, b], pelo Lema existe
uma fung¢do escada g definida em [a, b] tal que p = g em [a, b] exceto em um
subconjunto Ey C [a, b] com m(Ey) < €/3.

Em E \ E; = [a,b] \ (Ey U E,) temos

lg—fI<lg—el+le—fl=le—fl<e,

portanto,

m({z € [a,b];|f(x) —g(z)| > e}) <m(ELUEy) < %—l—% <e.

Agora, pelo Lema existe uma fung@o continua h definida em [a, 0] tal
que h = g exceto em um subconjunto E5 C [a, b] com m(E3) < /3.
Em [a,b] \ (E1 U Ey U E3) temos

h=fI<[f—¢el+le—gl+lg—hl=f -l <&,

portanto,

m({z € [a,b); | f(x) — h(z)| > £}) < m(E, U E, U E3) < g +§+§:5.
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No caso em que m < f < M em [a, b] o conjunto F; pode ser tomado como
o vazio e substituimos o intervalo [— K, K] pelo intervalo [m, M]. Os intervalos
I;, como antes, sdo tomados todos com 0 mesmo comprimento, neste caso igual
a (M —m)/nen éescolhido de modo que (M — m)/n < ¢.

A funcgdo ¢ € definida como acima e vé-se que satisfaz m < o < M. Pelo
Lema a funcdo escada f pode ser tomada satisfazendo também m < f <
M. Pelo Lemal[2.25]a fung@o continua g também pode ser tomada respeitando-se
a a mesma limitagdo de f.

OJ

2.3 Os teoremas de Egoroff e de Lusin

O Teorema de Egoroff que veremos a seguir diz que convergéncia quase sempre
de sequéncia de fun¢des mensuraveis definidas em um conjunto de medida finita
€ quase uma convergéncia uniforme. Antes de enunciarmos precisamente este
teorema precisamos do seguinte

Lema 2.31 Sejam E um conjunto mensurdvel de medida finita e f, : E — R
uma sequéncia de funcoes mensurdveis que converge quase sempre para f :
E — R. Entdo, dados ,m > 0 existem um fechado F' contido em E e my € N
tais que m(E \ F) <nel|f(x) — fr(x)| < € para todos x € F e k > my.

Demonstracdo: Seja Z o subconjunto de £ de medida nula em que f; ndo
converge para f.
Dado € > 0, para cada m € N defina

E, ={z € E;|f(z) — fu(x)| <e,Vk >m}
= Npom{z € E;|f(z) — fu(2)] <} € 4.
Temos
° Em C Eerl

* m(En) <m(Ep)
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* E\Z C Up>1Ep, poisse x € F\ Z entdo fi(x) — f(x) e, portanto,
existe m > 1tal que |f(x) — fi(z)| < € paratodo k > m, isto é, x € E,,.

Temos

m(E) > m(Up>1Ey) = lim m(E,) > m(E\Z) =m(E)—m(Z) =m(E),

m—0oQ
isto é,
lim m(E,,) =m(E) < co.
m—oQ
Segue que

n}l_rgo m(E\ E,) =m(E) — n%l_ﬁnoom(Em) = 0.
Dado 1 > 0, tome mg € Ntal que m(E \ E,,,) < n/2.
Como L, € mensuravel, existe um fechado /' contido em FE,,, tal que
m(Em, \ F) <n/2.
Portanto, como F' C E,,, C E temos

m(E\ F) =m(E\ Ep,) +m(Em, \ F) <n/2+n/2=n

esex € ' C B, entdo |f(z) — fr(z)| < € para todo k > my.
0J

Teorema 2.32 (Egoroff) Sejam E um conjunto mensurdvel de medida finita e
fr 1 E — R uma sequéncia de funcdes mensurdveis que converge quase sempre
para f . E — R. Entdo, dado € > 0 existe um fechado F' contido em E tal que
m(E \ F) < € e fx converge uniformemente para f em F.

Demonstracao: Sejae > 0.
Para cadan € N, pelo Lema podemos encontrar um fechado F;, contido
em E'e m = m(n,e) € N tais que

1
m(E\ F,) <e2™e|f — fil < ;. em F,, paratodo k > m = m(n,¢).

(Obs. O Lema |2.31| foi utilizado aqui com 1 = 27" e o ¢ (do enunciado do
lema, ndo o que foi tomado no inicio desta demonstrag¢do) sendo igual a 1/n.)
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Seja ' = Ny,>1F,. Dessa forma, I € fechado e contido em £
Dado n > 0 tome ny € N tal que n, > 1/7.
Para todo x € F', temos x € F,,,. Logo,

1
|f(x) — fr(x)| < —— <1, para todo k > m = m(ny, <),
0

ou seja, fr converge uniformemente para f em F.
Finalmente,

m(E\ F) =m(EN (Ny>1F,)¢) = m(EN (Up>1 F))
= m(Un>1(E N F)) =m(Up>1(E\ F,))
< Zm(E\Fn) < 252’” =ec.

n>1 n>1

OJ
O tltimo teorema que veremos nesta se¢dao € o Teorema de Lusin. Vamos
enuncia-lo, mas sua demonstracao sera feita apds alguns lemas.

Teorema 2.33 (Teorema de Lusin) Sejam ¥ C Re f : E — R. A fim de que
f seja mensurdvel é necessdrio e suficiente que para cada € > 0 exista fechado
F' C E satisfazendo

1. m*"(E\F) <e
2. f é continua em F.

O préximo resultado € sobre aproximagdo de fungdes mensurdveis por fun-
¢oes simples. Ele tem importancia ndo s6 na demonstracdo do Teorema de Lusin
mas também quando formos estudar a integral de Lebesgue.

Lema 2.34 Seja ' um subconjunto mensurdvel.

a) Se f : E — |0, +00] é mensurdvel entdo existe uma sequéncia de funcdes
simples () satisfazendo 0 < 1 < o < -+ < f, v, 7 f pontual-
mente e, mais ainda, uniformemente sobre qualquer conjunto em que f
for limitada.
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b) Se f : E — R é mensurdvel entdo existe uma sequéncia de fungdes sim-
ples (p,,) satisfazendo 0 < |p1] < |po| < --- < |f], oo — f pontual-
mente e, mais ainda, uniformemente sobre qualquer conjunto em que f for
limitada.

Demonstracdo: a) Para cada inteiro ndo negativone 0 < k < 227 _ 1 defina

EF = f7 (k27 (k + 1)277),

n

Fo= (2", +oq])

22n_1

Op = Z /{727nXE71§ + QHXFn.
k=0

Figura 2.2: ¢, (esquerda) e ¢, — Folland, pag. 47

E claro que ¢, é simples e satisfaz 0 < ¢, < f.

Mostremos que ¢, < ©,11.

Se z € F, entdo ¢,(z) = 2" < 2" e f(z) > 2". Se f(x) > 2"*! entdo
Oni1(x) = 2" e, portanto,

pn(z) = 2" < 2" = 914 ().
Caso contrério, temos 2" < f(x) < 2" e assim, existe

k c {22n+1, o 722(n+1) o 1}
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tal que
k2l < fla) < (k12

ou seja,
Oni1(z) = k277 > 22—l —on — (7).

Logo, v, < ppi1 em F,.

Agora, se v € E¥, k € {0,...,2?" — 1} entdo
E27" < fx) < (k4+1)27" e  @u(x) =k27".

Reescrevendo,
2k27" 7 < f(x) < 2(k+1)27"

Coloque m = 2k. Assim,
m27" ! < f(z) < (m+2)27" L
Se f(z) < (m+1)27"" ! entdo
prs () = M2 = K27 = g (2).
Se (m+1)27"1 < f(x) < (m+2)27"! entdo
Ons1(z) = (M + 127" = 2k +1)27" > 2627 = k27" = @, (n).

Se
r g F, UUZVER = £71((0, +00))

n

entdo f(x) = 0 e, portanto,
7@ Fan UL T Bl = £7H(0,+00)).

Assim ¢, () = 0 = p,41(x).

Ou seja, ¢, € uma sequéncia crescente (niao decrescente).

Passemos agora ao estudo da convergéncia.

Sejax € E.

Se f(z) = 0 entdo para todo inteiro ndo negativo n, * ¢ E¥ para todo
ke {0,...,22" — 1} ex & F,. Logo, p,(z) = 0 = f(z), paratodon > 0. Ou
seja, nesse caso ¢, () — f(z).
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Se 0 < f(x) < 400 entdo existe ng € N tal que 0 < f(z) < 2. Portanto,
para todo n > ng temos 0 < f(x) < 2". Dessa forma, para todo n > ng, v € EF
para algum k = k(n) e, portanto,

on(z) =k2" < f(z) < (k+1)27"=k27"+ 27" = @, (z) + 27"

Logo,
0 < f(x) —pnlz) <27"

para todo n > ng e todo
re{reFE,; f(x) <2™},

ou seja, o, () = f(x).

Se f(z) = 400 entdo x € F,, para todo n. Logo, ¢,(z) = 2" — +oo =
f(@).

Finalmente, note que se /' C F € um conjunto onde f é limitada, digamos,
0 < f < M em F, entdo, tomando n; tal que M < 2", podemos repetir o
processo acima e obter

0 < f(x) — pulz) <277

paratodon > ny; e x € F, ou seja, a convergéncia em [’ € uniforme (n; ndo
depende de x, mas apenas de F' e M).

b) Seja 1, uma sequéncia de fun¢des simples como no item anterior que
converge para |f|, isto &, 0 < 1, < V1 < |f], ¥ | f| € a convergéncia é
uniforme em conjuntos onde f € limitada.

Defina ¢,, = sgn(f)1,, em que o sinal de f, sgn(f) é definido por

sgn(f) = X{z€E;f(z)>0} — X{z€E;f(z)<0}-

Como f é mensuravel, sgn(f) é uma fungdo simples. Como o produto de
fungdes simples é uma fungdo simples, ,, € uma fungdo simples.

Como |pu| = [ sen(f)dal = |sgn(F)ltn = s pois se f(x) = 0 entio
Yn(x) = 0 e, consequentemente, ¢, (z) = 0, temos |p,| < |ppi1]-

Como

on = S| = Isgn(f)¢n — | = |sgn(f)¢n — sgn(f)If]]
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= [sgn(N[Yn = [l = [0 = FIl = 1F] = tn,

segue que ¢,, — f pontualmente e uniformemente em conjuntos onde f € limi-
tada.
OJ
O préximo lema diz que as funcdes simples satisfazem as condigdes 1 e 2 do
Teorema de Lusin (2.33)).

Lema 2.35 Seja f uma funcdo simples definida em um conjunto E. Entdo, dado
€ > 0 existe um fechado F' C E satisfazendo

1. m(E\F)<e

2. f é continua em F.

Demonstracdo: Seja f : E — R a func¢io simples dada por

f:Zaiin, como; #oje E,NE, =@sei#j,1,7=1,...,n.
=1

Como cada E; € mensurdvel, dado ¢ > 0 existe fechado F; C Ej tal que
m(E; \ Fj) < e/n.
Seja F' = U?Zle. F é fechado, contidoem E' e

m(E\ F) = m(UL, E; \ Ui Fy) <m(U_(E; \ Fj)) < zn:m(Ej \Fj) <e.

Mostremos que f € continua em F'.

Sejam zg, x; € F, k € N, tais que xy — .

Como os conjuntos F; sdo dois a dois disjuntos, existe um unico j, tal que
xg € F jo-

Considere o aberto

C
J#Jo J#Jo
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Como ¢ é uma vizinhanga de z, existe 6 > 0 tal que (zo — 0,29 +0) C 0.
Como xj, converge para xg, existe ko tal que zy € (9 — 0,29 + 0) C O para
todo k > ko. Assim, x, ¢ F} para todo j # jo, qualquer que seja k > kj. Como
z, € F, vemos que xj, € Fj, paratodo k > kq e, portanto, f(zy) = «,, para
todo k£ > ko. Segue que f(x)) converge para a;, = f(xo). Ou seja, f é continua
em xg.

0

Demonstra¢do do Teorema de Lusin (Teorema [2.33)).

Assuma que f seja mensurdvel. Logo, por definicdo de funcdo mensuravel,
seu dominio £ é mensurdvel.

Pelo Lema existe uma sequéncia de fungdes simples f; que converge
pontualmente para f em FE.

Dado € > 0, pelo Lema [2.35] para cada k existe um fechado F}, C E tal que

1. m(E \ Fk) < g2kl
2. fi € continua em Fj,.

Suponha que F tenha medida finita.

Pelo Teorema de Egoroff (Teorema [2.32)) existe um fechado F, C E tal que
m(E \ Fo) < €/2 e fi converge uniformemente a f em Fj.

Defina I’ = Fy N N2, F},. Temos

e F' ¢ fechado;
* [ € continua em £ pois é continua em Fjy, D F7;
* fi — f uniformemente em F'.

Segue que f é continua em F' (limite uniforme de sequéncia de fungéoes
continuas é uma fungdo continua).
Como,

E\NF=EN[FonnZ,F=EN[FyUUZ, ]

= [ENFFIUUS ENE] = [E\ Fo] U UL BN Fy,



2.3. OS TEOREMAS DE EGOROFF E DE LUSIN 67

temos

m(E\F) < m(E\ Fy) + Y m(E\ F) < %+252**1 —c.

Consideremos agora o caso em que m(FE) pode ser co.
Para k£ € N defina

Bi={reBk—1<l|z|<k}=EN[(—k —k+1]U[k—1k)

Cada E} € mensuravel, tem medida finitae F, N Ey = T se k # /L.

Pela parte ja demonstrada, existe fechado Fj, C FEj tal que m(Ejy \ Fy) <
€2 % e f é continua em Fj,.

Coloque F' = U | F},. Mostremos que F' é fechado. Seja 7y € F, isto é, xg
¢ limite de uma sequéncia (), z) € F.

Tome j € Ntal que j — 1 < |zo| < j.

Como zj, converge para x, existe k1 € N tal que se k > k; entdo |z — x| <
(7 — |®ol)/2. Logo, para k > k;

J =+ |0l
2

7 — |0l
2

lzk| <l — 20| + [@0] < + 0| = <j.
Como |xg| > j— 1 > j — 2 temos |zg| — 7 + 2 > 0. Assim, existe ky € N

tal que para k > ko temos |z, — xo| < (|zo| — j + 2)/2. Logo, para k > ks

J=2—lwol _ j—2+ |z
2 2

|2k = [o| — [k — w0 > [wo| +

j—2+j5-1 3 _ .
> 5 =J=3 > —2.
Ou seja, para k > ko = max{ky, ka}, j — 2 < |zx| < J.
Como z;, € F' C E, segue que, para k > ko, x;, € F;_; U F;. Mostremos
que a partir de um indice temos z;, € F};. Se isto ndo acontecesse, teriamos uma

subsequéncia x, € F;_;. Logo,

xo = lim zp, = lim 2y, € Fj4
k—o00 L— o0 )
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porque F;_; é fechado. Portanto, |zo| < j — 1, o que é contraditério. Logo,
x), € I} para todo £ suficientemente grande. Como [ € fechado e x;, converge
para o, temos x¢ = limy_,., 7, € F; C F, ou seja, F' € fechado.

Temos,

m(E\ F) =m(E N (M2 Fy)) = m(OG B0 FY) = m(0G2, B Fr)

= m (M (U2 Ep) \ Fi) = m(NpZ, U2y (B \ F))

o o0
<m(UZ(ENF) <Y mE\F)<e) 278 =e
k=1 k=1
Para ver que f € continua em F, tome xg, x;, € F' de modo que x; tenda a x.
Procedendo como na demonstracao de que F' € fechado, encontramos j > 1 e
um £’ > 1 tais que xo, x;, € Fjse k > k’. Como f € continua em Fj, a sequéncia
f(zxy) converge para f(zg), isto é, f é continua em x, ou seja, f é continua em
F.

Reciprocamente, suponha que para cada € > 0 exista fechado F' C FE satis-
fazendo

. m*(E\F)<e
2. f é continua em F.

A condi¢do 1 implica que £ é mensurdvel.

Tomando € = 1/k, k € N obtemos fechados Fj, C F tais que m(E \ F}) <
1/k e f é continua em Fj.

Sejam H = U2 | F}, € %, e Z = E\ H. O conjunto Z tem medida zero
pois para todo k € N,

m(Z) =m(E\ H) < m(E\ F,) <

T =

Dadoa € R
{r e E;f(x)>a}={z e H; f(z)>a}U{z e Z; f(x) >a}

= [ {x € Fy; f(z) > a}]U{x € Z; f(z) > a}.



2.3. OS TEOREMAS DE EGOROFF E DE LUSIN 69

O conjunto {z € Z; f(z) > a} é mensurdvel pois estd contido em Z que
tem medida nula.
Como f € continua em F}, existe um aberto &, tal que

{reFy;f(x) >at=F.N0O € .

Desta forma, {z € E; f(x) > a} € .4, ou seja, f é mensurdvel.
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Capitulo 3
Integracao

A abordagem que usaremos para definir a integral de Lebesgue é como estd no
livro Real Analysis - Modern Techniques and Their Applications, de Gerald B.
Folland, 2™ ed., John Wiley & Son, Inc., (1999), 386 pdginas.

No livro capitulo 4 do Royden mencionado anteriormente define-se a integral
de Lebesgue primeiro para fungdes limitadas definidas em conjuntos de medida
finita e, posteriormente, 0s casos mais gerais.

Ao final, as duas definicdes de integral Lebesgue coincidem.

3.1 Integracao de funcoes mensuraveis nao negati-
vas

Seja £/ um conjunto mensuravel. Defina

LT (E)={f:E —[0,00]; f é mensurdvel}.

Definicao 3.1 Se ¢ é uma funcdo simples em F que na sua forma normal é dada
por

= ajx, (32)
j=1

71
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a; > 0,5 =1,...,n, definimos sua integral (de Lebesgue) como sendo

/Ewi/jﬂs@dxi/Ew(x)dxiz:;ajm(Ej)G[OyoOL

em que se convenciona () - oo = 0.

Essa convencdo serve, por exemplo, para que a integral da funcao nula defi-
nida em R (¢ = Oxg) seja zero.

No caso em que o conjunto E estiver claro, podemos escrever simplesmente
[ aoinvésde [, .

Observacao 3.3 Lembre que na forma normal da funcdo simples é pedido que,
com a notagdo acima, a; # a; se t # j. Vejamos como fica a integral de ¢ dada
por (3.2) se ela estiver escrita como

i=1

pedindo-se apenas que F; N F; = & se © # j. Ou seja, podemos ter b, = b;,
mesmo que i 7 iy.

Para cadai =1, ..., n, temos
v ' ({a:}) = Ei = Ujegll--,m}Fj
e, assim,
m(E) = Y m(F)
je{l,...,.m}
bj=a;
o= amE) =3 a 3 mE)=3 3 amr)
E i=1 i=1  je{l,..,m} i=1 je{l,...m}
bj=a; bj=a;
=" > bm(F) =) bm(F).
i=1 je{l,..,m} J=1

bj=a;
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Dessa forma, poderiamos ter definido a integral de ¢ > 0 como em (3.4) como

éw—fpmmx

lembrando que F; N F; = & se i # j.

Se A C E é mensurdvel e ¢ > 0 € simples, também definimos

/@:/@XA-
A E

Al:éxfﬂmmrﬂmm.

Proposicao 3.5 Sejam o, € LT (E) funcdes simples. Tem-se

Em particular,

a) SecZOentdofccp:cfgp.
b) [le+v)=[e+ [0
c) Sep <tentdo [ p < [

Demonstragao:

a) O caso ¢ = 0 € trivial.

Suponha que ¢ > 0. Escreva ¢ = 2?:1
cp= Y1 cajxp e

/090 = Zn; ca;m(E;) = Czn: a;m(E;) = C/ @.

ajxg,; na forma normal. Temos

Jj=1

b) Escreva ¢ e 1 na forma normal:

o= axe e U= bxn.
j=1 k=1
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Como E = Uj_, E; = U, F}, obtemos as seguintes reunides disjuntas
Ej :UZLI(E]‘QF]C) € Fk :U?:1<EjﬂFk).

Temos . .
/<P + /@/) = Zajm(Ej) + Zbkm(Fk)
j=1 k=1
= a;m(E; N Fe)+ Y > bum(E; N Fy) =
j=1 k=1 k=1 j=1
=3 oy + boym(E; 0 Fy) = / SO oy + be)xeyon, = / (o4 ).
Jj=1 k=1 j=1 k=1

pois [/;N F}, s@o dois a dois disjuntos e, dessa forma, podemos utilizar o resultado
que foi comentado na Observagio[3.3

c) Usaremos a notac¢do da demonstragio do item anterior.

Note que se ¢ < ¢ entdo a; < by sempre que £; N Fj, # @. Como m(E; N
Fy) =0se E; N F}, = @ entdo

m

/SOZZZ%W(EJ‘QFHSzzbkm(EjﬂFk>:/¢-

j=1 k=1 j=1 k=1

OJ

Observacdo 3.6 Seja ¢ = > " | a;xg uma fungdo simples em LT (E), sem
a necessidade que os conjuntos (mensurdveis) E; sejam dois a dois disjuntos.
Colocando p; = a;Xg,, * = 1,...,n, temos ¢ = Z?:l ;. Pelo item (b) da

Proposicao [3.5]temos
i=1

Definicao 3.7 Seja f € LT (F). A integral de f em E é definida por

/Efi/Efdxi/Ef(m)dxisup{/Egp;goésimplese'O§gpgf}.
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No caso em que F estiver subentendido podemos suprimi-lo da notagdo.
Se A C E é mensurdvel definimos

/Af=/Efo.

Se f € L™ (FE) usaremos a notagéo

yf:{/ gp;(pésimplese()gwgf}.
E

Com isso, [ f = sup.#;.

Observacgao 3.8 O item (c) da Proposigdo [3.5) garante que as defini¢oes [3.1] e
coincidem quando f > 0 é uma fungéo simples.

Proposicio 3.9 Sejam f,g € LT (E). Temos
a) Sec>0entdo [cf =c [ f.
b) Se f < gentao [ f < [g.

Demonstragao:
a) Se ¢ = 0 é trivial.
Suponha ¢ > 0. Seja p € LT(E) simples. Se 0 < ¢ < ¢f entdo 0 < ¢/c <

f. Logo,
[e=[ctwla=c[ere<c|s

/ cf <c / f.
Por outro lado,

c/f—c/%-cfgc-%/cf—/cf.

b) Como toda ¢ € LT (FE) simples satisfazendo 0 < ¢ < f também satisfaz
0 < ¢ < g, segue que .y C .%,. Logo, [ f < [g.

€, portanto,

O
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Corolario 3.10 (Desigualdade de Tchebyshev) Se f € LT (E) e a > 0 entdo

m({z € E: f(r) > a}) < /f

Demonstracdo: Se
A={z € F; f(z) > a}
entdo ays < f.
Segue que

mi{e € B f(a) > ap) =m(4) = [xa<3 [

(67

O

Teorema 3.11 (Teorema da Convergéncia Monétona) Se f,, € L1 (FE) é uma
sequéncia crescente que converge para f : E — [0, +0o0]| entdo

[ 1= [ = [

Demonstragdo: Como a sequéncia (f,,) é mensurdvel e ndo negativa, seu
limite também € mensuravel e ndo negativo. Além do mais, f,, < f e, pelo item

(b) da Proposi¢ao3.9} [ f, < [ f.

Seja
/fn € [0, 4+o0].

Como (f,) é crescente, a sequéncia (a,,) também € crescente pelo item (b) da
Proposicao
Seja

a= lim a, = lim [ f, €[0,400].

Note que a < [ f.
Fixe o € (0,1) e tome ¢ simples satisfazendo 0 < ¢ < f. Paracadan € N
defina,

B, = {z € E; fu(z) > ap(a)}.
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Temos F,, C E, 1.

Dado = € E, existe ng tal que f(x) > fo,(z) > ap(x). Para ver isto,
observe que se p(z) = 0 ou f(z) = oo entdo podemos tomar ny = 1. Agora, se

o(x) > 0e f(x) for finito entdo

ap(xr) < p(r) < f(z)

e ng € obtido pelo fato de
Fla) = lim f,(x) = sup fulx).

Portanto,

&5
|

U En.

n=1

Como f, > fn.xg, temos

E E En n E

Escrevendo ¢ na forma normal,

N
Y= Z QXA
j=1

temos
N
/ OXE, :/Z%XA NE, = Zozj (A;NE, 7H—O>OZozjm
E
7j=1
pois A; N E,, é crescente (em n),

UpliANE, =ANU2 B, =A;NE=A,

€, portanto,
lim m(A4; N E,) =m(A;).

n—o0

(3.12)

(3.13)
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Segue de (3.12) e (3.13) que

a/ e=alim [ pxg, < lim / fn=a, paratodoa € (0,1).

n—oo

Fazendo o« — 1— obtemos

/ e < lim [ f,,
E n—oo E

para toda fungdo simples ¢, 0 < p < f.

Portanto,
/f:supffg lim/fng/f.

Proposicao 3.14 Se f,g € L™ (FE) entdo

/(f+g)=/f+/g-

Demonstra¢iao: Pelo Lema existem sequéncias crescentes de fungdes
simples ndo negativas (¢,,) e (¢,) tais que ¢,  f e, / g. Consequente-

mente, @, + 9, " f+g.
Segue do Teorema da Convergéncia Mondtona que

1+ fo=tm s m [ = tm [/W/M

= lim [¢n+¢n]—/(f+g)-

n—oo

Teorema 3.15 Se f, € LT (E)e f =), [, entdo

[i- S5 n
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Demonstracdo: Seja

N
SN’::EE:j%-
n=1

Temos sy € LT(E), sy < syi1esy N f.
Segue da Proposi¢ao que

[o-$ )

Usando o Teorema da Convergéncia Mondtona podemos concluir que

N [
[ =] o=t fox=tm 3 [5=3 [ 5
O

Corolario 3.16 Sejam f € L™(E) e E,, C E, n € N, mensurdveis e dois a dois

disjuntos. Entdo
oo

/U;L”:lEn = ; En !

n

Demonstracdo: Seja f,, = fxg,. Temos

an = ZfXEn = fZXEn = fXuz2, En-
n=1 n=1 n=1

Pelo Teorema|[3.15]

= fxE, = I
;/ XE ; .



80 CAPITULO 3. INTEGRACAO

0
O Corolério mostra que se f € LT (E) entdo

M(A):/f, Ac.u (3.17)
A

define uma medida na o-algebra dos conjuntos Lebesgue mensuraveis, isto €,
u(2) =0ese A, € 4, n € N, sdo dois a dois disjuntos entdo

P A = D (AL,

Proposicao 3.18 Seja f € LT (E). Entdo [ f = 0 se e somente se f = 0 quase
sempre.

Demonstracdo: Se f € simples e escrita na forma normal

f= Z a;jXE;
j=1

entio
/f:()(:)Zajm(Ej):O@aJm(Ej):0,]:1, N
j=1
saj=00um(E;)=0,j=1,...,ns f=0qs.,
pois

{x e E; f(x) # 0} = U5 Ej.

a; 750

Vejamos agora o caso em que f € LT (FE).
Para cada n € N defina

F,={x € E; f(z) > 1/n}.

Temos
{z e B f(z) #0} ={z € E; f(z) > 0} = UL, Fi.
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Suponha que [ f = 0. Se para algum ng € N tivéssemos m(F},,) > 0 entdo,
como

1
_XF7LO S f7
o

teriamos

1 1
0< —m(F,,)=[| —xr, < =0,
(B = [ oxn, < [ 1

uma contradi¢io. Logo, m(F},) = 0 para todo n € N. Dai,
m({x € E; f(z) # 0}) = m(U;Z, Fo) = 0,

isto é, f = 0 quase sempre.
Reciprocamente, se f = 0 quase sempre entdo para toda funcdo simples
satisfazendo 0 < ¢ < f temos ¢ = 0 quase sempre pois

{z € E;p(x) #0} C{z € E; f(z) # 0}
Dessa forma, .7y = {0} e, portanto, [ f = 0.

Corolario 3.19 Se f,g € L™(E) e f = g quase sempre entio [ f = [ g.

Demonstragdo: Sejam A = {z € F; f(z) > g(x)} e B={z € F; f(x) <
g(x)}. Temos AN B =@ em(A) =m(B) = 0 pois

AUB={z € E; f(z) # g(2)},

que tem medida nula.

Note que fxa, fXB;9Xa,gxs € LT(F) sdo iguais a zero quase sempre e,
portanto, suas integrais sdo nulas.

Como E = AUBU(E \ (AU B)) e fXE\(auB) = gXE\(AUB), teMOS

/EfZ/E[fXA+fXB+XE\(AuB)]Z/EfXA+/EfXB+/EfXE\(AuB)

= / IXE\(auB) = / 9XE\(AUB)
E E



82 CAPITULO 3. INTEGRACAO

:/QXA+/9XB+/9XE\(AUB) Z/g-
E E E E
O

Vale a seguinte versdo mais forte do Teorema da Convergéncia Mondtona.

Corolario 3.20 Se f,, € LT (FE) é uma sequéncia crescente que converge quase
sempre para f : E — [0, 4+00]| entdo

/f:/ li_)m fn= li_>m fn-
Demonstragdo: Seja
A={x € E; fu(x) / f(2)}.

Por hipétese, m(E \ A) = 0.
Sejam g = fxa € LT(E) e g, = fuxa € LT(E). Temos g = f q. s.,

gn S gnt1€9n XA =9
Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona

Assim, como fxma = 04q.s. e fuxma = 0q. s., pela Proposi¢do[3.18]

/fZ/f(XA+XE\A)Z/fXA+/fXE\A=/fXA=/9

n—00 n—00 n—00

= lim / [faxa+ faxea] = lim / fa-
n—oo n—oo
O

Lema 3.21 (Lema de Fatou) Dada uma sequéncia de fungoes f, € LT(E),

tem-se
/ liminf f,, < liminf / fn-
n—oo n—oo
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Demonstracao: Para qualquer k£ € N temos

1r>1£C fn < f;, paratodoj > k.

Portanto,

[t s < [ paratodos= k

/mf fn < 1nf/fj. (3.22)

gk = 3}212 Jn-

Coloque

Temos g, < gry1 €

lim g, = lim 1nf fn = hm 1nf fn-
k—o0 k—oo

Assim, aplicando o Teorema da Convergéncia Mondtona a sequéncia (g)
/ liminf f,, = / hm g = hm / gr = lim [ inf f,
n—00 k—o0 n>k

< klgrolojlglg/fj —hmmf/fj
O

Corolario 3.23 Dada uma sequéncia de fungoes f, € LT (E) que converge
quase sempre para [ : E — [0, +00| tem-se

f< liminf/fn.

n—00

Demonstragdo: Seja

A={x € F; f,(x) — f(x)}.
Por hipétese, m(E \ A) = 0.
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Sejam g = fxa € LT (E)e g, = faxa € LT(E). Temos g = f q. s. e

gn = fxa=g.
Pelo Lema de Fatou

/fz/g:/ lim gngliminf/gn:hminf/fn.
n—0o0 n—o0 n—oo

Proposicao 3.24 Seja E € . Se f € LT(E) e [ f < oo entdo {z; f(x) =
oo} tem medida nula, isto é, f € finita quase sempre.

O

Demonstragao:
Seja Z = {x € F; f(x) = co}. Paratodon € Ntemos nyz < f.
Se m(Z) € (0, o] entdo

oo = lim nm(Z) = lim [ nxz < /f,
n—oo n—oo
uma contradi¢do. Portanto, Z = {z € E; f(z) = oo} tem medida nula.
O

Vejamos agora em que caso podemos definir a integral de uma funcao men-
suravel.

Dado —oo < a < +oo usaremos a seguinte notagdo a™ = max{a,0} e
a” =max{—a,0}. Temosat,a~ >0, a=at —a ela|=a" +a".

Dada uma fungdo f : E — [—00, 40| definimos T, f~ : E — [0, +o0]
por fH(z) = (f(z))T e f(x) = (f(x))",z € E. Claramente, f* — f~ = f
e ff+ f~ = |f|- Também € evidente que se f for mensurdvel entdo f* e f~
também sdo.

Definicao 3.25 Sejam E C R e f uma funcdo mensurdvel definida em E a
valores reais estendidos. Dizemos que a integral de f existe se pelo menos uma
das integrais [ f* ou [ f~ for finita. Neste caso, a integral de | em E definida

por
/Efi[Efdxi/Ef(x)dx=[Ef*—/Ef6[—oo>+0<>]-
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Se A C E ¢ mensurdvel e uma das integrais [(fxa)™ = [ fTxa ou

[(fxa)~ = [ f~xafor finita definimos

/Af;/Efo

Quando o conjunto E estiver subentendido podemos omiti-lo da notacdo da
integral.

Definicao 3.26 Sejam E C R mensurdvel e f uma funcdo mensurdvel definida
em E a valores reais estendidos. Se as duas integrais f fTe f f~ sdo finitas
diremos que f é integrdvel.

Observaciao 3.27 Note que se f ¢é integrdvel entdo |f| = [T + [~ € integrdvel
pois |f|T = fT+ [~ e|f|” = 0. Reciprocamente, se |f| é integrdvel entdo f é
integrdvel pois 0 < f* <|f|.

O conjunto das fun¢des mensuraveis a valores reais definidas em E que sdo
integrdveis serd denotado por £ (FE).

Segue da Observagao @que se f : E — R émensuravel entdo f € £ (F)
se e somente se |f| € L (F).

Proposicao 3.28 £ (E) é um espago vetorial e f — [ f é um funcional linear
definido em L1 (E).

Demonstragdo: Sejam f, g € £*(F) e a,b € R. Temos

[t +vgl <ol 171+l [ 1ol < .

Portanto, af + bg € L (E).
Como
aft sea>0

laf]* = ,

la|fT sea <0
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obtemos

Jar = [lan = [lan =

al[fT=[f] sea>0

{ cofs

—la|[[ft=[f] sea<O0
Seja h = f + g. Temos

{faf*faf sea >0

[lalf== [lalfT sea<0

W —h"=f"—f"+g"—g

Rt +f +g =h +fr+g"

/h++/f‘+/g‘:/h—+/f++/g+
e, como cada integral acima € finita (lembre que h = f + g € £! pelo que ja
mostramos), temos
Jureo=fr fue [
A AR E A

Proposicao 3.29 Se f € LY (E) entdo | [ f| < [|f].

Demonstragao:

[n=1fs=[ris [+ [ = [ursm= [0
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Corolario 3.30 Se f,g € ZL'(E) sdo iguais quase sempre entdo [ f = [ g.

Demonstragdo: Note que a fungdo |f — g| é igual a zero quase sempre. Por-
tanto, pelas proposigdes[3.29]e obtemos

[ [a=1[u-91< [1r-d~0

Proposicao 3.31 Seja X € /. Se f,g € L (X) sdo equivalentes:
a) Paratodo E € M, E C X, tem-se [, [ = [.g.
b) fxlf_g| =0.

¢) f = g quase sempre.

Demonstragao: Seja h = f — g. O resultado a ser mostrado € que as seguintes
afirmacodes sdo equivalentes:

A) Paratodo E € ./ tem-se [, h = 0.

B) [x|hl=0.

C) h = 0 quase sempre.

Pela Proposi¢ao segue que (B) € equivalente a |h| = 0 quase sempre que é
o mesmo que (C).
Mostremos que (B) = (A).

Dado FE € .# temos
/4§/W§/MF0
E E X

Mostremos que (A) = (C).
Suponha que (C) seja falso, isto €, h ndo € igual a zero quase sempre. Logo
existe [’ € .4 tal que m(F') > 0e h(z) # 0 para todo = € F.
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Note que h* e h~ ndo podem ser ambas iguais a zero quase sempre em F.
Vamos supor que 2™ ndo é nula quase sempre em F'. Dessa forma, existe H C F,
H e # talque m(H) > 0e h’™ > 0em H; portanto, h~ = 0 em H.

Temos

H={z € H;h"(z) >0} = UL {z € H;h"(z) > 1/n}.
Como m(H) > 0, existe n € N tal que
m({zx € H;h*(z) > 1/n}) > 0.

Coloque
H, =m({x € H;h"(z) > 1/n}.

Temos

/h:/(fﬁ—h‘):/ h+z%/ dx:%m(Hn)>0,

portanto, | H. h # 0, contradizendo (A) com £ = H,, € ./ .
O
Vejamos a seguir um dos principais teoremas da Anélise

Teorema 3.32 (Teorema da Convergéncia Dominada) Dadas uma sequéncia
de fungoes mensurdveis f, : E — R que converge quase sempre para uma
fungdo f e uma funcdo g € L' (F) satisfazendo |f,| < g quase sempre para
todon €N, tem-se que [ € L1 (E) e

lim | f, = / f
n—oo
Demonstragao:
Mostremos primeiramente o resultado supondo que f,, converge em todos os
pontos de E para f e que |f,| < g em E. Note que f, € ZL(F).
Como g + f, > 0e g — f, > 0, pelo Lema de Fatou obtemos

/g+/f:/(g+f):/7}gn;o<g+fn>SIinggf/(an)
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:/g—i—liminf/fn,
n—oo

f< liminf/fn. (3.33)

ou seja,

n—o0

Também,

[o=[1=[to=n= [ tim(g~p) <tmint [(g- 1)
Z/g—lizris;}p/fn,

ou seja,
lim sup / fn < / f (3.34)
n—o0o
Combinando (3.33) e (3.34),
limsup/fn < /f Sliminf/fn,
n—00 n—oo
isto €,

h_}m fn= /f
Para o caso geral, considere
Z =A{z € E; fu(x) # [()} VUL {z € E;|fu(z)] > g(2)}.

Pelas hipéteses, m(Z) = 0. Coloque A = E'\ Z.
Se definirmos f = fxa, fn = fuxa € § = gxa entdo teremos para todo
r € F,

lim fo(z) = fx) e |fa(2)] <G(a). (3.35)
Portanto, ~
|f(z)] <g(x) paratodo z€FE. (3.36)

Claramente valem as seguintes igualdades quase sempre: f, = f;, f= fve

g=g.
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Como pelo Corolario temos

Jormfie =)

segue do que ja foi demonstrado que

Exemplo 3.37 Considere a sequéncia f, = X[—nn € £ (R). Note que
fm—>f=1 g{.ﬁ,ﬂl(R).

Isto acontece porque néo existe g € £ (R) tal que |f,| < g, para todon € N.

Corolario 3.38 (Teorema da Convergéncia Limitada) Seja £ C R um con-
junto de medida finita. Dadas uma sequéncia de fungées f, € L(FE) que
converge quase sempre para uma fungdo f e uma constante M > 0 satisfazendo
|fn] < M paratodon € N, tem-se que [ € L (F) e

lim ﬁ:/f

Demonstragao:
Basta tomar g = M € Z'(E) e aplicar o Teorema da Convergéncia Domi-
nada.
O
A préxima proposi¢do pode ser vista como uma certa continuidade da medida
definida em no caso em que f > 0 é integravel.

Proposicao 3.39 Seja f € £(F). Dado € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo
ACE, Ae H,comm(A) <0 tem-se

og/A|fy<5.



3.1. INTEGRACAO DE FUNCOES MENSURAVEIS NAO NEGATIVAS 91

Demonstragao:
Defina a sequéncia de fungdes mensurdveis

[f(@)| se [f(z)|<n
gn(z) = min{|f ()], n} =

n  caso contrario

E fécil ver que a sequéncia é crescente e g, | f]-
Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona

lim/gn:/|f]<oo.

Assim, dado € > 0 existe N € N tal que

Jox>[11-5

Jusi=am <3,

Tome 0 < § < e/(2N). Se A C E é mensuravel e m(A) < 0 entdo

Jui=far-o0+ [av< [a51-a0+ [ ox

€ £ £ €
SANmA) <S4 Ns< 4=
<3 m()<2—|— (5<2+2 5

isto é,

O

Definicao 3.40 Seja I um intervalo. Uma funcdo f : I — R é absolutamente
continua se para todo ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que se [a,,b,| C I e I,, = (an,by),
n € N, sdo intervalos abertos dois a dois disjuntos satisfazendo - ((I,,) < §

entdo
§]f flan)| <e.

n=1
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Exercicio 3.41 Mostre que toda fungdo absolutamente continua é uniformemen-
te continua.

Defini¢iio 3.42 Sejam [ € L*(R)ea € R. Parax € RdefinaF, = F : R —
R por

N f[a’x] f sex>a

Pla)= [ fie)di =

—f[x’a]f sex < a

Exercicio 3.43 Se F' é como acima, mostre que
y
Ply) - F) = [ fe) e
Corolario 3.44 Se f : R — R ¢ integrdvel e a € R entdo
Fla) = / () dt

é absolutamente continua.

Demonstrac¢do: Dado € > 0 tome 6 > 0 como na Proposi¢ao |3.39
Se I,, = (an,b,), n € N, sdo intervalos abertos dois a dois disjuntos satisfa-
zendo Y ((I,) < 0 entdo

Z\F(bn>—F(an)|—Z!/(b]f|—Z!/( /l

an,bn)
S o=/ <
; (an,bn) Uzozl(anﬁn)

m(UpZy(an, b)) = Zﬁ([n) < 0.

pois
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Teorema 3.45 Seja f € £ ([a,b]). Dado £ > 0 existem uma funcdo simples ¢,
uma fungdo escada ) e uma fungdo continua g definidas em |a, b| tais que

/\f—¢\<€7 /\f—w|<6 e /\f—g]<5.

Demonstracdo: Podemos supor nos trés casos que f > 0 pois, para quaisquer
funcdes integraveis hy hy tem-se

[1s=m=nl< [15r=mi+ [15 =il

ou seja, prova-se o teorema para f* e a desigualdade acima mostra que o re-
sultado € valido para f pois diferenca de funcdes simples é funcdo simples,
diferenca de funcgdes escadas € funcao escada e diferenca de fungdes continuas é
fun¢do continua.

Suponha que tenhamos provado o teorema para fungdes de .2 ([a, b]) que
sejam nao negativas e limitadas.

Dada f € Z!([a,b]) ndo negativa defina f,, = min{f,n}, n € N. Temos

fo € LY ([a,0), 0< fru <, fru < furre fu /S

Segue do Teorema da Convergéncia Monétona que

Ji=sl=[u-s)=[1- [r.-0

Dessa forma, dado € > 0 existe N € N tal que

/|f_fN|<g'

Sejam ¢, ¥ e g, respectivamente, simples, escada e continua satisfazendo

/’fN—90|<§7 /|fN—¢\<% e /|fN—g|<g.

Segue que
Jir=d< [1r=pl+ [ 13-l <e
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Jir=vi< [1r=sl+ [iv—vi<
[1ir=d= [1r=sm+ [1v-d <

Para finalizar, mostremos agora que o resultado € valido se f € 2 ([a,b]) é
nao negativa e limitada.

Pelo Lema [2.34] existe uma sequéncia crescente de fungdes simples ¢,, defi-
nidas em [a, b] tais que 0 < ¢, < f ey, " f (uniformemente) em [a, b].

Existéncia da fungdo simples:

Pelo Teorema da Convergéncia Monétona,

/ f=1lim [ o,.
n—oo

Como f € integravel, dado ¢ > 0 existe N € N tal que

Oé/f—/90N<€,
/|f—80N|=/f—/90N<5-

Existéncia da fungdo escada:
Dado € > 0, pela demonstracdo do item anterior existe uma funcao simples

0 << fralque
g
—pl <.
/!f Pl <3

Coloque ¢/ = ¢/2(1 4+ b — a + 2sup f). Pelo Lema existe uma fungéo
escada v definida em [a, b] tal que

m({z € [a,b]; ¥ (z) # p(x)}) <&

e 0 < <maxp <sup f.

isto €,
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Note que

m({z € [a,0]; [¢(z) — p(z)] 2 €}) < m({z € [a,0]; ¥ (x) # p(2)}) <€

Temos
€
Jir=vi< [ir=al+ [lo-vi<5+ [lo-v
€
=3 o — |+ o — ¥
{mlv@—e@]2e} T~ Haip@)-p(@)|<e}
<2sup f <e
€
< 5+ @sup f)m({z € [a, 0] [$(2) — (@) 2 £'})
+e'm{z; [h(x) —p(z)] <£})
§g+(QSUpf)€ +8(b—a):—+6[28upf+b—a]
E—l— e[2sup f+b—d] el 2supf+b—a
2 21 +b—a+2supf _2 2(1+b—a+2supf)
<&.2_¢
=9 2 4 <€

Existéncia da fung¢do continua: Dado € > 0 coloque £ como acima.
Pelo que foi provado acima, existe uma fungao escada 1 tal que

0<¢<supf e /\f—w|<§~

Pelo Lema existe uma fungdo continua g definida em [a, ] satisfazendo
0<g<supfe

m({z € [a,b];¥(x) # g(2)}) < <"

Como acima temos

m({z € [a,0]; [{(z) — g(x)| 2 £'}) < m({z € [a,0]; ¥(x) # g(2)}) < e



96 CAPITULO 3. INTEGRACAO

Jir=a< [1r=vi+ [lo-gl<5+ [l0-g

9
=5+ lg— Y|+ lg —
@) 9@zt T @) —g@l<e) T

<2sup f

< 5+ 2sup flm({z € [a,b]; [¢¥(z) — g(z)| = €'})

+e'm({z; [h(x) — g(z)] <€'})

DN ™

§§+(28upf)€'+5’(b—a):g+€’[28upf+b—a]
€+ e[2sup f +b— d] 5 L+ 2supf+b—a
2 2(l+b—a+2supf) 2 2(01+b—a+2supf)
<€ 3_35<8
-2 2 4 7

Ex. Resolvido 3.46 Sejam c > 0e f : [a,b+ ¢] — R integrdvel. Entdo

f(x—i—c)da::/ f(x)dz.

[a,b] [a+c,b+c]

Resolugdo: Mostremos primeiramente que o resultado vale para funcdes ca-
racteristicas de conjuntos mensuraveis. Seja £/ € ./Z .

Como
r+ce FE&srxe EF—c
temos
Xe(x 4+ ¢) = xp_c(z).
Também,

l[a,b)) N (E—¢c)=[a+c,b+c|NE —¢,
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pois
r€la,b)N(EF—c)Jye Etalquea<zx=y—c<bh
S Jye Ftalquer=y—cea+c<y<b+c
S Jye ENja+ce,b+cJtalquer =y —c
sreFENa+ebt+c—c=la+c,b+NE—c.
Assim,
/ Xe(r+c)de = / XE—c(z) dz =m([a,b] N (E — ¢))
[a,b] [a,b]
:m([a+c,b+c]ﬂE—c):m([a—i-c,b—i-c]ﬂE):/ xe(x)dx.
[a+e,b+c]
A linearidade da integral mostra que o resultado € valido para fungdes sim-
ples.

Se f > 0 tome uma sequéncia ,, de fun¢des simples satisfazendo 0 < ¢,, <
©n+1 € @, convergindo para f em [a, b + c|]. Claramente, ¢, (z) = ¢,(x + ¢) é
simples, 0 < ¢, < 1,11 € ¥, (x) converge para f(x + ¢) se x € [a, b].

Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona
flz+c)dx = / lim ¢, (z) dx = lim Uy () d

[a,b] [a,b] n—oo n—oo [a,b]

= lim on(r + ¢)dr = lim on(z)dr = / lim ¢, (x)dx
[a+e,b+(] [a+e,b+d]

n—oo [(l,b] n—oo n—oo
= / f(z) dux.
[a+c,b+c]
No caso geral,
flx+c)de = [Tz +c)de — [T (z+c)de =
[a,b] [a,b] [a,b]
— [ f@d- [ pw@d= [ @@l
[a+e,b+c] [a+e,b+c] [a+e,b+(]
= / f(z)dx.
[a+te,b+c]
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3.2 Comparacao entre as integrais de Lebesgue e
de Riemann para funcoes limitadas definidas
em intervalos compactos

O proximo resultado caracteriza fungdes mensuraveis limitadas definidas em
conjuntos de medida finita. Este resultado sera ttil para mostrar que se uma
funcdo limitada definida num intervalo [a, b] for Riemann integravel entdo ela
também serd Lebesgue integravel, isto é, pertencerd a £ ([a, b]). Além do mais,
as duas defini¢des de integral, a de Riemann e a de Lebesgue, coincidem.

Proposicao 3.47 Sejam E € # de medida finita e f : E — R uma fungdo
limitada.
Sdo equivalentes:

a) inf{ [ ;¢ é simples e f <} = sup{ [ p; p é simples e o < [},

b) f é mensurdvel.

Demonstragdo: Seja M > 0 tal que | f(x)| < M para todo x € E.
Suponha que f seja mensuravel.
Paracadan € Ne k € {—n,...,n} defina

Bi={o € Bi(k— 1) < f(@) < b}

e B (IR ) 7

n
Sex € Eentdo —M < f(x) < M. Como

n+1 M M
~M,M) C (———=M,M] =U;__,((k—1)—, k—],
( ) (=— | = Uik = 1) k]
segue que
E=Up_ B, e m(E)=> m(E)

pois a unido € disjunta.
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Defina as fun¢des simples

wnz%kaEk e Z—Z — xe,-

k=—n k=—n

Temos ¢, < f < 1, e, portanto,

wt{ [ viv ésimplese f < v} < v =10 3 k(B
k=—n

M n
Sup{/ ©;p € simplese o < f} > /gon = > (k= 1)m(Ey).
k=—n

Assim,

0< inf{/w;wésimplesef <} —sup{/<p;<pésimplese<p < f}

M < M
< . Z m(Ey) = ;m(E)—>O quando n — oo.

k=—n

Portanto, (b) implica (a).
Reciprocamente, suponha que

I= inf{/w;wésimplesef <y} = sup{/<p;cpésimplese<p < f}

Dado n € N existem fun¢des simples ¢, € ¢, tais que

2n 2n

0= finmmi= fou foneh

1 1
SOnSfSle ]__</§0n§1§/1/}n<]+_

Portanto,
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Defina
* = ir%f v, e o= SITle Dn.
Pela Proposicao " e ¢* sdo mensurdveis. Temos também
et < f <y

Defina também
A={zec B¢ (z) <y*(r)}

eparav,n € N
1 1
A, ={x € E;p*(x) <™ (x)— ;} e Af,") ={r € E;p,(x) < ,(x) — ;}

Temos
A=U2A, e A CAM peN

Agora,

v Al(,n) {x@E,gon(x)<¢n(x)_%}

_/ 1g/y(¢n—%)<3.
{z€E;1<v(¢n(z)—pn(2))} E n

Assim, para todon € N,
m(A,) <m(AM) < Z 0 quando n — o0,
n

ou seja, m(A,) = 0 para todo v € N e, consequentemente, m(A) = 0.
Portanto, ¢* = ¢* quase sempre. Mas, como ¢* < f < ¢*, segue que
f = 1* = ¢* quase sempre e, pela Proposicdo2.19, temos que f é mensuravel.
O
Lembremos a defini¢do da integral de Riemann.
Seja f : [a,b] — R uma fung¢@o limitada. Seja

Pa=x9<--<x,=0>
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uma particdo de [a,b]. Parat = 1,...,n — 1 coloque I; = [r;_1,z;) e [, =
[Tn—1,2y]. Parai = 1,... n definam; = inf;, f e M; = sup;, f.
Considere as seguintes fun¢des escadas associadas a parti¢do &:

Pp = Zmz’XIi e Yp= Z M;xr,.
i=1 =1

Claramente, p» < f < ¥ 5.
As integrais superior e inferior de Riemann de f sdo definidas, respectiva-
mente, por

— .
%/ f= inf{z Mi(x; —xi1); &P 29 < -+ < x, é parti¢do de [a, b]}
a i=1

= inf{ Va; P g < -+ < x,, é particdo de [a, b] }
[a,b]

b n
9?/ f= sup{z mi(x; — xi-1); P w9 < -+ < x,, é parti¢do de [a, b]}
=a i=1

= sup{ Yo} P 1wy < --- < xp, € parti¢do de [a, b] }
[a,b]

Defini¢dio 3.48 Uma fungdo limitada f : [a,b] — R € integrdvel segundo Rie-
mann se ,@fabf = %f:f Neste caso, a integral de Riemann de f é dada por

%/abfiﬁff:%/ibf.

Exercicio 3.49 Mostre que

1. o conjunto das fungées limitadas integrdveis segundo Riemann em [a, ],
Rla, b], com as operagdes usuais é um espago vetorial;
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2. as fungdes continuas em [a, b] formam um subespago vetorial de R]a, b).
3. Rla,b] > f — %fff € R é um funcional linear;
4. se M é constante entdo %fabM = M(b—a).

Teorema 3.50 Seja [ : [a,b] — R uma fungdo limitada que é integrdvel se-
gundo Riemann. Entdo f é mensurdvel e

%’/abf: 7

Demonstracdo: Vamos mostrar primeiro quando f > 0.
Como toda fun¢do escada € funcao simples, temos

b b
%/f:%/f:sup{ Ya; P xg < -+ < 1, € particdo de [a, b] }
a L [a,b]

< sup{ p;pésimplese 0 < p < f} < inf{/ ;) é simples e ¢ > f}
[a,b] [a,b]

b b
< inf{ Vp; P xg < -+ < x, éparticdo de [a,b]}:%/ f:%/ f

[a,b]

Assim, todas desigualdades acima sao, na verdade, igualdades.
Como

inf{ ;) é simplese ¢ > f} = sup{/ o;pésimplese 0 < p < f}
[a,b] [a,b]

<sup( [ pipesimplesey < f) < inf{ [ viv ésimplese < 0),
[a,b]

segue da Proposicao que f é mensurdvel. Além do mais, temos

b
,@/f:sup{ ;p ésimplese 0 < p < f}
a [a,b]
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%/abfz 7

Para mostrar o caso geral, como f € limitada, tome M > 0 tal que g = f +
M > 0. Como f € integravel segundo Riemann e M € constante, g € integravel
) . ) b
segundo Riemann. Logo, g € mensuravel e f[a y9=% I
Portanto, f = g — M é mensuravel e

[0 L o= [ o-o-a
:%/abg—%/abM:%/ab(g—M):gg/abf
0

Se considerarmos as integrais impréprias de Riemann, o resultado acima nao
precisa ser vélido.

ou seja,

Exercicio 3.51 Mostre que a funcdo f : R — R dada por

sen T

sex #0
flz) =

1 sex=0

é integrdvel segundo Riemann em R mas sua integral de Lebesgue em R ndo
existe.

3.3 Derivacao sob o sinal de integracao

Teorema 3.52 Sejam E C R um conjunto mensurdvel e f : E X [a,b] — R tal
que a fungdo

ftIE%R
x> f(x,t)
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seja integrdvel para todo t € [a, b).
Coloque

(a)

(b)

/ft dw/fxt

Suponha que exista g € L (F) tal que | f(x,t)| < g(x) para todo (x,t) €
E x |a,b].

Se para ty € |a, b] tem-se

lim f(z,t) = f(x,tg), paratodox € E,

t—to
entdo

lim F(t) = F(to),

t—to

isto é,

lim/f($,t)dx:/llmfxt d:l:—/fxto
t—to E Et%o

Em particular, se t — f(x,t) é continua para cada v € FE entdo F é
continua.

Suponha que O f /Ot exista em todos os pontos e que exista g € £ (E) tal

que
e

E(m,t)‘ < g(x) paratodo (x,t) € E X [a,b].

Entdo x — f ~(,t) € mensurdvel para todo t € [a,b], F' é diferencidvel e

i d [ Of
t)—%/Ef(:c,t)dx—/EE(x,t)dx

Demonstragao:
(a) Seja t, € [a,b],n € N, tais que t,, — 1.
Defina g,(x) = f(x,t,). Por hipétese, g,(z) — f(x,to) e |gn| < g €

LYE

).



3.3. DERIVACAO SOB O SINAL DE INTEGRACAQO 105

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada

Flty) = /E Fla,to) dz = /E lim f(z,t,)dr = /E lim g, (z) dz

n—o0 n—o0

= lim [ g.(x)de = lim | f(z,t,)dx = lim F(t,).
(b) Sejam tg, t,, € [a,b],n € N, tais que t,, # tget, — to.
Note que
f(xatn) B f(l’,to) N g
th —to ot

h’fl (ZE) = (ZE, to)
Portanto, x +— g—{(x, to) é mensurdvel.

Como t — f(x,t) é derivavel em [a, b], pelo Teorema do Valor Médio existe
t, entre t,, e t, tal que

f(I’tn)_f(xvtO) _ af —
tn — to = g @)

hn@) =

Logo,

af

(o)) = | 2.5 < 9(0),

Segue novamente do Teorema da Convergéncia Dominada que

F'(ty) = lim M: lim ! [/Ef(x,tn)dx—/Ef(x,to)dx}

n—00 t, — to n—oo t, — to

o fl@tn) = fw,t0) , o
= hm/E Pa— dr = lim [ hy,(z)dz

n—oo n—o0 E

:/ lim hn(x)d:p:/aa—f(a:,to)dx.
En%oo E t
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3.4 O espago L'(E)

Sejam f,g € Z'(E) e X € R. Pelo que ja vimos, valem as seguintes proprieda-
des

L [N =S IS
2. [1f+gl < [JUfI+ 19l = [If1+ [ gl
3. [1fl=0

4. [|f] = 0se e somente se | f| = 0 quase sempre, que é 0 mesmo que f = 0
quase sempre.

Ou seja, || f||1 = [ |f]| definiria uma norma em .#*(E) se ao invés do item 4
acima tivéssemos [ |f| = 0 se e somente se f = 0.

Para contornar esta dificuldade, consideremos a seguinte relagio em £ (E):
dizemos que f ~ g, f,g € LYE), se f = g quase sempre. E ficil ver que esta
relagdo € uma relacao de equivaléncia.

Definimos

LNE) =2 (B)) ~={lfl; f € £"(E)},

sendo [f] a classe de equivaléncia de f.
Note que se f ~ gentdo [ f = [ g. Dessa forma, fica bem definido colocar

H[f]!l1=/|f|-

Esta quantidade define uma norma em L'(E) pois agora ||[f]||; = 0 se e somente
f = 0 quase sempre, isto &, [f] = 0 é a classe nula.

Na pratica usa-se um abuso de notac@o e denota-se [ f] por f mesmo. Alguns
cuidados devem ser tomados quando operamos com os elementos de L' (E). Por
exemplo, ndo fica bem definido falarmos do valor que um elemento de L'(E)
assume em pontos de ££. Sempre que formos definir algo relativo aos elementos
(classes de equivaléncias) de L'(E) é preciso ver se a defini¢do € independente
do elemento que representa a classe de equivaléncia.
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Pode-se provar que L'(F) munido com a norma acima se torna um espago
vetorial normado completo com relacdo a distancia induzida por esta norma, isto
& di(f,g9) = ||f — gl|1- Ser completo significa que se (f,) é uma sequéncia de
Cauchy com relagio a distancia d; entdo (f,,) converge para algum elemento de
LY(E), isto é, existe f € L'(F) tal que

1fa = 11l =/|fn By —)

Finalmente, o Teorema mostra que o conjunto das fungdes simples em
[a, b], o conjunto das fungdes escadas em [a, b] e das fun¢des continuas em |a, b
sdo densos em L' ([a, b]).
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Capitulo 4
Diferenciacao e integracao

As notas deste capitulo sdo baseadas no capitulo 5 do livro do Royden e em
partes do capitulo 7 do livro de Wheeden & Zygmund, ambos mencionados an-
teriormente.

Um dos objetivos deste capitulo € ver como o Teorema Fundamental do
Célculo se comporta com relacdo a integral de Lebesgue. Em que condicdes
temos que dada uma fun¢@o f derivdvel quase sempre em [a, b] temos que

b
| s =0~ (@)
E quando, para uma uma funcéo f integravel em [a, b], tem-se
= swae= e
dx J, — S
Por exemplo, se f = xgnjo,1] entdo
i/x f(t)dt = iO = f(x) para quase todo = € [0, 1]
d:C 0 - d.fC - p q Y Y

embora f seja descontinua em todos os pontos.
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4.1 Derivacao de funcoes mono6tonas

Definicao 4.1 Sejam E C R e .¥ uma colegdo de intervalos ndo degenerados.
Dizemos que & cobre E no sentido de Vitali se para todo ¢ > 0 e todo x € E
existe | € I tal quex € I e ((]) < e.

Exemplo 4.2 Seja E C R. A colegdo

1 1
ﬂ:{(x—g,x—l—a),xGE,mEN}

cobre o conjunto E no sentido de Vitali.

Lema 4.3 (Vitali) Sejam E C R com medida exterior finita e . uma colegcdo
de intervalos que cobre I no sentido de Vitali. Entdo, dado € > (0 existe uma
subcolecdo finita de intervalos dois a dois disjuntos de 7, {11, ..., Iy}, satisfa-
zendo

m*(E\U_|I,) <e.

Além do mais, se m*(E) > 0 entdo também temos

N

> UI) < (1+e)m*(E). (4.4)

n=1

Demonstragdo: Podemos supor que os intervalos de .# sdo fechados pois, a
colecao
I ={I;1 €7}

também cobre E no sentido de Vitali, /(1) = ((I) e
m*(E\UY_ 1) <m*((E\ UY_,1,) U {extremos finitos de I, ..., Ix})

<m*(E\UY_,T,) +m*({extremos finitos de I, ..., Iy}) = m*(E\UY_,1,).

Se m*(E) = 0 entdo tomando qualquer I; € .# temos m*(F \ I;) <
m*(E) = 0 < e qualquer que seja & > 0.
Suponha agora que m*(E) > 0.
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Dado € > 0 existe aberto &' D E tal que
m(0) <m*(E)+em*(E) = (1+¢)m*(F). 4.5)

Note que m(0) < oc.
Vejamos agora que a subcolecdo de .# dada por

I ={leIIC0}

ainda cobre £’ no sentido de Vitali.

Sejam x € E C 0 en > 0. Como O é aberto, existe 6 € (0,7) tal que
(x — 0,2+ d) C 0. Como .# cobre E no sentido de Vitali, existe / € .# tal que
xelel(l)<d/2.Noteque I C (x —d,xz+9) C 0. De fato, como x € I,
dadoye I, |ly—x| <d/2<d<n.

Desta forma, podemos supor que .¥ = ¢, ou seja, que os intervalos de .
estdo todos contidos em &

Note que no caso em que m*(E) > 0, se I1,...,Iy € . sdo dois a dois
disjuntos entdo a condi¢do fica satisfeita pois

N
> UL) = m(ULT,) < m(@) < (1+<)m’ (E)
n=1
por @.3).
Fixe I € .#.Se E C I entdo E \ I; = & e podemos tomar N = 1.
Suponha agora que F ¢ I;. Dessa forma, o conjunto

¢ ndo vazio. De fato, tome x € E \ I;, como o complementar de I; é aberto,
existe § > 0 tal que (z — 0,z + ) C If. Como .# cobre E no sentido de Vitali,
existe [ € .# contendo = com ¢([) < ¢/2. Logo,

IC(zx—0,x+0)CIf

e, portanto, I N I; = &. Além do mais, como todo intervalo de .# esta contido
em ¢ vemos que m () é um limitante superior de L.
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Seja s; = sup L;. Como os intervalos de .# sdo todos ndo degenerados,
s1 > 0. Assim, 0 < s; < m(0). Portanto, existe I’ € .# talque ' N[} = T e
UI') > s1/2. Defina I, = I'. Logo, 1 NI, = @ e l(ly) > s1/2, 1,1, € 7.

Se &' C U?lej, tomamos N = 2. Caso isto ndo acontega repetimos o

processo. Suponha assim, que tenhamos obtido intervalos I3, ..., I, € .#, para
algum n € N, de modoque [; N [; = @sei # jel(ljy1) > s;/2, ) =
1,...,n—1,emque s; = sup L; com

Li={I)IeFelnl;=2,i=1,...,j}

Se £ C U7_,I; o processo termina e o teorema esta demonstrado com N =
n. Caso isto ndo aconteca, vamos escolher 7, procedendo de modo andlogo ao
que foi feito para escolher 5 a partir de /;. Vejamos.

Suponha assim que £ ¢ U7_, I;. Dessa forma, o conjunto

L,={tI);leFelnlj=02,j=1,...,n}

¢ ndo vazio. De fato, tome x € E \ Uj_, I;, como o complementar de U}_, I; é
aberto, existe § > 0 tal que (v — 6,2 + §) C [Uj_,[;]°. Como .# cobre E no
sentido de Vitali, existe / € .# contendo x com ¢(I) < §/2. Logo,

IC (e —b2+0)C U L)

e, portanto, / N [; = @, j = 1,...,n. Além do mais, como todo intervalo de .%
esta contido em & vemos que m (&) é um limitante superior de L,,.

Seja s, = sup L,,. Como os intervalos de .# sdo todos ndo degenerados,
s, > 0. Assim, 0 < s, < m(0). Portanto, existe I’ € .# talque I' N [; = &,
j=1,...,nel(l') > s,/2. Defina I,,;, = I'.

Se &£ C U}‘;Llll j» tomamos N = n+1 e, caso contrario, repetimos 0 processo.
Se em algum momento, isto €, para algum N € N tivermos £ C Uévzllj 0
processo termina e o teorema estd demonstrado. Caso isto ndo aconteca, obtemos
uma sequéncia /,, de intervalos de .# dois a dois disjuntos que é tal que £ ¢
UN_, I, paratodo N € Ne ¢(I,11) > s,/2 para todo n € N.

Como {/,,,n € N} sdo dois a dois disjuntos,

> UI) =m(U, 1) < m(0) < . (4.6)
n=1
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Assim, existe N € N tal que

o0

3ol < %

n=N+1

Coloque R = E \ (UY_,I,,). Se x € R, como [UN_ I,]¢ é aberto, existe
I,e Stalquex € [yelpyNl;j=2,j=1,...,N.
Note que se Iy N [; = @ paratodo j € Nentdo /(1) € L,, paratodon € N
€, portanto,
0 < l(ly) < sp<2l(Ipiq).

Dessa forma, como lim,,_, ¢(1,,+1) = 0, ndo podemos ter I N [; = @ para
todo 7 € N. Ou seja, existe n € N tal que Iy N [,, # . Note que n > N ja que
IbNnIj=@,j=1,... N.

Seja

no =min{n € N; Iy N I, # o} > N.

Como IpynNI;=asej=1,...,n9— 1, analisando como acima, obtemos
f([g) < Sng—1 < 26(]710)

Mostremos que I, estd contido em um intervalo concéntrico a [,,, de raio
cinco vezes o raio de I,,,. Seja z,,, o centro de I,,,. Tome z € Iy N 1,,. Sey € Iy
entiao

5
~ULny).

1 1
[y =@ngl < ly—2l+ |2 = | < U(Lo)+ 5E(Iny) < 26(Ing) +5(Lny) =
Paran > N + 1 defina

sendo x,, o centro do intervalo [, ou seja, .J,, € o intervalo aberto concéntrico a
I,, de raio cinco vezes o raio de [,,. Com esta notacdo, acabamos de mostrar que

RC ULy 1Jn



114 CAPITULO 4. DIFERENCIACAO E INTEGRACAO

Segue que

m*(E\UN_I,) =m*(R) < i 0(J,) =5 i oI, <e.

n=N+1 n=N+1

OJ
Segue da demonstragdao do Lema de Vitali o seguinte

Corolario 4.7 Sejam E e .9 como no Lema de Vitali. Entdo existe uma sequén-
cia Iy, Is, - - - € ., finita ou ndo, de intervalos dois a dois disjuntos satisfazendo

m*(E) <5 ((I,).

n>1

Demonstracdo: Mantendo a notacdo utilizada na demonstracdo, temos que
no caso em que £ C U7_, I; para algum n € N entéo

w(E) < 30 UL) <534

€ no outro caso,

m*(B) <m*((E\UpZy1a) U (s 1)) < m*(E\ UYL L) + mt (UL )

<5 f: (1) + ) UI,) < 5%5@1).
n=N+1 n=1 n=1

OJ

Nosso primeiro resultado nesta secdo serd para fungdes crescentes definidas
em [a, b]. Note que se f é uma tal fungdo entdo f € limitada pois f(a) < f(z) <
f(b) paratodo = € [a,b]. Além do mais, f é mensurdvel pois se o € R entdo

E, ={x € la,b; f(z) > a}

¢ um intervalo (ou vazio) pois se zo € F, entdo para todo = € (zg,b] temos
f(z) > f(xo) > v, ouseja, x € E,.
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Como toda fun¢do mensurdvel e limitada definida em conjunto de medida
finita € integrdvel neste conjunto (| f| < K em E com m(E) < coentdo [, |f| <
Km(F) < 00) segue que toda fungdo crescente em [a, b] pertence a £ ([a, b]).
O mesmo raciocinio se aplica para fungdes decrescentes.

Lembremos as definicdes de limite superior e inferior, ambos a direita e a
esquerda, de uma func¢do g definida em algum intervalo aberto I definimos para
xel

limsup g(y) = lim { sup g(y)] = inf { sup g(y)]

y—r+ t—=0+ r<y<z—+t t>0 r<y<z+t

(O<tw— sup g¢g(y) ¢écrescente)
r<y<z+t

y—r+ t—0+ |r<y<z+t t>0 |z<y<z+t

liminf g(y) = lim[ inf g(y)} zsup[ inf g(y)]

(0 <t~ inf g(y) ¢édecrescente)
r<y<xz—+t

limsup g(y) = lim { sup g(y)} = inf { sup g(y)}

y—x— t=0— | ptt<y<z t<0 | zti<y<z

(0>t~ sup g(y) ¢édecrescente)
rHt<y<z

liminf g(y) = hm[ inf g(y)} :sUp[ inf g(y)]

Yy—T— t—=0— |z+t<y<z t<0 |zt+t<y<z

0>t~ inf : t
( ,of g(y) écrescente)
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Dada uma funcdo f a valores reais definida em algum intervalo aberto [
definimos para z € [

D; f(x) = limsup flet+h) - f@) — inf | sup f(x+h)— f(z)]

h—0+ t>0 | o<h<t h

[z +h) - f(z)

i 1
Dsf(x) = limsup flath) — f(z) — inf | sup flz+h)— f(z)

h—0— t<0 | t<h<0 h

Dyf(x) = liminf fle+h) = fz) =sup | inf

h—0— h t<0 |t<h<0 h

Temos
e Sempre valem D f > Dof e Dsf > Dyf.

* Existe a derivada lateral a direita de f em x se e somente D, f(z) =

* Existe a derivada lateral a esquerda de f em x se e somente Dsf(z) =

¢ Existe
o L)~ (@)

h—0 h
se e somente se Dy f(x) = Dyof(x) = D3f(x) = Dyf(x).

eR

* Existe a derivada de f em x se e somente D, f(z) = Dof(x) = Dsf(z) =
D4f($) e R.
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Teorema 4.8 Seja f : [a,b] — R crescente. Entdo f é derivdvel quase sempre,
sua derivada [’ é mensurdvel, " > 0q. s. e

0< / f(x)de < f(b=) = f(a+),

com f(CH—) = limg 4+ f(l‘) e f(b_) = lim, f(fl))
Em particular, f' € £ ([a, b]).

Demonstracao: Vejamos primeiramente que

i LR = @) g
h—0 h

existe quase sempre.
Como para z € (a,b) o limite acima existe se e somente D, f(z) = Daf ()
— Dyf(x) = Daf(x), temos

Con e S h) — f(x)
{z € (a,b); ndo existe }lgl% .

={z € (a,b); D1f(x) > D2 f(2)} U{x € (a,b); D1f(x) > Dy f(x)}
U{z € (a,b); Daf(x) > Dyf(x)}

U{z € (a,b); D3 f(x) > D2 f(x)} U{z € (a,b); Dsf(x) > Daf(x)}
Ufer € (a,b): Daf(x) > Daf(2)}. @9)

Note que, por exemplo, ndo precisamos incluir o conjunto

{z € (a,0); D1 f(z) > Dsf(x)}

€ R} =

na igualdade acima pois, se
x €{z € (a,b); Di1f(x) > Dsf(z)}

entao
Dy f(z) > D3f(x) > Daf(z),
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isto é, x € {x € (a,b); D1f(z) > Dsf(x)}, que é um dos conjuntos que
compdem a reunido em(@.9).

Mostremos que m*({z € (a,b); D1 f(xz) > Dyf(x)}) = 0. Os outros casos
sao semelhantes.

Como

By ={z € (a,b); D1 f(x) > Daf ()}
= Ursco{z € (a,b); D1 f(x) >r > s> Dyf(x)}

r>s

basta mostrar que m*(A, s) = 0 sendo
A s=A={x € (a,b);Dif(x) >r>s>D,sf(x)}.

Suponha que m*(A) > 0. Seja x € A. Como
flz+h) = fx)

e fEEN @ T
D@ =t T LA T h

segue que para todo ¢ < 0 temos

flxz+h) - fx)

t<1%£0 h <5
isto €,
— h
inf [@) = flw+h) < s.
t<h<0 —h
Colocando 7 = —h temos para todo ¢ < 0
o J@—fl—T1)
o<r<—t T

Assim, para cada t < 0 existe 7 = 7(x,t) € (0, —t) tal que

flz) = fle—7)

< s,

isto €,
fx)— flx — 1) < sT. (4.10)
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Como t < 0 € arbitrarioe 0 < 7 < —t, vemos que para cada z € A existe
uma infinidade de niimeros positivos 7 que podem ser tomados arbitrariamente
pequenos e que satisfazem (@.10).

Seja

H(x)={r;7>0e f(zx) — f(zv —7) < s7}.

Dessa forma, a colecao de intervalos
I ={lx—T1,z];x € A, T € H(2)}

cobre o conjunto A no sentido de Vitali. Dessa forma, pelo Lema[d.3| dado e > 0
existe um nimero finito de intervalos dois a dois disjuntos I; = [z;—7;, z;] € .Z,
j=1,..., N satisfazendo

W) flz;) = flzj — 75) <s75.
(i) m*(A) —e < m*(AN UYL, I;) pois
m*(A) = m* ((ANUL ;) U (A\ UL, L))
<m (ANUL L) +m*(A\UL L) <m*(AnUL ;) +e.

(i) YN, 7 =1 6(I)) < (1+ )m*(A) pois m*(A) > 0.
Combinando (i) e (iii) temos
(iv) Zj.vzl[f(xj) — flz; — 1)) <s(1+e)m*(A)

Sejam B = ANUY I, e By = AN UéV:lIOj. Claramente By C Be B =
By UA{z,..., 2} com {z,...,%} C {x; — 75,257 = 1,...,N}. Temos
m*(By) < m*(B)e

m*(B) <m™(Bo) + m*({z1}) +--- +m"({z}) = m*(Bo),

isto é, m*(By) = m*(B).
Sejay € By. Existe (um tnico) j € {1,..., N} tal que

Yy € [j = (.lej — ijxj)'
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Como y € A,

D, f(y) = inf sup fly+h) —fy)

>,
t>0 g<h<t h

segue que para todo ¢ > 0 temos

fly+h)— f(y)

sup > r.
O<h<t h

Assim, para cada t > 0 existe 0 = o(y,t) € (0, min{¢, x; — y}) tal que

fly+o)—f(y)

o

>,

Assim

fly+o)—fly)>roc e [yy+o]CIl=][x;— 1. (4.11)

Como t > 0 € arbitrario e 0 < o < t, vemos que para cada y € A existem
um tnico j € {1,..., N} e uma infinidade de nimeros positivos o que podem
ser tomados arbitrariamente pequenos e que satisfazem (@.1T].

Seja % (y) o conjunto dos o > 0 que satisfazem (@.1T).

Como a colecao

I ={ly,y+o0l;y € By,o € X (y)}

forma uma cobertura de B, no sentido de Vitali, segue do Lema|4.3|que existem
intervalos dois a dois disjuntos

Jzz[ywyl_l_az]E/) izlv"'7M7
satisfazendo

(v) cada J; = [y;,y; + o;] estd contido em algum [; = [z; — 7j, 4], j =
1,....N.

i) f(yi +o0i) — flyi) > roi.
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(vii) m*(B) — e = m*(By) — e < .M, 0, pois
m*(Bo) = m*((Bo N UM, J;) U (By \ UL, ;)

M M
< m*(BO N Uij‘ilJi) + m*(B() \ Uij\ilJi) < ZE(JZ) + e = ZO’Z‘ + €.
i=1

i=1

Logo, por (ii) temos
M
m*(A) —2e <m*(AN ijzlfj) —e=m*(B)—¢e< Zai.
i=1

Combinando (vi) e (vii) temos
(vid) S5 [f (g + 1) — [ ()] > r(m*(A) — 2¢)

Vejaque se v < p; < « -+ < pap, < B, n > 1, s@o pontos de [a, b], como [ é

crescente temos
n

[f (par) — f(p2x—1)] =

=1

= [f(p2) = f(p)] + [f(pa) = f(p3)] + - + [f(P2n) — f(P20-1)]
= —f(p1) + [f(p2) — f(P3)] + - + [f(P2n—2) — f(P2n—1)] + f(P2n) <
< f(pan) — f(p1) < f(B) — f(a).

Assim, por (v) obtemos

=

SUfwito)—fw)l =Y > [fli+o)— fw)
i=1 j=14e{1,..,M}
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Assim, de (iv) e (viii) vem que

M
r(m*(A4) —2¢) < Z[f(?/z + i) — f(yi)]
i=1
N
< If(ay) = flay — )] < s(1L+e)m*(A),
j=1
isto €,
r(m*(A) —2) < s(l4+¢)m*(A) paratodoe > 0.
Fazendo ¢ — 0+ obtemos rm*(A) < sm*(A). Mas como m*(A) > 0,
devemos ter r < s, o que é uma contradi¢do. Portanto, m*(A) =0 e

g(x):}lg%f(ijh})L_f(x) cR

estd definida quase sempre e f é derivavel quando g(x) € R.
Estenda f para x > b colocando f(x) = f(b—) < f(b) < 4.
Para para cada k € N e quase todo = € (a, b) defina

fle+ 1) — flx) 1

= k(f(z + ) = f(2)).

gr(z) = .

Temos que g é mensuravel, g, — ¢ quase sempre e, como [ é crescente,
gr > 0. Portanto, g > 0 quase sempre.
Pelo Lema de Fatou e pelo Exercicio Resolvido

b

0< /abg(m) dr < ligggf/abgk(x) dr = li’gggfk/a (f(x + 1/k) — f(2)] do

= liminf k [/abf(:wr 1/k) dz — /abf(x) dx]

b+1/k b
- hggg.}fk; [/a+1/k f(x)dx — /a f(z) dx]
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b b1/k
/ (@) do + / f(z) da
a b

+1/k
a+1/k b
— /a f(z)dx — /a+1/k; f(x) dx]

b+1/k a+1/k
= liminf k& [/b " f(:zc)dx—/Jrl f(x)c&]

k—o00

= liminf k
k—o00

a+1/k
:li]?_li;lf [f(b—)—k/a f(x)dx]

k—oo

a+1/k
< lim inf [f(b—) — k/ fla+)dx

= liminf [f(b—) — f(a+)] = f(b—) — f(a+) < +o0.

k—o00
Portanto, g é integravel em [a, b] e pela Proposi¢do g é finita quase
sempre, ou seja, f € diferenciavel quase sempre ¢ f' = g > 0 quase sempre.
OJ

Observacao 4.12 A fungdo de Cantor, conforme definida em lista de exercicio,
é crescente, continua em [0, 1] e constante em cada intervalo aberto que foi reti-
rado na constru¢do do conjunto de Cantor. Assim, sua derivada é zero em cada
um destes intervalos. Dessa forma, sua derivada existe quase sempre e é igual a
zero quase sempre. No entanto,

/Olf’(x)dx:/OIde:0<1:f(1)—f(0).

4.2 Funcoes de variacao limitada

Sejam f : [a,b] > Re & :a =29 < --- < x,,, = b uma parti¢do de [a, b].
Defina

m

p=plf, 2)=> [f(x:) — flzi)]

=1
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c
n=n(f, P) = Z[f(:vz-) — f(zi1)]
Temos : m
t=tf, P)=p+n= Z |f (i) — flaio)]
c

Quando se fizer necessdrio para maior clareza também usaremos a notacao
2 (f, 2) no lugar de t e de modo analogo para n € p.
Defina também

P = P.(f) = sup{p(f, 2); P & partigio de [a, b]},

N = N!(f) = sup{n(f, 2); & é partigio de [a, b]}

T = TP(f) = sup{t(f, P); P é partigdo de [a, b]}.

Os supremos acima podem ser infinitos.

Temos P<T <P+ NeN<<T.

PY(f), N°(f) e T°(f) sdo chamadas de variagdes positiva, negativa e total
de f em [a, b], respectivamente.

Definicao 4.13 Uma funcdo f : [a,b] — R € de variagdo limitada em [a, b] se
T®(f) for finito. Defina

BV([a,b]) = {f : [a,b] — R; f é de variagdo limitada em |a, b]}.
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Lema 4.14 Se f € BV([a, b)) entdo

T,(f) = NJ(f) + Pi(f) e f(b) = fla) = Py(f) = No(f).

Demonstragdo: Seja & uma parti¢do de [a, b]. Temos,

p=n+f(b) = fla) < No(f) + f(b) = f(a)
e, portanto,
Py(f) < No(f) + f(b) = f(a).
Como N?(f) < TP(f) < oo, obtemos
Py(f) = No(f) < f(b) — f(a).
Por outro lado
n=p+fla) = f(b) < P/(f) + f(a) = f(D)
€, portanto,
Na(f) < Py(f) + f(a) — f(b).
Como P°(f) < TP(f) < oo, obtemos

Na(f) = P(f) < f(a) = f(b),
ou seja,
Py(f) = No(f) = f(b) = f(a).
Por @.15) e chegamos a
Py(f) = No(f) = f(b) = f(a).

Agora,

T(f)>p+n=p+p+ fla)— f(b) =2p+ NJ(f) — P(f),

portanto,

To(f) = 2P(f) + No(f) = PJ(f) = P (f) + Na(f).

125

(4.15)

(4.16)
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Mas, como vale

To(f) < Pi(f) + No(f)

obtemos

T,(f) = PJ(f) + NJ(f)-

O
Proposicao 4.17 Seja f : [a,b] — R.
(i) Selev, 8] C [a, 0] entdo T (f) < To(f).
(ii) Sea < c < bentdo T'(f) = TC(f) + T (f).
Demonstrac¢do: (i) Dada uma particdo & : o = x9 < -+ < x,,, = [ de

[, 5], seja &' a parti¢do de [a, b] obtida de & adicionando-se os pontos a e b,
caso necessdrio, isto €, dependendo se « for ou ndo igual a a e /3 for ou ndo igual
ab.

Temos
tﬁ f 4@ Z|f IZ mz—l)|
< |f(@o) \+Z|f F@ia)| + 1£(b) = f(zm)]
=1(f,2") < Tf)
€, portanto,

T2(f) < TX(f).

(ii) Sejam P, e P, parti¢des de [a, c] e [c, b], respectivamente. A reunido
dos pontos destas parti¢des resulta numa particdo & de [a, b] e vale

to(f, 21) +t(f. Z2) = to(f, P) < T(f).

Segue que

To(f) + T2(f) < TL().
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Agora, se & é uma parti¢cdo qualquer de [a, b] forme a particdo &’ colo-
cando o ponto ¢ a particdo &, caso ele ainda ndo seja um elemento seu. Os
pontos da parti¢do &’ ddo origem a duas parti¢des &1 e H, de [a, c| e de [c, b],
respectivamente, de modo que &1 U Py = P’ ¢ P21 N Py = {c}.

Note que se ¢ € [z;_1,2;], com z;,_1,z; € & entdo |f(z;) — f(zi—1)| <

|f(c) = f(ziz1)| + | f(xi) — f(c)| e, portanto, B

th(f, P) <t(f, D) = te(f, P1) +t2(f, Pa) < TE(f) + TE(f).

Logo,
To(f) < T (f) +T2(f)

€, portanto,

T(f) = To(f) + T2 (/).

]
Proposicdo 4.18 Se [ : [a,b] — R é crescente entdio | € BV([a, b)),
Demonstragdo: Seja & :a = xp < - -+ < ,,, = b uma parti¢ao de [a, b].
Temos
of, ) = il[fw ) = i{f@» ~ flr)] = £(0)  Fla),
n(f, ) = i:[f(:ci) ) = io 0
e, portanto, P2(f) = £(b) — F(a), NU(F) = 0 TX(F) = F(b) — fia). )

Teorema 4.19 f € BV([a,b]) se e somente se existem fungées crescentes g, h :
[a,b] — R tais que f = g — h.
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Demonstragdo: Suponha que f € BV({[a, b]).

Para x € (a,b] defina g(z) = P*(f) e h(z) = NZ(f). Em x = a coloque
g(a) = h(a) = 0. Claramente, g(a) < g(x) e h(a) < h(x) para todo = € [a, b].

Sejama < x <y < b. Seja & :a =129 < -+ < 1, = r uma parti¢do
de [a, z]. Colocando 1 =y, ' :a =29 < -+ < Ty < Tppy1 = y é uma
parti¢do de [a, y|. Dessa forma,

m m+1

D ) = flai)]” < Z[f(fm) = flzi)]" < PY(f) = 9().

=1

Como &2 é arbitraria, temos
g(z) = P;(f) = sup{p(f, &); & € parti¢io de [a, ]} < PY(f) = g(y).

Portanto, g(x) < g(y), isto é, g é crescente em [a, b].
De forma andloga mostra-se que h é crescente em x € [a, b].

Pelo Lema 4. 14]
f(x) =g(z) — h(z) + f(a) = g(x) — (h(z) — f(a)) = g(z) — h(z),

sendo (z) = h(z) — f(a), que também & crescente.

Reciprocamente, suponha que f = g — h com g e h fungdes crescentes em
[a, b].

Seja & :a=u1x9 < -+ <z, = buma parti¢do de [a, b].

Temos

m m

D () = fla)l =Y lg(@:) = h(z:) — gzir) + h(wi))|

=1 i=1

Z l9(x:) = g(zia)| + |h(z:) — hwia)]]

= Z[g(xz) — g(zi—1) + h(z;) — h(z;-1)]

i=1
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m

= Z[g(mi) —g(ziz1)] + Z[h(xi) — h(x;1)] = g(b) — g(a) + h(b) — h(a).

Portanto,

Corolario 4.20 BV([a,b]) C Z*([a,b])

Demonstracdo: Pelo Teorema4.19|existem fungdes crescentes g e h definidas
em [a, b] tais que f = g — h. Pelos comentdrios sobre fungdes crescentes na
pagina|l14} as fungdes g e h sdo integrdveis em |a, b)].

OJ

Corolario 4.21 Toda f € BV([a,b]) é derivdvel quase sempre e ' € £*([a, b]).

Demonstragdo: Pelo Teoremal.19|existem fungdes crescentes g e i definidas
em [a, b] tais que f = g — h. Pelo Teorema as fungdes g e h sdo derivaveis
quase sempre € integraveis em .Z([a, b]). Portanto, f é derivdvel quase sempre
e integravel em £ ([a, b]).

OJ

Corolario 4.22 BV([a,b]) é um espaco vetorial.

Demonstragdo: Sejam fi, fo € BV([a,b]) e A € R.
Pelo Teorema 4.19|existem fungdes crescentes, g1, g2, b1, ho : [a,b] — R tais

que f1 = g1 — hie fo = g2 — hs.
Assim,
fitfo=g—h+g—h=(n+g)—(hh+h)=GCG-H,
com G = g, + go ¢ H = hy + hs crescentes. Pelo mesmo teorema,

fi+ fo € BV([a, b]).

Se A > 0 entdo A\g; e Ah; sdo crescentes.
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Como Af; = (Ag1) — (Ahy), segue do teorema acima que \f € BV([a, b]).
Se A < 0 entdo —\g, e —A\hy sdo crescentes.
Como

Afi=2Ag1 — Ahy = (—)\hl) - (—)\91)

segue do teorema acima que Af € BV(][a, b]).

4.3 Derivacao de uma integral

Recordemos a definicdo de fungdo absolutamente continua dada no capitulo an-
terior: Seja [ um intervalo. Uma func¢do f : I — R é absolutamente continua se
para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que se [a,,b,] C I e I, = (a,,b,), n € N, sdo
intervalos abertos dois a dois disjuntos satisfazendo >~ ¢(I,) < J entdo

Z|f flay)| <e.

Temos

Teorema 4.23 Se f : [a,b] — R é absolutamente continua entdo f € de variagdo
limitada.

Demonstra¢iao: Como f é absolutamente continua, existe d > 0 tal que

ny fla)] <1

sempre que [a;, b;] C [a,b], (a;,b;), i = 1,...,n, dois a dois disjuntos, satisfa-
zendo Y1 (b —a;) < 6.

Fixe N € Ntalque N > (b—a)/d e tome aparticioa =y < --- < xy = b
comx; —x; 1 = (b—a)/N <6,i=1,...,N,isto é, x; = a +i(b — a)/N,
i=0,... N.
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Como qualquer parti¢do x;—; = yo < -+ < Yp, = x; de [z;_1, x;] satisfaz
oYy —yj1) = @ — w1 < 0, segue que T (f) < 1. Utilizando a
Proposi¢io obtemos

N N
Tof) =Y Ti (f) <Y 1=N.
i=1

=1

Portanto, f € BV([a, b]).

Teorema 4.24 Seja [ € £"([a,b]). Dado ¢ € R defina

F(z) = F(a) +/ ft)dt, x€la,b] (F(a)=c).
Entdo F é absolutamente continua.

Demonstracao: Utilize o Corolario com a fungao f e ZYR) que é
igual a f em [a,b] eigual a0 em R \ [a, b] vemos que

Gla) = [ Fwde= [ syat, ae oy
¢é absolutamente continua. O

Corolario 4.25 Seja f € £*([a,b]). Dado ¢ € R defina

F(z) = F(a) +/xf(t)dt, z € [a,b] (F(a)=c).
Entdo F' € BV([a,b)]).

Demonstra¢do: F' é absolutamente continua pelo Teorema O resultado
segue imediatamente do Teorema #.23]
O

Teorema 4.26 Se [ : [a,b] — R ¢ absolutamente continua e f' = 0 quase
sempre em [a,b] entdo f é constante.
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Demonstragdo: Sejam z,y € [a,b], v < y. Seja £ = {t € (z,y); f'(t) = 0}.
Como f' = 0 quase sempre em [a, b] segue que m((z,y) \ £) = 0, ou seja,
m(E) =y —x>0.

Dados e > 0e ¢ € E, como f'(§) = 0 existe hy = ho(e,&) > 0 tal que para
todo h € (0, hy) temos

[f(€+h) = f(E)] <eh.

A colecao de intervalos
I =A{l6.§+h; € B he(0,ho(e,6))}

cobre E no sentido de Vitali. Note que como E C (z,y) para todo { € E existe
I € #talque& €I C (x,y). Dessa forma, descartando os intervalos de .¥ que
ndo estdo contidos em (z,y), obtemos um subconjunto de .# que ainda cobre
FE no sentido de Vitali. Assim, podemos assumir que todos os intervalos de .
estdo contidos em (z, y)

Como [ é absolutamente continua existe 6 > 0 tal que se [an, b,] C [a,b] e
I, = (an,b,), n € N, sdo intervalos abertos dois a dois disjuntos satisfazendo

> 4(I,) < ¢ entdo
Z |f(bn) — flan)| <e.

n=1
Podemos supor que 0 < (5 <y-—x.
Como 0 < m(E) =y — x < oo, segue do Lema [4.3|que existem intervalos

dois a dois disjuntos I; = [£;,&; + h;] € #, que podemos assumir que estdo
enumerados de forma que & < --- < &y, satisfazendo [; C (z,y),j=1,...,N
e

) |f(&+hy) = f(§) <ehjj=1,...,N.
if) m(B\ UY,T,) < 6.

Como E C (z,y) e m(F) =y —xentdo Z = (x,y) \ £ tem medida nula e,
portanto,

m((z,y) \ Uil I;) = m(E\ UL 1)) + m(Z \ UL Lj) = m(E \ Ui, ;) <.
(4.27)
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Segue que
6 > m((z,y) \ UL Ij) = m((,y)) — m(U;L, ;)
N N
:y—x—Zm(Ij):y—x—Zhj
j=1 j=1

Dessa forma, temos
N
i) y—x -0 <>, hy

Como os intervalos I; sdo dois a dois disjuntos e contidos em (z,y) a soma
de seus comprimentos nao ultrapassa y — .
Segue de 1) que

v)
N

D& +hy) = fl&) <2 by < ely — )

J=1

Coloque (z,y) \ UY,I; = UXT'(a;, b;), reunido disjunta, e ordene estes
intervalos de modo que

a1:x<b1:§1<a2:§1—|—h1<--~<bj:§j<aj+1:§j+hj<---

e <anyr =& Fhy <byy1 =y

Segue de que S (b — a) < 0.

Dessa forma, segue de iv) e da continuidade absoluta de f que

[f(y) = f(@)| = 1f(bn41) = fla)]

= 0 () = b))+ [ ez = D fay)]
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N+1

< Z | f(b;) — flaz)| + Z | flajt1) — f(b))]

N+1

- Z £ (b)) — f(a;)] + Z £ (&5 +Ry) — f(&))]

<etely—z)=ec(l+y—2x).

Como ¢ > 0 é arbitrdrio, f(y) = f(z), ou seja, f € constante.
0J

Observacao 4.28 Como observado acima, a funcdo de Cantor tem derivada
nula quase sempre. No entanto, ela ndo é constante. Consequentemente, a
fungdo de Cantor ndo é absolutamente continua, embora seja de variagdo li-
mitada por ser crescente.

Se f € £%([a,b]), segue da Proposi¢io que se [, f = 0 para todo
mensurdvel F C [a,b] entdo f = 0 quase sempre. O préximo lema diz que a
mesma conclusio é vilida se tivermos f[a ] f =0 paratodo x € [a,].

Lema4.29 Se f € £'([a,b]) e F(x) = [ f = 0 para todo = € [a,b] entdo
f = 0 quase sempre.

Demonstragdo: Suponha que f ndo seja igual a zero quase sempre. Dessa
forma, pelo menos um dos seguintes conjuntos

{z €la,b]; f(x) >0} ou {xelab];f(z) <0}

tem medida positiva.

Suponha que m({z € [a,b]; f(x) > 0}) > 0. O outro caso é tratado de
forma andloga.

Como E = {z € [a,b]; f(z) > 0} é mensurdvel, existe um fechado F' C F
tal que m(E \ F) < m(E)/2. Segue que

m(F) = m(E) —m(E\ F) > m(E) — m(E)/2 = m(E)/2 > 0.
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Afirmagio: [, f > 0. De fato, como
F={zecF;f(x) >0} =U{zreF;f(x)>1/n}
e m(F) > 0existe ng € Ntal que Fy = {x € F; f(z) > 1/no} tem medida

positiva.
Logo, como f > 0em F,

Fo

Coloque 0 = (a,b) \ F' = U2, (a;, b;), reunido disjunta.

Como ,
~ =[]

0>— [ f=/f= / f= / S
F o g2, (aq,bi) Z (ai,bi)

=1

00 b; S
=X [ 5= 30w - Flay) =0,

um absurdo. Portanto, m(E) = 0.

Temos

Teorema 4.30 Sejam [ € £ ([a,b]), c€E Re

+ /I ft)dt, z€la,b],(F(a)=rc)

entdo F' = f quase sempre.

Demonstra¢do: Suponha que o teorema seja valido para fungdes integraveis
ndo negativas. Dada f € .Z*([a, b]), escrevemos f = f+— f~. Temos fT, f~ €
Z([a, b]).
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Assim,

= /m f(t)dt = /I () dt—/x [ () dt = Gyi(z) — Go(x)
) G?(r:zc) 0 G;(rac) ’

e G\ (r) = fT(x) e Ga(x) = f~(x) para quase todo x € [a, ], ou seja,
F(2) - F()] = [Gi(x) — Ga(@)] = F*(x) — f~(2) = f(a)

para quase todo = € [a,b]. Como F(z) = [F(z) — F(a)] + F(a), concluimos
que F' € derivavel quase sempre e F’(z) = f(x) para quase todo z € [a, b].

Ou seja, podemos supor que f > 0.

Além disso, podemos supor que f > 0 seja limitada. De fato, suponha que
o teorema seja vélido para funcOes ndo negativas, integraveis e limitadas. Dada
f € Z"(la,b]) ndo negativa defina f,(x) = min{f(z),n}, z € [a,b]. Temos
que f, é integravel, nao negativa e limitada, 0 < f,, < n.

Como f — f, > 0, a fungado

Fo(z) = / ) — fu) dt, x € [0,

€ crescente (se a < x < y < bentdo F,(y) = [2(f( n(t)) dt > 0).
Pelo Teorema[4.8] F;, existe quase sempre e F’ 2 0 quase sempre
Como f, é integravel, ndo negativa e limitada temos, pela hipétese que esta-
mos fazendo, que

[/r fn(t) dt}/ = fu(x), quase sempre.

@+ [ Forde =i+ /x(f() hyae+ [0
~ F(a /fn

Mas como
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segue que F' é derivdvel quase sempre e F'(z) = F)(x) + fu.(x) > fu(x) para
quase todo = € [a, b]. Portanto, tomando o limite em n, obtemos F'(z) > f(x)
para quase todo x € [a, b].

Assim,

/F’(x)dmZ/ f(z)dz = F(b) — F(a). 4.31)

Note que F' € crescente pois estamos supondo f > 0. Assim, pelo Teo-
rema [4.8| temos

b
/ F'(z)dz < F(b) — Fla). 432)
Combinando e chegamos a
b b
/ F'(z)dx = F(b) — F(a) = / f(z)dx

isto é
/ F/(2) — f(2)] dz = 0.

Mas F' — f > 0 quase sempre, portanto, F'(z) = f(x) quase sempre.
Mostremos, enfim, que o teorema ¢ valido para fungdes integrdveis, nao
negativas e limitadas em [a,b]. Se f é uma tal funcdo, seja K > 0 tal que
0<f<K
Pelo Teorema .25 F' € BV(([a, b]) (na verdade, F’ ¢ absolutamente continua
pelo Teorema[4.24). Logo, F ¢ derivdvel quase sempre e F' € .Z([a,b]). Es-
tenda F'(z) = F(b) para x > b e defina

Flz+ 1) — F(x)

1
n

fn(m> =

Temos 0 < f,, < K.
Como f, — F’ quase sempre em [a, b], segue do Teorema que, para
todo d € [a, D]

z+1/n
:n/+1 ft)dt, x€la,bl.

d d d
/ F'(z)dz = lim [ f,(z)dx = lim n/ [F(x +1/n) — F(x)]dz

n—oo a n—o0
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— lim n [/adF(xH/n)dx—/adF(x)dx]

n—o0
d+1/n d
/ F(x)dx—/F(x)dm
a+1l/n a

d+1/n a+1/n
= lim n / F(x) dx—/ F(x)dz
n—o0 d a

In f;_H/" Fdx — F(d)| = F cont. d
ey < = P(d) - Fla) = / f(x) d.
n [V R - T . ¢
Ja |[F' = F(d)| dw < seja,

maxXig,d+1/n] |F'(z) — F'(d)

d
— 0 quando n — oo / [FI(QI) - f(.ﬁl})] dx =10 para todo d € [CL, b]

Ex. Res.3.44 ,.
= lim n

n—oo

Segue do Lema que I’ = f quase sempre.
O
O Teorema Fundamental do Célculo pode ser enunciado da seguinte maneira

Teorema 4.33 Seja f : [a,b] — R. Sdo equivalentes
(a) f éde classe C' em [a,b).

(b) Existe g : [a,b] — R continua tal que f(z) = f(a)+ [ g(t)dt, x € [a,b].

Como toda fun¢do continua € integravel segundo Riemann, pelo que foi es-
tudado na Secdo a integral no enunciado acima pode ser tanto a integral de
Riemann como a integral de Lebesgue.

Para a integral de Lebesgue temos a seguinte versao do Teorema Fundamen-
tal do Célculo:

Teorema 4.34 Seja f : [a,b] — R. Sdo equivalentes
(a) f é absolutamente continua em |a, b|.

(b) [ existe quase sempre, f' € Z'([a,b]) e f(x) = f(a) + [ f(t)dt,
x € [a,b.
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Demonstra¢do: Suponha que (b) seja vélido. Pelo Teoremald.24] f é absolu-
tamente continua em |[a, b|.

Reciprocamente, suponha que f seja absolutamente continua em [a, b]. Pelo
Teorema f € de variacdo limitada em |[a, b] e pelo Corolario f' existe
quase sempre € é integra’wel em [a, b].

Coloque F(x f f'(t)dt. Teorema F' ¢ absolutamente continua e
pelo Teorema“ 430 F' = f quase sempre.

Portanto, F' — f é absolutamente continua e (F' — f)" = 0 quase sempre. Pelo
Teorema[4.26] F — f é constante em [a, b]. Portanto, para todo = € [a, b] temos

Fa) - f{) = F(@) - f(a) = ~f(a). isto &
@) = fla) + F@) = f(a) + [ f16

O

Defini¢ao 4.35 Uma funcdo [ : [a,b] — R é chamada de singular se para quase
todo x € [a,b] tem-se f'(x) = 0.

A funcdo de Cantor é exemplo de uma fun¢do singular que nao € constante.

O Teorema diz que toda funcdo que € simultaneamente singular e abso-
lutamente continua é constante.

O teorema a seguir diz que toda funcdo de variacdo limitada se decompde de
modo essencialmente inico como soma de uma fun¢do absolutamente continua
e uma fungdo integravel singular.

Teorema 4.36 Se f € BV([a,b)) entdo existem g, h : [a,b] — R tais que g é
absolutamente continua em [a,b), h € £ ([a,b]) é singular e f = g+ h. Além
disso, g e h sdo tinicas a menos de constantes aditivas.

Demonstragdo: Como f € de variagdo limitada, pelo Corolério sua de-
rivada existe quase sempre e € uma funcao integravel.

Defina g(z f f'(t)dt, que é absolutamente continua, e coloque h =
f—y

Temos h € £*([a,b]) pois f € Z*([a,b]) pelo Coroldrio e g é (abso-
lutamente) continua em [a, b]. Além do mais, pelo Teorema g = f' quase
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sempre e, portanto, b’ = (f — g) = f' — ¢ = f' — f' = 0 quase sempre. Ou
seja, h é singular e integravel e f = g + h.

Suponha agora que f = ¢g; + hy = g2 + he com ¢, e go absolutamente
continuas e h; e hy integraveis e singulares.

Temos que ¢ = ¢g; — go = hy — h; é tanto absolutamente continua quanto
integrdvel e singular. Segue do Teorema[.26|que ¢ = K para alguma constante

K € R. Portanto, g; e g5 diferem por constante € 0 mesmo ocorre com hy € hs.
O



Capitulo 5

Os espacos L”

5.1 Definicao e propriedades
Dada uma fun¢do mensuravel f em E definimos o supremo essencial de |f| em
E por

supessg | f| = inf{a > 0;m({z € E;|f(x)| > a}) =0} €R

com a convenc¢do de que inf & = +o0.
Se f: E— R émensurdavel e 0 < p < oo defina

(JulflP)? se 0<p<oo
ANy = 1A llp2 = € [0, 00].
supessg |f| se p=o0

Para 0 < p < oo defina
LPE)={f:E—=R;||fll, < oo}.

Como fizemos na pdgina [I106] considere agora a relagdo equivaléncia em
ZP(F)dadapor f ~ g, f,g € LP(FE),se f = g quase sempre.
Eclaroque se f ~ g, f,g € ZLP(E)e 0 < p < oo entdo ||f[, = ||g]l,-
Enquanto que se p = oo, temos m({z € E; f(z) > a}) = m({z € E;g(x) >

a}) para todo « e, portanto, || f||ec = ||9]|co-

141
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Dessa forma fica bem definida a quantidade ||[f]|[, = ||f||,, 0 < p < oo,
sendo [f] a classe de equivaléncia de f € ZP(FE).
Os espagos LP(FE), 0 < p < oo sdo definidos por

[P(E) = £7(E)/ ~ .

Veremos que se 1 < p < oo entdo (LP(E),|| - ||,) € um espaco vetorial
normado e observamos que se 0 < p < 1 entdo LP(E) se torna um espago
(vetorial) métrico com a distancia d,(f, g) = [|f — gl[5.

A proxima proposi¢do deixa claro o porqué do nome de supremo essencial
para || || quando f € L®(FE).

Proposiciao 5.1 Se f € L>™(F) entdo |f| < ||f||oc quase sempre.

Demonstracdo: Sejam

B, ={z € B|f@)] >~ +][fll}, neN

B ={z € E;|f(z)] > [|flloc}]
Para mostrar que | f| < || f]|c quase sempre, precisamos mostrar que m(Fy,) =
0.
Temos L), C Ly, Uyl B, C By esex € Ey, tomando n € N tal
quen > 1/(|f(z)] = ||f]|oc), vemos que z € E,. Portanto, US° | E,, = E e,

consequentemente,
m(Eyx) = lim m(E,).

n—oo

Se m(E) > 0 entdo existe ny € N tal que m(E,,) > 0.
Como

[ flloe = nf{ar > 0;m({z € E;[f(2)] > a}) = 0} < oo

existe & € [||flloo, [|f]loo + 1/n0) tal que m({x € E;|f(x)| > a}) = 0. Por-
tanto,

O<MEMIWWEEV@Wﬁ%HmuD
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< mi{z € B |f(z)] > a}) =0,

que € um absurdo.
Assim, m(Ey) = 0.
OJ

Proposicdo 5.2 Se f : E — R é mensurdvel e se M > 0 ¢ tal que | f(x)| < M
quase sempre entdo f € L (E), ||f|loc < M e

| flloo = Inf{K > 0;|f| < K quase sempre}.
Demonstragdo: Como |f(z)| < M quase sempre,

M e {a>0m({z € B |f(x)] > a}) =0}

€, portanto,
flloe = nf{ar > 0;m({z € E;[f(2)| > a}) =0} <M

Segue que f € L>®(E) e

| f]loo < inf{K > 0;|f| < K quase sempre}.
Pela Proposi¢ao[5.1] || f||s € {K > 0;]f| < K quase sempre}, logo,

|| floc = inf{K > 0;|f| < K quase sempre}.

Corolario 5.3 (L>*(E),||||s) € um espago vetorial normado.

Demonstragdo: Sejam f, g € L>°(E).
Pela Proposi¢ao

|f + 9l < [f1+ gl < I fllec + llgllsc  quase sempre
e pela Proposigio|[5.2]

1F 4 glloo < 1 floe +[19]]e-
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Assim, f + g € L>°(F) e vale a desigualdade triangular para || - || .
Seja A € R. Se A = 0 entdo

supessy [0f| =supessy 0 = inf{a > 0;m({z € E;0 > a}) =0}

= inf{a > 0;m(@) =0} =0 =0||f]|co-
Se A # 0 entdo

supessy A f| = inf{a > 0;m({zx € E;|\f(x)] > a}) =0}

= inf{ar > 0;m({z € E;|f(x)] > a/[A]}) = 0}
= inf{[A[(e/|A]) = 0;m({z € E;[f(x)] > a/[A[}) = 0}
= inf{[A|6 = 0;m({z € E;[f(x)] > B}) = 0}
= [Alinf{8 = 0;m({z € E;[f(x)] > 5}) = 0} = [Al[[f]l-

Portanto, \f € L>°(F) e valem ||Af]|oc = |Al||f]|s € ]]0]|oc = 0.
Claramente, || f||o > 0.
Finalmente, se || f||o = 0 ento pela Proposi¢do[5.1] | f| < 0 quase sempre.
Ou seja, f = 0 quase sempre, isto é, a classe [f] € a classe nula.
O

Teorema 5.4 Se m(E) < occe f € L>(F) entdo f € LP(E) para todop > 0 e

T 11l = /]|

Demonstragdo: Se m(E) = 0 entdo ||f||, = ||f||lc = 0 e o teorema esta
provado.

Suponha que m(E) > 0.

Como |f| < ||f]|oc quase sempre, segue que |f|? < ||f||2, quase sempre e
dai

/E P < /E 118 = | FlIEm(E) < oo. (5.5)

Agora, se « < ||f]|~ entdo o conjunto

A=A{z e E[f(z)] > a}
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tem medida positiva e, sendo assim, lim,, ., (m(A))Y? = 1.

Como,
1/p 1/p
It =([1) "= ([ 1) = atmeay,
E A
temos
liminf ||f|[, > @, paratodo a < ||f||s-
p—00
Portanto,
.. S '
tmin |7, > |7
Por (5.5)
Il < (1 fl[sem(E)P
e, portanto,

timsup |1, < 11/l lim m(E)"” = ||f||

p—o0

pois m(E) > 0.
Assim,
limsup || f|[, < || f]lee < hmg}f [f 11,

pP—00 p—
isto é ,
T 1l = 1|

Teorema 5.6 Se 0 < p; < py < o0 em(E) < oo entdo LP?(E) C LP'(F).
Demonstragdo: Se ps = oo o resultado segue do Teorema[5.4]

Suponha que p- seja finito.
Temos

/uwzf uw+/ mmsmm+/VW<w.
E {zeE;|f(x)|<1} {ze€E;|f(x)|>1} E

OJ
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Proposiciao 5.7 LP(FE), 0 < p < oo, é um espago vetorial.

Demonstracdo: O caso p = oo foi demonstrado no Corolario
Suponha que 0 < p < co. Sejam f,g € LP(FE)e X € R.
Temos

/Mmzuh/mﬂlmwmwvmzwwm<w
FE FE

Assim, \f € LP(E).
Como

(1 +1gD)" < @max{[f], |g]})" = 27 max{[f[", |g["} < 2°([f]" + [g]")

obtemos

/u+ws/ﬂﬂ+MV§%/QW+mm:%mm%wwy<m
E FE E

Assim, f + g € LP(E).
0
O Corolario |5.3|diz que || - ||oc € uma norma. Na demonstra¢do do teorema
acima vimos que se A € Re f € LP(E) entdo ||Af||, = |A||f]],- Também
¢ claro que ||f|[, > 0 e ||f][, = O se e somente se f = 0 quase sempre, isto

¢, [f] = 0. Para mostrar que || ||, ¢ uma norma, resta mostrar a desigual-
dade triangular. Note que da demonstragdo do Teorema segue apenas que

1S+ glls < 2011 £115 + llgl5)"/7.
Lema 5.8 Sejam o, > 0e 0 < \ < 1. Entdo
A BT < da+ (1 - N3 (5.9)
com a igualdade valendo se e somente se o = .
Demonstracdo: Se a = 0 ou f = 0 a equagdo ¢ trivial e se vale a

igualdade, digamos, com o = 0 entdo 0 = (1 — \)f3, ou seja, B =0 = av.
Suponha que «, 8 > 0.
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Defina p(t) = 1 — XA + Mt — t*, ¢ > 0. Temos

<0sel0<t<«l1
Y= 1—-t"H=0set=1
>0sel <t

Logo, t = 1 é ponto de minimo global de ¢, p(1) = 0 e ¢(t) = 0see
somente se t = 1.

Assim, 0 < p(a/B) e p(a/B) = 0 se e somente se v = f3.

Mas,

A
ogw(a/ﬁ)@ogl—wm%—(%)

A
& (9) g1—A+A%@oﬂﬁ“gAa+(1—A)5

X
a:5<:>¢(a/ﬁ):0<:>0:1—>\+)\%—(%)

A
& (%) :1—)\+)\%<:>aA61‘A:>\a+(1—)\)ﬁ.

O
Dado p € [1, 00| definimos o expoente conjugado de p como sendo o tGinico
p* = q € [1, 00| que satisfaz

=1
P q

com a convengdo que 1/00 = 0. E claro que o expoente conjugado de ¢ é p.
Temos que se 1 < p < oo entdo ¢ = p/(p —1),se p = 1 entdo ¢ = oo e se
p = oo entdo ¢ = 1. Em particular, se p = 2 entdo ¢ = 2.

Teorema 5.10 (Desigualdade de Holder) Sejam p e q expoentes conjugados.
Se f e g sdo mensurdveis em E entdo vale a seguinte desigualdade

gl < [1£1lpl1gllq- (5.11)
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Em particular, se [ € LP(F) e g € LY(E) entdo fg € L'(E); além do mais,
igualdade ocorre em (5.11)) no caso em que 1 < p,q < oo se e somente se e
gllalf 1P = 11f1[p|g|* quase sempre.

Demonstragdo: Se ||f||, = 0 ou ||g||, = 0 entdo f = 0 ou g = 0 quase
sempre. Logo, fg = 0 quase sempre. Dessa forma, valem a igualdade em (5.11))
e |lgllalf1” = 1lf1plgl"-

Podemos supor entdo que 0 < || f||,, [|9]lq-

Se || f||, = oo ou ||g||, = oo entdo o lado ditreito de (5.11) € infinito e ndo
ha nada mais a provar.

Vamos portanto supor que 0 < || f||,, ||g]], < oo.

Sep=1lentiog=o0e

gl = [ 1561 = [ 151161 < gl [ 171 = 11D gl

De modo anélogo se prova o caso em que p = oQ.
Suponha agora que 1 < p < 0o e, consequentemente, temos 1 < ¢ < oo.
Cologue F = | f|/||ll, e G = |g|/lg]l,- Temos |||, = |G]], = 1.
Aplicando o Lema[5.8]com o = F(z)?, 8 = G(z)? e A = p~*, observando
que 1 — \ = ¢!, obtemos

F(x)G(x) <p~'F(x)P + ¢ 'G(x)? (5.12)
€
/FG <pt /Fp + ql/Gq =pl4+qgt=1 (5.13)
Portanto,
151 =1171lgll [ £6 < 171l
isto €,

[ 1751 <1171 lglh 614
Agora, como [P, = 1G], = 1

[1sl=1slbllgll = [ FG =1 [ PG =|iFI, |61}, =1
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/FG:1<:>/FG:p—1+q—1
- /FG:pl\\FHg+q1|\Gy|g o /FG:pl/Fp+q1/Gq

& /FG = /(ple +q¢'GY) & /(ple +q¢ G- FG) = 0.

Mas, por (3.12) p 1 FP + ¢ 1G4 — FG > 0. Logo,

/(p_le+q_1Gq —~FG)=0& FG=p 'F" +¢'Gq.s.

Lema5.8
< =G0 s < [fP/fIE = 191/ll9llg - s

< llgllgl 17 =1f1plgl" . s. .

(]
Com a desigualdade de Holder podemos provar que || - ||, satisfaz a desigual-
dade triangular.

Teorema 5.15 (Desigualdade de Minkowski) Se f, g : E — R sdo mensurdveis
ep € [1,00] entdo
LF + gl < {1F1p + [lgllp- (5.16)

Demonstragdo: Se ||f||, = oo ou ||g||, = oo, o lado direito de (5.16) e
infinito e o teorema est4 provado.

Se ||f + ¢g||, = 0 também nao ha mais nada a ser demonstrado.

O caso em que p = oo foi demonstrado no Coroldrio[5.3] O casop = 1¢
trivial pois | f + g| < |f| + |g|-

Suponhamos assim que 1 < p < oo, que f,g € LP(E)e |[f+ygll, # 0
(portanto, 0 < ||f + ¢g||l, < o0). Seja g o expoente conjugado de p, isto &,

q=p/(p—1).

Hf+9!!§=/\f+glp:/!f+g\p1\f+g|§/!f+g\p1Hf!+!gH
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- / g+ / 4+ 9P

= ) (o) ) ()
2 (figegr)” [( [i) "+ ([ o) l/p]

=[1f + gl (I1f 115 + glly) -

Portanto,
1f +glly = [1f +gllo™ < 1| £llp + llgll,-
0
Corolario 5.17 Se 1 < p < oo entdo (LP(E),||-||,) € um espago vetorial nor-
mado.

Exemplo 5.18 Se 0 < p < 1 entdo || - ||, ndo é uma norma em LP((0,1)).
Sejam [ = X(0,1/2) € 9 = X[1/2,1)- Temos

1/p
||f+g||p=||1||p=(/ 1) Y
(0,1)

1/p
= ([ 1) =2
(0,1/2)

1/p
||g|rp=(/ 1) _o
[1/2,1)

£l + lglly = 2277 = 2172 <1 = || f + gl

Assim,
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5.2 Funcionais lineares limitados

Definicao 5.19 Seja X um espago vetorial normado. Uma sequéncia (x,,) de
elementos de X converge em X se existir x € X tal que para todo € > 0 existe
N € Ntal que ||z, — z|| < € para todon > N.

Defini¢ao 5.20 Seja X um espago vetorial normado. Uma sequéncia (x,,) de
elementos de X é chamada de sequéncia de Cauchy se dado ¢ > 0 existe N € N
tal que ||z, — x,,|| < € para todos n,m > N.

Definicao 5.21 Seja X um espago vetorial normado. Dizemos que X é um
espaco de Banach (ou completo) se toda sequéncia de Cauchy em X converge
para algum elemento de X.

Definicao 5.22 Seja X um espaco vetorial normado. Dada uma sequéncia (x.,)

de elementos de X dizemos que a série y . x, converge em X se a sequéncia
p— n :

Sn = Y5y Tj convergir em X.

Definicao 5.23 Seja X um espago vetorial normado. Dada uma sequéncia (x.,)
de elementos de X dizemos que a série y | x,, é absolutamente convergente
em X se série numéricay .-, ||x,|| for convergente em R

n=1 n 1 :

Teorema 5.24 Um espago vetorial normado X é um espaco de Banach se e
somente se toda série absolutamente convergente em X é convergente em X.

Demonstragdo: Suponha que X seja espaco de Banach. Seja (x,) uma
sequéncia de elementos de X tal que a série ), x,, é absolutamente conver-
gente em X.

Coloque M = "> ||z,]|.

Dado € > 0 existe N > 2 tal que

N-1 [e's)
M =l = Y [lal| <.
n=1 n=N
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Seja s, = ng:l x;. Para todos n,m > N, n > m, temos

n n 3]
s —smll =11 D all < Y llasll < D Mleall <,
j=m+1 j=m+1 n=N

ou seja, (s,) é uma sequéncia de Cauchy em X. Como X é Banach, (s,,) con-
verge em X, isto é, a série ) - | x,, converge em X.

Reciprocamente, suponha que toda série absolutamente convergente em X
seja convergente em X . Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy em X. A estratégia
da prova é encontrar uma subsequéncia de (,,) que seja convergente. Para isso,
buscaremos uma subsequéncia que tenha como termo geral a soma parcial de
uma série que seja absolutamente convergente.

Como (z,,) é uma sequéncia de Cauchy, existe n; € N tal que se n, m > n,
entao

|2, — 2| < 27

Indutivamente, suponha que tenhamos n; < --- < ny tal que se n,m > n;
entao
l|zn —xm|] <277, j=1,... k.

Como (x,,) é de Cauchy existe ny 1 > ny tal que se n, m > ng.1 entdo

|2 — 2] < 27771

Assim, existe uma sequéncia estritamente crescente de nlimeros naturais ny sa-
tisfazendo
||, — || < 27%  paratodos n,m > n.

Defina a sequéncia (y;) em X por

Tp, — Tpy_,, S€E>2
Y =
Tpy, Sek=1

. k k
Sejam t;, = Zj:l Yj €Sk = Zj:l [y;l]-
Note que

k k k
tk = Zy] = + Z?/y = Tpy + Z(xn] - xnjfl) = Tn,- (525)
j=1 =2 =2
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Como sy, € crescente, para mostrar que ela € convergente basta mostrar que é
limitada. Temos

k k
0<si=3 Iyl = llyall + 3 Iyl
j=1 j=2

k k
=z ||+ D en, = @np ]l < Hlzwll+ Y0274 < len, ||+ 2,

Jj=2 Jj=1

vemos que sy converge em R, isto €, Z;’il y; € absolutamente convergente. Por
hipétese, Y77, y; = limy_,o ¢4 € convergente. Por (5.25), a subsequéncia (,, )
converge em X. Seja x = limy_,o0 Ty, -

Mostremos que (x,,) converge para x. Dado ¢ > 0 existe N € N tal que se
n,m > N entdo ||z, — z,,|| < £/2. Como x = limg_, Ty, , existe K € N tal
que ||z — zp, || < €/2sek > K. Tome k > K tal nj, > N. Assim, para todo
n>N

e = 2all < [l = 2o, || + 120, — 2all < £/2+/2=e.

Portanto, X é um espaco de Banach.

Teorema 5.26 Se 1 < p < oo entdo LF(E) é um espaco de Banach.

Demonstra¢ao: Vejamos o caso p = oo.

Seja ( f,,) uma sequéncia de Cauchy em L>°(E).

Pela Proposicao para cada n, m € N existe um conjunto de medida nula
Znm C E tal que

[fu(@) = fa(@)| < (| fo = finlloo, @ € BN\ Zngm.

Coloque Z = U,y ;menZn.m. Temos m(Z) = 0.

Dado ¢ > Oexiste ng € Ntal que || f, — finlloo < €sen, m > ny. Logo, para
todo x € E'\ Z temos | f,,(x) — fi(x)| < €, se n,m > ny. Ou seja, a sequéncia
de funcgoes (f,) é uniformemente de Cauchy em E \ Z pois ng s6 depende de
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e. Desta forma, f,, converge uniformemente em £ \ Z. De fato, como (f,) é
uniformemente de Cauchy em F' = E \ Z, é trivialmente uma sequéncia de
Cauchy. Logo, converge pontualmente para alguma funcao i em F. Mostremos
que esta convergéncia €, de fato, uniforme.

Dado ¢ > 0 existe N € N tal que se n,m > N entdo, para todo x € F,
temos | f,, () — f(x)| < &/3.

Para cada x € F existe N, € Ntal que se n > N,, |fn(z) — h(x)| < £/3.
Coloque M, = max{N, N,}.

Dessa forma, se n > N e para todo x € F' temos

| fo(z) — h(z)]|
< |fulx) = fn(@)] + [ fn (@) = for, (@) + [ far, (2) — R(2)] <€,

ou seja, f,, converge uniformemente para h em F.

Defina
f() = {h(x), sex € F

0, sexeZ

Note que f € mensurdvel pois € igual quase sempre ao limite de uma sequéncia
de fun¢des mensuraveis.

Note que f,, converge uniformemente para f = hem F = E \ Z. Desta
forma, se « > e en > N entdo

{z € B;|fulz) = f(2)] > o} C{z € B |fulz) = f(2)| > e} C Z

e, consequentemente, m({x € E;|f,(z) — f(z)| > a}) = 0.
Assim, sen > N

[|fo = flloo = inf{a > 0;m({z € E;|f.(x) — f(x)] > a}) =0} <e. (5.27)

Claramente f € L>®(E), pois f = (f — fn) + fn, e de temos que f,
converge para f em L*>°(FE).

Suponha agora que 1 < p < o¢.

Pelo Teorema [5.24] basta mostrarmos que se f,, € LP(E) é tal que

M= fully
n=1
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é convergente entdo » ., f, converge para alguma funcdo de L?(E).
Seja g, = Y p_; |fx| e coloque g = lim,, o0 g, = > po; | fi|- Temos

gn(x) /" g(x) € [0, 0]

e, portanto,
gP(z) S gP(z) € [0, 0.
Pela desigualdade de Minkowski

[gally = 11 1Fillls < D Mfalls < D M1l = M.
k=1 k=1 k=1

Pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,

lolty = [ g =t [l < 207

isto &, ||g]|, < M.

Portanto, g € LP(FE), isto é, gP é integravel. Segue que ¢” € finita quase
sempre e, assim, g = » ;- | fx| também & finita quase sempre. Seja Z C E um
conjunto de medida nula tal que g(z) € [0,00) se x € E \ Z.

Assim, se x € E'\ Z a série numérica y - | fx(x) é absolutamente conver-
gente em R. Como R é completo (um espago de Banach), >/~ fx(x) converge
paratodox € E\ Z.

Seja

f) = {ZZOI fu(x), sexeE\Z

0, sexe”

Claramente f é mensuravel.
Mostremos que s, = ».,_, fi converge para f em LP(E).
Pela defini¢do de f temos que s,, converge pontualmente para f em E \ Z.
Também

sul = 1D Sl <D Il <D el =g € L(E)
k=1 k=1 k=1
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e, portanto, em £ \ Z vale |f| = lim, oo |5,| < ¢. Assim, |[f||, < |lg]l, e,
consequentemente, f € LP(E).
Em E \ Z temos,

|50 = I < (Isul + |f])" < (29)" = 2°¢" € LY(E)

e
lim s, — f|” = (lim |s, — f])? = 0.
n—oo n—oo
Segue do Teorema da Convergéncia Dominada que
A A
isto é,

Tim [[s, — fll, =0,

ou seja, s, converge para f em LP(FE).
0

Definicao 5.28 Sejam X um espaco vetorial normado e F' : X — R um funcio-
nal linear. Dizemos que F' é limitado se existir K > 0 tal que

|F(2)] < K]lz]],  VeeX.

Proposicao 5.29 As seguintes afirmacoes sdo equivalentes para um funcional
linear F' : X — R definido num espago vetorial normado.

i) F é limitado.
ii) F é continuo na origem.

iii) F é continuo em X.

Demonstragao:
(i) = (ii) Existe K > 0 tal que

|F(x)] < K||z|]|, VzelX.
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Logo, dadoe > 0tome §d = ¢/(K + 1) > 0. Se ||z|| < ¢ entdo
K
K+1

(ii) = (iii) Sejam z, € X e ¢ > 0. Como F' é continuo na origem existe
0 > 0tal que |F(x)| < esellz|| <.
Assim, se ||z — || < 0 entdo

[F(x) = F(0)] = [F(z)| < K|lx]] < Ké = e<e.

IF(2) - F(ao)| = |Fle — z0)| < e.

(iii) = (i) Como F' € continuo em X, é continuo na origem. Logo, existe
d > 0 tal que se ||z|| < ¢ entdo |F(z)| < 1.
Se z # 0 coloque 2’ = dx/2||z||. Como ||z/|| = §/2 < § temos

4] 2

|F(2')] = 5| F(@)] < 1= |F(z)] < [|2]].
2]|]] 0

Como a desigualdade acima também € verdadeira para x = 0, vemos que F' é

limitado.
O

Definicao 5.30 Seja X um espaco vetorial normado. Denotemos por X* o
conjunto dos funcionais lineares limitados em X. X* é chamado de dual (to-
pologico) de X.

Como combinagdes lineares de funcionais lineares continuos € ainda um fun-
cional linear continuo, X* é um espago vetorial.

Definicao 5.31 Seja ' € X*. Defina
|F' ()|

||F|| = sup ———— = sup
0 |zl wz0

# (o) = g ro

Segue que se F' € X* entdo |F(z)| < ||F||||z||, para todo x € X.

Ex. Resolvido 5.32 Mostre que se F' é como acima entdo

1]l = sup [F(y)]

llyll<1
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Resolugdo: Temos

IF[l = sup [F(y)| < sup |F(y)]

llyll=1 llyll<1

Por outro lado, dado y € X, ||y|| < 1,y # 0 temos

P61 = il | ()] < i < 1

Tomando supremo em y como acima e lembrando que F'(0) = 0 chegamos a

sup |F(y)| = sup [E ()] < |IFI]-
<1
i<

Portanto, ||F|| = supy, <1 [F(y)]-
|

Proposicao 5.33 A fungdo que a cada F' € X* associa ||F|| define uma norma.
Desta forma, X* é um espaco vetorial normado quando munido desta norma.

Demonstracdo: Sejam F,G € X*e A € R.
|F

z)|

Claramente || F'|| > 0. Note que || F'|| = 0 se e somente se sup,,, =0
isto €, se e somente se ' = 0.
Também,
AF(z)] |F(z)]|
|[AF|| = sup Wsup = [A[|[F]]
w£0  ||7]| |||
© G G
F F
1 Gl — o (EF O F@)| +G)
T£0 ||| z£0 || ]|
F(x Gz
—sup (L4 S0 < 4 gy
a0 \ ||| |||
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Proposicao 5.34 Sejam p € [1,00| e q seu expoente conjugado. Dada g €
LY(E) a aplicagdo que a cada f € LP(FE) associa

F(f) = /Efg (5.35)

define um funcional linear limitado de L?(E), isto é, um elemento de LP(E)*.
Além do mais, ||F|| = ||g|,

Demonstracao: Note que pela desigualdade de Holder temos que

F(f)| = '/Efg\ < 1I£lllgll, < oc.

Assim, F' estd bem definido e pela linearidade da integral é um funcional linear.
Ainda pela desigualdade acima temos que F' € limitado e || F'|| < ||g]/,-

Resta mostrar que || F|| = ||g||,- Note que se g = 0 quase sempre, isto &, se
lgll, = 0 entio ||F]| = 0 = [lgl],

Suponha que ||g||, > 0.

Consideraremos primeiro o caso 1 < p < oc.

Coloque f = |g|*/? sgn g, lembrando que sgn de um nimero real ¢ & igual a
1set>0,—1set<0e0Oset=0.

Como |f|P = |g|7e g € LI(E) segue que f € LP(FE)e

1/p 1/p
1= (L107) "= (i) =l = ol > o

Também
/fg‘ = ‘/(!g!q/psgng)g‘ =/ 197|g] =/ g|' TP
E E E FE

Z/Elgl”q‘lz/ElgP:||g||Z=||g||q||9||3‘1=||9||q||f||p,

[F()I =

isto é,

[E A= gl f1]p-
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Portanto, como ||f||, > 0,

1l = sup |F<h>\z\F( / )\zuguq,
l|Allp=1 I f11p

de onde segue que || F|| = ||g]],-
Suponha agora que p = oo. Logo, ¢ = 1.
Seja f = sgng. Temos || f||.o = 1 pois g ndo é a func¢@o nula quase sempre.

Assim,
F(f)| =/Efg:/E(sgng)g=/E|gl=Hg||1.

Portando, ||F|| > ||g]]1.
Suponha agora que p = 1. Logo, ¢ = oo.
Se mostrarmos que para todo € > 0 ocorrer que

m({z € E;[g(z)| = [|F|]| +€}) =0

entdo [[gl]oc < [|F]].
Suponha que para algum € > 0 tenhamos

m({z € E;|g(z)| = ||F|| +¢}) > 0.
Como
{z € Eilg(@)| Z ||F|| + e} = Uz [k, k] 0 {z € E; [g(2)] = [|F]| + €}
existe £ € N tal que
A= [=k k0 {z € E;|g(x)| = ||F|| + e} € {z € Ei|g(z)] = [|F[[ + €}
tem medida positiva. Note que também temos m(A) < 2k.
Seja

Fo 1
— m(A)XA Sgng'
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Como em A vale |g(x)| > 0 temos [sgng| = lem Ae

1 1
Hle:[Em(A)XAngng':/EMXA:L

Mas,
171 = sup 1) = |F()| = | [ fg'
l|h|l1=1 E
1
-| [ tgpasenas| = i 1ol = 11+ <
um absurdo.

0J

O préximo teorema diz que se 1 < p < oo entdo todo funcional linear

limitado em LP([a, b]) é da forma (5.35)). Ele também ¢ valido para LP(E’), mas a

demonstracdo utiliza resultados mais avangados da teoria da medida e integragao.
Antes de enuncid-lo vamos demonstrar dois lemas.

Lema 5.36 Sejam E um conjunto de medida finita e g € L*(E). Sejam 1 < p <
o0 e q seu expoente conjugado. Suponha que exista M > 0 tal que | | 299 <
M||¢l|, para toda fungdo simples em E. Entdo g € LI(E).

Demonstragdo: Mostremos que a hipétese de que | [, gp| < M||p||, para
toda fungdo simples em E implica que [, [g¢| < M||yp||, para toda fungdo
simples em £

De fato, dada a fungdo simples v defina a também funcdo simples n =
sgn g|v|. Temos

/!gw\ /IQHM ‘/\QW\‘ ‘/gsgng\w!‘ ‘/977'

< atlall, = ( [ nl”) Sy |sgng|¢||ﬁ)
< ( W) _ Ml
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Note que se ¢ € simples entdo ¢ € LP(FE), pois F tem medida finita. De fato,
se p = Y .»_, arXxa, estd na forma normal entdo

lolly = [ 13 aoal = [ Sl
E E

k=1

< max{|ai]’, .., |an|p}/ 3wy = max{Jarl?, .., [anP}m(E) < oo,
E =1
Suponha que p > 1. Logo, ¢ é finito.
Seja 1, uma sequéncia crescente de fun¢des simples ndo negativas tal que
Yn  |g]?. Note que ¢, () = 0 quando g(x) = 0.

Coloque ¢, = w}/ Psgn g e observe que também vale

VP = o, sgng = |pn sgn g

Assim, ¢, € simples e

1/p 1/p
lonlly = (/ ¢n|sgng|) _ </ wn) |
E E
Também

Os/wnz/ibi/”%/"z/IsOnSgnglt/Ji/qS/!wnsgng||g|
E E E

1/p
= [ Ioudalsensl = [ Ioud SMllcanp:M(/ wn) .
E E

Se [, ¢, = 0entdo [, v, < Mlese [, #0
(o) "= ()= o)
([ () "

1/q
<M
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ou seja, [, v, < M4,

Segue do Teorema da Convergéncia monétona que | plgl? < M9, isto é,
llgll; < M. Assim, g € LY(E).

Suponha agora que p = 1. Logo, ¢ = co. Seja F' = {x € E;|g(x)| > M}.
Se F' tem medida positiva, colocando

1
Y= WXF sgn g

vemos que ¢ é simples e como g # 0 em F,
el = [ |—oxesengl = [~ =1
Pl = XF gl = | — = XF =1
5 m(F) 5 m(F)

1
leol|1 > |/EQ<P| = ‘/E(m(mXFSgng)g‘

1 1
= [l =8+ [ ol =) > 01

pois |g| — M > 0 no conjunto de medida positiva '. Uma contradi¢do. Logo
m(F) = 0 e, portanto, ||g||-c < M.

O

Lema 5.37 Seja f : [a,b] — R mensurdvel e limitada, digamos, |f| < K para
algum K > 0. Entdo existe uma sequéncia de fungées escadas g, : [a,b] — R
satisfazendo |g,| < K para todo n € N e que converge para f quase sempre.

Demonstracdo: Pela Proposicao para cada n € N existe uma funcao
escada g, : [a,b] — R satisfazendo |g,| < K e

m({z € [a,0]; [f(x) = gn(z)| = 27"}) <277

Coloque E,, = {z € [a,b];|f(z) — gu(x)] > 27"}, F,, = UpsmBEn e F =
N1

Temos m(F,) <> o, m(E,) <> . 27" =2""¢, portanto, m(F) <
21=™ para todo m € N, consequentemente, m(F') = 0.
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Agora, se x ¢ I entdo existe m € N tal que x &€ F,,. Assim, z ¢ E,
para todo n > m. Portanto, |f(z) — gn(z)| < 27" todo n > m. Segue que g,
converge para f em [a,b] \ F.

O

Teorema 5.38 (Teorema de representacao de Riesz) Sejam 1 < p < oo e q
seu expoente conjugado.
Se F' € LP([a,b])* entdo existe uma unica g € L([a,b]) tal que

F(fy=[ fo. VfeL(ab). (5.39)
[a,b]
Além do mais, || F|| = ||g]],-
Demonstragao:
Unicidade:

Se g1,92 € LY([a,b]) sdo tais que F(f) = f[a,b] fg = f[a’b] fgo para toda
f € L*([a,b]) entdo 0 = f[a,b] f(g1 — g2) para toda f € LP([a,b]). Pela
Proposi¢io [5.34temos 0 = ||0]| = |[g1 — g2l|4. Ou seja, g1 = go.

Existéncia:

Se F' = ( basta tomar g = 0. Suponha F' # 0.

Para cada s € [a, b], como x, = X[o,5 € LP([a,D]), defina p(s) = F(xs).

Se (si, %) € [a,b], i € N, sdo intervalos abertos dois a dois disjuntos, defina
paracadan € N,

n

Fo =) (Xs — Xa) sgn(e(s)) — () = Z X (s:,57] SE0(p(8]) — (84))-

i=1

Toda funcéo h : [a,b] — R mensurdvel e limitada pertence a L?([a, b]). De
fato,

Bl = /[ P < I =) < .

Note que f,, é simples e, portanto, pertence a L”([a, b]).
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'] sdo dois a dois disjuntos, f,, converge pontual-

Como os intervalos (s;, s}

mente para
F=) (s = xa) sgn(o(s]) = 0(5:) = > X(ssy sen(2(s}) — o(s4))
i=1 i=1

e, portanto, | f,, — f|P converge pontualmente a zero.
Também

fal? = 1D Xeowsy sen(e(si) = (i)l
i=1

n p n p
< (Z X(si.sp)| sgn(eo(s7) — SO(Sz‘)N) < (Z X(si,sﬂ>
=1

i=1
=D Xy < 1€ LP([a,b)). (5.40)
i=1
Logo,
|fIP = lim |f,|P < 1.
n—oo
Assim,

[fo = fIP < (1ful + £ < 27 € L([a, b))

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada
=1l = [ 15 g0,
[a,b]
ou seja, f, converge a f em LP([a, b]).

Em particular, || f,,||, converge para || f|[, pois | || fullp— [l f[lp| < [[fn — fllp-
Como F’ ¢ linear,

F(fn) = Z sgn(ep(s;) — @(5i) (F(xs) = Fxs,))

n n
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Portanto,

ZI@O sl < AF[ ] fllp-

Como F' é continuo em L([a, b]) e f,, converge para f em L”([a,b]) temos
F(f) = lim F(f,) = 2\90 p(s)| < IEI]f]p- (5.41)
or (5.40) temos | f,[? <>, X(s:,¢) € daf

TR IEEY IO ST ES SUCETED oIt)

e consequentemente, por || f,,||, convergir a || f||,, temos

o0

Ihalis Z (si,5) (5.42)
De (5.41) e (5.42) chegamos a

Z!w \<HFH<Z€ Si 5;) )

Assim, dado € > 0 tome 0 = (¢/||F||)? e dai, se Y .~ ¢((ss,s})) < d temos

1/p

Z\sﬁ (sl < [IF1I( Zé siys)))P < ||F||61P =e.

=1

Portanto, ¢ é absolutamente continua em [a, b]. Note que p(a) = F(X[a,q) =
0 pois X[q4,q € Z€ro quase sempre.
Pelo Teorema4.34{g = ¢’ € L*([a,b]) e

:/ g:/ 9Xla,s] :/ 9Xs»
a [a,b] [a,b]
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isto é,
F(X[a,s]) :/ 9X[a,s]-
[a,b]

Toda fungdo escada em [a, b] pode ser escrita, a menos de um nimero finito

de pontos, como
k
’lp = Z a/jX[a’vsj].
j=1

Temos
k k k
F() = FOQ_ aXias1) = D 6 F(Xias,)) = Z%/ 9IX[a,s;]
j=1 j=1 Jj=1 [a.0]
k
= 9 UiX[as,] =/ gi.
/[a,b} ; T

Seja f : [a,b] — R uma fun¢do mensurdvel e limitada; temos ||f||cc < K
para algum K > 0. Pelo Lema [5.37] existe uma sequéncia de fungdes escadas
Yy« [a,b] = R, |1hx] < K, que converge para f quase sempre.

Considere f, = |f — ¥y|P. Temos que f; converge a zero quase sempre e
|fx] < (2K)? € L'([a,b]). Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada

1/p 1/p
Jim [[f = 4l], = lim (/ \f—W\p) = (hm / ]f—myp) — 0,
e k=00 \J(a,b] k=00 J14.5]

ou seja, f converge para f em LP([a, b]).
Como F' € continuo

F(f) = lim F(iy) = lim [ giy.

k—o0 N k—o0 [a,b]

Como

lgvs| < Klgl € L'([a,b]) e lim gy = gf g.s.,
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aplicando novamente o Teorema da Convergéncia Dominada obtemos

k—o00

F(f) = li Uy, = f
(f) = lim [a7b]gk /[a’b]g

para toda f mensurdvel e limitada.
Como F' € continuo,

‘/[,,]gf' = [F(HI < IFN 11

para toda f mensuravel e limitada; em particular para fungdes simples em [a, b].
Como g € L!([a, b]) podemos utilizar o Lemal5.36]e concluir que g € L9([a, b]).

Tome agora f € LP([a,b]), f > 0.

Defina para cadan € N f,, = min{f,n}. Temos que f,, é mensurdvel, f,
converge para f, | f,| = fo <ne|fu| = fu < f. Assim, | f,, — f|F tende a zero
elfn—fIP < (2f)? € L'([a,b]). Segue do Teorema da Convergéncia Dominada
que f, converge para f em LP([a,b]).

Pela continuidade de F' e por f, ser uma fun¢do mensuravel limitada, obte-
mos

F(f)= lim F(f,) = lim Gfn.

n—oo n—oo [a,b]

Mas
lgful = lgl | fal <9l 1f] = |fgl € L'([a,b])

pela desigualdade de Holder (f € L*([a,b]) e g € L%([a,b])) e gf, tende a gf.
Nova aplicacido do Teorema da Convergéncia Dominada leva a

F(f) = lim gfnz/[b} gf.

n—o0 [a,b]

Finalmente, se f € LP([a,b]) escreva f = f+ — f~. Como 0 < (f*)P <
|f|P € L*([a,b]) temos f* € LP([a,b]) e, assim,

F(f)y=F(f"=f)=F(")-F(")

. /[ o /[ i = a1 = /[ Lol
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Assim, fica demonstrado que existe g € L%([a,b]) tal que para toda f €

LP([a,b]) temos
F _— !g .
() /[a,b] /

Segue da Proposic¢do que || F|| = ||gllq-
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