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Capı́tulo 1

Medida exterior e medida de
Lebesgue

1.1 Álgebra e σ-álgebra
Se X é um conjunto, denotamos POR P(X) o conjunto das partes de X , isto é,
P(X) = {A;A ⊂ X}.

Definição 1.1 Seja X um conjunto. Uma classe F de subconjuntos de X é uma
álgebra em X se

(i) X ∈ F

(ii) A ∈ F ⇒ A c .
= X \ A ∈ F

(iii) A,B ∈ F ⇒ A ∪B ∈ F

Definição 1.2 Seja X um conjunto. Uma classe F de subconjuntos de X é uma
σ-álgebra em X se

(i’) X ∈ F

(ii’) A ∈ F ⇒ A c .
= X \ A ∈ F

(iii’) An ∈ F , n ∈ N⇒ ∪n≥1An ∈ F
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6 CAPÍTULO 1. MEDIDA EXTERIOR E MEDIDA DE LEBESGUE

Toda σ-álgebra F é uma álgebra pois se A,B ∈ F , tomando a sequência
A1 = A e An = B se n ≥ 2 então A ∪B = ∪n≥1An ∈ F .

Se A,B pertencem a uma álgebra F então A c, B c ∈ F . Logo A c ∪ B c =
(A ∩ B) c ∈ F . Portanto, A ∩ B = ((A ∩ B) c) c ∈ F . Em particular, A \ B .

=
A ∩ B c ∈ F . Da mesma forma se mostra que se An, n ∈ N, pertencem a uma
σ-álgebra F então ∩n≥1An ∈ F .

Note que se F é uma álgebra em X então as condições (i) e (ii) implicam
que ∅ ∈ F . O mesmo ocorre se F for uma σ-álgebra em X .

Se F é uma classe de subconjuntos de X então F é uma álgebra em X se
e somente se valem (ii), (iii) e F ̸= ∅. Basta ver que se A ∈ F então, por (ii),
A c ∈ F e, por (iii), X = A ∪ A c ∈ F . Analogamente, F é uma σ-álgebra em
X se e somente se valem (ii’), (iii’) e F ̸= ∅.

Exemplo 1.3 Seja X um conjunto. O conjunto das partes de X , P(X), é uma
σ-álgebra e o mesmo ocorre com F = {∅, X}. Estas são a maior e a menor
σ-álgebras em X , respectivamente.

Se E ⊂ X então FE = {∅, X,E,E c} é a menor σ-álgebra de X que
contém E.

Proposição 1.4 Sejam X um conjunto e C ⊂ P(X)

Σ = {F ;F é uma σ-álgebra e C ⊂ F}.

Então σ(C ) = ∩F∈ΣF é uma σ-álgebra satisfazendo

i) C ⊂ σ(C );

ii) se F0 é uma σ-álgebra e F0 ⊃ C então F0 ⊃ σ(C ).

Em outras palavras, σ(C ) é a menor σ-álgebra contendo C .

Demonstração: Como X ∈ F para toda F ∈ Σ então

X ∈ ∩F∈ΣF = σ(C ).

Se A ∈ σ(C ) então A ∈ F para toda F ∈ Σ. Logo, A c ∈ F para toda
F ∈ Σ, isto é,

A c ∈ ∩F∈ΣF = σ(C ).
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Se An ∈ σ(C ), n ∈ N, então An ∈ F para toda F ∈ Σ, n ∈ N. Logo,
∪n≥1An ∈ F para toda F ∈ Σ, isto é,

∪n≥1An ∈ ∩F∈ΣF = σ(C ).

Portanto, σ(C ) é uma σ-álgebra.
Como C ⊂ F para toda F ∈ Σ então

C ⊂ ∩F∈ΣF = σ(C ).

Finalmente, se F0 é uma σ-álgebra que contém C então F0 ∈ Σ. Logo,

F0 ⊃ ∩F∈ΣF = σ(C ).

□
A σ-álgebra σ(C ) é chamada de σ-álgebra gerada por C .

Observação 1.5 É claro que se C for uma σ-álgebra então σ(C ) = C .

Exercı́cio 1.6 Se C ′ ⊂ C então σ(C ′) ⊂ σ(C ).

Definição 1.7 Sejam X = R e

C = {(a, b);−∞ ≤ a < b ≤ +∞}.

A σ-álgebra σ(C ) é chamada de σ-álgebra de Borel e é denotada por B; seus
elementos são chamados de conjuntos de Borel ou borelianos.

Como todo aberto da reta se escreve como reunião (disjunta) enumerável
(ou finita) de intervalos abertos, B contém todos os abertos de R. Consequen-
temente, contém todos os fechados também.

Exemplo 1.8 Seja

C ′ = {[a, b];−∞ < a < b < +∞}.

Como C ′ ⊂ B segue que σ(C ′) ⊂ σ(B) = B.



8 CAPÍTULO 1. MEDIDA EXTERIOR E MEDIDA DE LEBESGUE

Por outro lado, se a, b ∈ R e a < b então

(a, b) = ∪n≥2

[
a+

b− a

2n
, b− b− a

2n

]
∈ σ(C ′),

(a,+∞) = ∪n≥2

[
a+

1

n
, a+ n

]
∈ σ(C ′)

e

(−∞, b) = ∪n≥2

[
b− n, b− 1

n

]
∈ σ(C ′).

Também,
(−∞,+∞) = ∪n≥1 [−n, n] ∈ σ(C ′).

Assim,
C = {(a, b);−∞ ≤ a < b ≤ +∞} ⊂ σ(C ′).

Logo, B = σ(C ) ⊂ σ(C ′) e, portanto, σ(C ′) = B.

Exercı́cio 1.9 Mostre que cada uma das seguintes classes de subconjuntos da
reta também gera a σ-álgebra de Borel.

1. C1 = {(a, b];−∞ ≤ a < b < +∞}

2. C2 = {[a, b);−∞ < a < b ≤ +∞}

3. C3 = {[a,+∞); a ∈ R}

4. C4 = {(a,+∞); a ∈ R}

5. C5 = {(−∞, a]; a ∈ R}

6. C6 = {(−∞, a); a ∈ R}

7. C7 = {A ⊂ R;A é aberto }

8. C8 = {F ⊂ R;F é fechado }

9. C9 = {K ⊂ R;K é compacto }
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Proposição 1.10 Sejam X um conjunto e F uma σ-álgebra em X . Se En ∈ F ,
n ∈ N, então existem Fn ∈ F , n ∈ N, tais que Fn ⊂ En, Fn ∩ Fm = ∅ se
n ̸= m satisfazendo ∪n≥1En = ∪n≥1Fn.

Demonstração: Sejam F1 = E1 e, para n ≥ 2, Fn = En \ (E1 ∪ · · · ∪En−1).
Temos Fn ∈ F e Fn ⊂ En, para todo n ∈ N.

Se 1 ≤ n < m então

Fn ∩ Fm ⊂ En ∩ Fm = En ∩ Em ∩ E c
1 ∩ · · · ∩ E c

n ∩ · · · ∩ E c
m−1 = ∅.

Como En ⊃ Fn para todo n ≥ 1, temos ∪n≥1En ⊃ ∪n≥1Fn.
Agora, se x ∈ ∪n≥1En então x ∈ En para algum n ≥ 1. Seja

n0 = min{n ∈ N;x ∈ En}.

Se n0 = 1 então x ∈ E1 = F1. Se n0 ≥ 2 então x ∈ En0 mas x ̸∈ En, para todo
n = 1, . . . , n0 − 1, ou seja, x ∈ Fn0 .

Portanto, vale a igualdade ∪n≥1En = ∪n≥1Fn.
□

1.2 O problema da medida na reta
Dado um intervalo I ⊂ R definimos ℓ(I) como o seu comprimento, isto é, ℓ(I) =
∞ se I for ilimitado e ℓ(I) = b− a se a for seu extremo inferior e b seu extremo
superior, a ≤ b.

O problema de medida na reta é encontrar uma função m a valores reais
estendidos não negativos, isto é, tomando valores em [0,∞] definida nos sub-
conjuntos de R que satisfaça as seguintes propriedades:

1. se En ⊂ R, n ∈ N, é uma sequência de subconjuntos dois a dois disjuntos
então m(∪n≥1En) =

∑
n≥1m(En) (σ-aditividade);

2. se I é um intervalo então m(I) = ℓ(I);

3. se E é um conjunto e x ∈ R então m(E + x) = m(E), sendo E + x =
{y + x; y ∈ E}.
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Este problema não tem solução se quisermos que o domı́nio dem seja P(R),
isto é, que seja possı́vel medir qualquer subconjunto de R. Dessa forma, o que
se procura é encontrar uma classe de subconjuntos de R para os quais as três
condições acima sejam satisfeitas.

Da primeira condição acima resulta que se for possı́vel medir uma sequência
de subconjuntos dois a dois disjuntos então também será possı́vel medir a reunião
destes subconjuntos. Dessa forma, precisamos que o domı́nio de uma tal função
m que satisfaça a condição 1 seja fechado por reunião enumerável de seus ele-
mentos. Como as σ-álgebras têm esta propriedade, é natural que o domı́nio
procurado seja uma classe de P(R) que tenha esta estrutura.

A segunda condição impõe que os intervalos estejam contidos na σ-álgebra
que deve ser o domı́nio de m. Sendo assim, os conjuntos de Borel precisam estar
contidos no domı́nio de m.

Num contexto mais geral, se tivermos um conjunto X e se M for uma σ-
álgebra em X então uma medida em X definida na σ-álgebra M é uma função
µ : M → [0,∞] que satisfaz

1. µ(∅) = 0

2. se En ∈ M , n ∈ N é uma sequência de subconjuntos dois a dois disjuntos
então µ(∪n≥1En) =

∑
n≥1 µ(En).

Note que dados E1, . . . , En ∈ M , dois a dois disjuntos, colocando Em = ∅
se m ≥ n+ 1 então, como µ(∅) = 0,

µ(∪nm=1Em) = µ(∪∞
m=1Em) =

∞∑
m=1

µ(Em) =
n∑

m=1

µ(Em).

Nestas notas vamos estudar apenas a medida de Lebesgue na reta, definida
em uma σ-álgebra que contém os conjuntos borelianos (de modo próprio). Tal
medida satisfará as três condições do problema acima.

No entanto, apresentamos o seguinte resultado para uma medida em geral.

Proposição 1.11 SejamX um conjunto, M uma σ-álgebra em que está definida
uma medida µ. Temos
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1. se A,B ∈ M , A ⊂ B então µ(A) ≤ µ(B);

2. se En ∈ M , n ∈ N, então µ(∪n≥1En) ≤
∑

n≥1 µ(En).

A primeira propriedade é chamada de monotonicidade da medida enquanto
que a segunda é chamada de σ-subaditividade.

Demonstração:
Para demonstrar a monotonicidade escreva B = (B \A)∪A e note que esta

reunião é disjunta de elementos de M . Segue que

µ(B) = µ((B \ A) ∪ A) = µ(B \ A) + µ(A) ≥ µ(A).

Agora, se En ∈ M , n ∈ N, então pela Proposição 1.10 existem Fn ∈ M
dois a dois disjuntos tais que Fn ⊂ En e ∪n≥1En = ∪n≥1Fn. Assim

µ(∪n≥1En) = µ(∪n≥1Fn) =
∑
n≥1

µ(Fn) ≤
∑
n≥1

µ(En),

pela monotonicidade.
□

1.3 Medida exterior de Lebesgue
Definição 1.12 Seja A ⊂ R. A medida exterior de Lebesgue de A é definida
como sendo

m∗(A) = inf{
∑
n

ℓ(In); In é intervalo aberto e A ⊂ ∪nIn} ∈ [0,∞].

A sequência de intervalos na definição acima pode ser finita ou infinita.

Proposição 1.13 Temos

1. se A ⊂ B ⊂ R então m∗(A) ≤ m∗(B) (monotonicidade);

2. m∗(∅) = 0;
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3. se x ∈ R então m∗({x}) = 0 (não singularidade);

4. se An ⊂ R, n ∈ N, então m∗(∪nAn) ≤
∑

nm
∗(An) (σ-subaditividade);

5. se A ⊂ R é enumerável então m∗(A) = 0.

Demonstração:

1. SejamA ⊂ B ⊂ R. Seja {In}n∈N uma sequência de intervalos abertos que
cobrem B, isto é, B ⊂ ∪nIn. Como A ⊂ B, estes intervalos também co-
brem A. Assim, m∗(A) ≤

∑
n ℓ(In). Ou seja, m∗(A) é uma cota inferior

de
{
∑
n

ℓ(In); In é intervalo aberto e B ⊂ ∪nIn}

e, portanto, m∗(A) ≤ m∗(B).

2. Dado ε > 0 temos ∅ ⊂ (−ε, ε) e, consequentemente, 0 ≤ m∗(∅) ≤
ℓ((−ε, ε)) = 2ε. Portanto, m∗(∅) = 0.

3. Seja x ∈ R. Dado ε > 0 temos {x} ⊂ (x− ε, x+ ε) e, consequentemente,
0 ≤ m∗({x}) ≤ ℓ((x− ε, x+ ε)) = 2ε. Portanto, m∗({x}) = 0.

4. Sejam An ⊂ R, n ∈ N. Se m∗(Am) = ∞ para algum m ∈ N então a
desigualdade o m∗(∪nAn) ≤

∑
nm

∗(An) é válida. Caso contrário, dados
n ∈ N e ε > 0 existe uma sequência finita ou enumerável de intervalos
abertos In = {I(n)i }i∈Nn tal que

An ⊂ ∪i∈NnI
(n)
i e

∑
i∈Nn

ℓ(I
(n)
i ) < 2−nε+m∗(An)

sendo Nn um conjunto da forma {1, . . . , Nn} ⊂ N se a sequência In for
finita e Nn = N caso contrário.

A sequência {I(n)i }i∈Nn,n∈N cobre ∪nAn. Assim,

m∗(∪nAn) ≤
∑

i∈Nn,n∈N

ℓ(I
(n)
i ) =

∑
n∈N

∑
i∈Nn

ℓ(I
(n)
i )
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<
∑
n∈N

(2−nε+m∗(An)) = ε+
∑
n∈N

m∗(An),

Portanto, m∗(∪nAn) ≤
∑

nm
∗(An).

5. Se A ⊂ R é enumerável então A = {xn;n ∈ N}.

Portanto,

m∗(A) = m∗(∪n{xn}) ≤
∑
n

m∗({xn}) =
∑
n

0 = 0.

□

Teorema 1.14 Se I ⊂ R é um intervalo então m∗(I) = ℓ(I).

Demonstração:
Considere o caso em que I = [a, b].
Dado ε > 0, segue de I ⊂ (a− ε, b+ ε) que

m∗(I) ≤ ℓ((a− ε, b+ ε)) = b− a+ 2ε.

Portanto, m∗(I) ≤ b− a.
Mostremos agora que m∗(I) ≥ b− a.
Se I1, . . . , In é uma cobertura finita de I por intervalos abertos e limitados

então existe j1 ∈ {1, . . . , n} tal que J1
.
= Ij1

.
= (a1, b1) satisfaz a1 < a < b1.

Se b1 > b então Ij1 cobre I , caso contrário, existe j2 ∈ {1, . . . , n} \ {j1}
tal que J2

.
= Ij2

.
= (a2, b2) satisfaz a2 < b1 < b2. Repetindo este processo,

como temos um número finito de intervalos Ij , obtemos uma subsequência Jj =
(aj, bj), j = 1, . . . , k de intervalos da sequência Ij, j = 1, . . . , n satisfazendo

a1 < a < b1, aj < bj−1 < bj se j = 2, . . . , k e ak < b < bk.

Assim,

n∑
j=1

ℓ(Ij) ≥
k∑
j=1

ℓ(Jj) =
k∑
j=1

(bj−aj) = (bk−ak)+(bk−1−ak−1)+· · ·+(b1−a1)



14 CAPÍTULO 1. MEDIDA EXTERIOR E MEDIDA DE LEBESGUE

= bk − (ak − bk−1)− · · · − (a2 − b1)− a1 > bk − a1 > b− a = ℓ(I),

ou seja, ℓ(I) ≤
∑n

j=1 ℓ(Ij). Claramente esta desigualdade continua válida se
algum dos Ij for ilimitado.

Seja agora uma sequência {Ij}j∈N de intervalos abertos que cobrem I . Como
I é compacto, existe n ∈ N tal que I ⊂ ∪nj=1Ij .

Assim,
∞∑
j=1

ℓ(Ij) ≥
n∑
j=1

ℓ(Ij) ≥ ℓ(I) = b− a.

Portanto, ℓ(I) ≤ m∗(I) e m∗([a, b]) = b− a.
Consideremos agora o caso em que I é um intervalo limitado com extremos

a e b, a < b. Observe que I = [a, b].
Dado 0 < ε < b− a, observe que

Iε
.
= [a+ ε/2, b− ε/2] ⊂ (a, b) ⊂ I

e
ℓ(Iε) = m∗(Iε) = b− a− ε = ℓ(I)− ε.

Portanto,

ℓ(I)− ε = ℓ(Iε) = m∗(Iε) ≤ m∗(I) ≤ m∗(I) = ℓ(I) = ℓ(I),

logo,
ℓ(I)− ε ≤ m∗(I) ≤ ℓ(I),

portanto, m∗(I) = ℓ(I).
Finalmente, se I é um intervalo ilimitado então dado N > 0 existe a ∈ R

tal que Ja,N = [a, a + N ] ⊂ I . Logo, m∗(I) ≥ m∗(Ja,N) = N . Assim,
m∗(I) = ∞ = ℓ(I).

□

Corolário 1.15 [0, 1] é não enumerável.

Demonstração:
Pela Proposição 1.13, se [0, 1] fosse enumerável terı́amos m∗([0, 1]) = 0. No

entanto, m∗([0, 1]) = 1.
□

A medida exterior de Lebesgue também é invariante por translação.
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Teorema 1.16 Se E ⊂ R e x ∈ R então m∗(E + x) = m∗(E).

Demonstração:
Note que se {In}n∈N é uma cobertura deE por intervalos abertos então {In+

x}n∈N é uma cobertura de E + x por intervalos abertos de E.
Assim,

m∗(E + x) ≤
∑
n

ℓ(In + x) =
∑
n

ℓ(In)

e, portanto, m∗(E + x) ≤ m∗(E).
Segue que

m∗(E) = m∗((E + x) + (−x)) ≤ m∗(E + x),

ou seja,
m∗(E) = m∗(E + x).

□

Proposição 1.17 Se E ⊂ R então dado ε > 0 existe um aberto O ⊃ E tal que
m∗(O) ≤ m∗(E) + ε. Em particular,

m∗(E) = inf{m∗(O);O ⊃ E,O aberto} ∈ [0,+∞].

Demonstração:
Se m∗(E) = ∞ basta tomar O = R pois m∗(O) = ℓ(R).
Suponha que m∗(E) seja finita.
Dado ε > 0 existe uma cobertura de E por intervalos abertos {In}n∈N tal que∑

n

ℓ(In) < m∗(E) + ε.

Seja O = ∪nIn. O é aberto, contém E e

m∗(O) = m∗(∪nIn) ≤
∑
n

ℓ(In) < m∗(E) + ε.

□
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Definição 1.18 Um subconjunto A ⊂ R é da classe Gδ (A ∈ Gδ), ou simples-
mente, um conjunto Gδ se existir uma sequência de abertos On ⊂ R tal que
A = ∩∞

n=1On.
Um subconjunto A ⊂ R é da classe Fσ (A ∈ Fσ), ou simplesmente, um

conjunto Fσ se existir uma sequência de fechados Fn ⊂ R tal que A = ∪∞
n=1Fn.

Note que

• Todo aberto é Gδ e todo fechado é um Fσ.

• O complementar de um Gδ é um Fσ e vice-versa.

• Como todo intervalo aberto é uma reunião enumerável de intervalos fecha-
dos (podemos tomar até mesmo intervalos compactos) e como todo sub-
conjunto aberto da reta é uma reunião enumerável de intervalos abertos,
segue que todo aberto é também um Fσ.

• Se F ⊂ R é fechado então F ∈ Gδ. De fato, para cada n ∈ N o subcon-
junto

On = ∪x∈F (x− 1/n, x+ 1/n)

é aberto e, claramente, F ⊂ ∩∞
n=1On.

Por outro lado, se x ∈ ∩∞
n=1On então para cada n ∈ N existe xn ∈ F satis-

fazendo x ∈ (xn − 1/n, xn + 1/n). Segue que a sequência (xn) converge
para x. Como F é fechado, x ∈ F . Ou seja, F = ∩∞

n=1On.

Proposição 1.19 Se E ⊂ R então existe G ∈ Gδ tal que E ⊂ G e m∗(E) =
m∗(G).

Demonstração:
Para cada n ∈ N, pela Proposição 1.17, existe um aberto On ⊃ E tal que

m∗(On) ≤ m∗(E) + 1/n.
Seja G = ∩∞

n=1On ∈ Gδ. Claramente E ⊂ G e

m∗(G) ≤ m∗(On) ≤ m∗(E) + 1/n,

para todo n ∈ N. Portanto, m∗(G) ≤ m∗(E) e, consequentemente, m∗(G) =
m∗(E). □

Vale a pena observar que existe E ⊂ R com m∗(E) > 0 tal que para todo
subconjunto F ⊂ E de classe Fσ tem-se m∗(F ) = 0.
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1.4 Conjuntos mensuráveis

Definição 1.20 Dizemos que E ⊂ R é um conjunto Lebesgue mensurável – ou
simplesmente mensurável – se para todo A ⊂ R valer

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A \ E).

Pela monotonicidade da medida exterior, sempre vale que

m∗(A) = m∗((A ∩ E) ∪ (A \ E)) ≤ m∗(A ∩ E) +m∗(A \ E).

Dessa forma, E é mensurável se e somente se para todo A ⊂ R valer que

m∗(A) ≥ m∗(A ∩ E) +m∗(A \ E).

Por simetria da condição de mensurabilidade de um conjunto vemos que E é
mensurável se e somente se seu complementar E c = R \ E for mensurável.

Vamos denotar por M a classe de todos os subconjuntos mensuráveis de R.
Como para todo A ⊂ R temos A ∩ R = A e A \ R = ∅, vemos que R é

mensurável. Logo, ∅ também é mensurável.

Lema 1.21 Todo conjunto com medida exterior nula é mensurável.

Demonstração:
Seja E ⊂ R com medida exterior nula.
Seja A ⊂ R. Como A∩E ⊂ E e A∩E c ⊂ A, segue da monotonicidade de

m∗ que

m∗(A ∩ E) +m∗(A \ E) ≤ m∗(E) +m∗(A) = m∗(A).

□

Proposição 1.22 Se E ∈ M e x ∈ R então E + x ∈ M .
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Demonstração:
Seja A ⊂ R.
Vale que A ∩ (E + x) = (A− x) ∩ E + x. De fato,

y ∈ A ∩ (E + x) ⇔ y ∈ A e y ∈ E + x

⇔ y ∈ A e y − x ∈ E ⇔ y − x ∈ A− x e y − x ∈ E

⇔ y − x ∈ (A− x) ∩ E ⇔ y ∈ (A− x) ∩ E + x

Vejamos agora que (E + x) c = E c + x:

y ∈ (E + x) c ⇔ y ̸= z + x para todo z ∈ E ⇔ y − x ̸= z para todo z ∈ E

⇔ y − x ̸∈ E ⇔ y − x ∈ E c ⇔ y ∈ E c + x.

Segue que

A ∩ (E + x) c = A ∩ (E c + x) = (A− x) ∩ E c + x

Finalmente, pelo Teorema 1.16 e pela mensurabilidade de E obtemos

m∗(A ∩ (E + x)) +m∗(A ∩ (E + x) c)

= m∗((A− x) ∩ E + x) +m∗((A− x) ∩ E c + x)

= m∗((A− x) ∩ E) +m∗((A− x) ∩ E c) = m∗(A− x) = m∗(A).

□

Lema 1.23 A reunião de dois conjuntos mensuráveis é mensurável.

Demonstração:
Sejam E,F ⊂ R mensuráveis
Seja A ⊂ R.
Como

A ∩ (E ∪ F ) = (A ∩ E) ∪ (A ∩ F ∩ E c),

temos
m∗(A ∩ (E ∪ F )) +m∗(A ∩ (E ∪ F ) c)
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≤ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ F ∩ E c) +m∗(A ∩ (E ∪ F ) c)

= m∗(A ∩ E) +m∗((A ∩ E c) ∩ F ) +m∗((A ∩ E c) ∩ F c)

= m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ E c) = m∗(A).

□

Corolário 1.24 M é uma álgebra de conjuntos.

Vamos mostrar que, na verdade, M é uma σ-álgebra.

Lema 1.25 Sejam E1, . . . , En ∈ M tais que Ei ∩ Ej = ∅, se i ̸= j, i, j =
1, . . . , n.

Se A ⊂ R então

m∗(A ∩ [∪ni=1Ei]) =
n∑
i=1

m∗(A ∩ Ei). (1.26)

Em particular, m∗(∪ni=1Ei) =
∑n

i=1m
∗(Ei). Ou seja, m∗ é o que se chama de

medida finitamente aditiva quando restrita aos conjuntos mensuráveis.

Demonstração:
A demonstração é por indução sobre n ∈ N.
O caso n = 1 se reduz à identidade m∗(A ∩ E1) = m∗(A ∩ E1).
Suponha agora que n ≥ 2 e que (1.26) seja válida para n− 1.
Como Ei ∩ Ej = ∅, se i ̸= j, i, j = 1, . . . , n, temos

A ∩ [∪ni=1Ei] ∩ En = A ∩ En
e

A ∩ [∪ni=1Ei] ∩ E c
n = A ∩ [∪n−1

i=1 Ei].

Como En é mensurável, utilizando a hipótese de indução obtemos

m∗(A ∩ [∪ni=1Ei]) = m∗(A ∩ [∪ni=1Ei] ∩ En) +m∗(A ∩ [∪ni=1Ei] ∩ E c
n)

= m∗(A ∩ En) +m∗(A ∩ [∪n−1
i=1 Ei])

= m∗(A ∩ En) +
n−1∑
i=1

m∗(A ∩ Ei) =
n∑
i=1

m∗(A ∩ Ei).

□
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Teorema 1.27 M é uma σ-ágebra.

Demonstração:
Dados En ∈ M , n ∈ N, defina F1 = E1 e, para n ≥ 2,

Fn = En \ ∪n−1
i=1 Ei.

Como M é uma álgebra, Fn ∈ M , n ∈ N, e pela Proposição 1.10 estes
conjuntos são dois a dois disjuntos e E .

= ∪∞
n=1En = ∪∞

n=1Fn.
Mostremos que E ∈ M .
Coloque Gn = ∪ni=1Fi. É claro que Gn ∈ M e Gn ⊂ Gn+1, n ∈ N.
Como Gn ⊂ E, segue que E c ⊂ G c

n, n ∈ N.
Seja A ⊂ R. Para todo n ∈ N temos

m∗(A) = m∗(A ∩Gn) +m∗(A ∩G c
n) ≥ m∗(A ∩Gn) +m∗(A ∩ E c)

= m∗(A ∩ [∪ni=1Fi]) +m∗(A ∩ E c) =
n∑
i=1

m∗(A ∩ Fi) +m∗(A ∩ E c).

Portanto,

m∗(A) ≥
∞∑
i=1

m∗(A ∩ Fi) +m∗(A ∩ E c).

Pela σ-subaditividade de m∗

m∗(A) ≥
∞∑
i=1

m∗(A ∩ Fi) +m∗(A ∩ E c)

≥ m∗(A ∩ [∪∞
i=1Fi]) +m∗(A ∩ E c) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ E c),

ou seja, E ∈ M .
□

Mostremos que M contém B, a σ-álgebra de Borel. Para isso, vejamos o
seguinte

Lema 1.28 Para todo a ∈ R o intervalo (a,+∞) é mensurável.



1.4. CONJUNTOS MENSURÁVEIS 21

Demonstração:
DadoA ⊂ R definaA1 = A∩(a,+∞) eA2 = A∩(a,+∞) c = A∩(−∞, a].
A fim de mostrar que (a,+∞) é mensurável basta mostrar que m∗(A1) +

m∗(A2) ≤ m∗(A).
No caso em que m∗(A) = ∞, a desigualdade é válida. Suponha agora que

m∗(A) <∞.
Dado ε > 0 existe uma cobertura enumerável de A formada por intervalos

abertos In, n ∈ N, satisfazendo

∞∑
n=1

ℓ(In) ≤ m∗(A) + ε.

Coloque I ′n = In ∩ (a,+∞) e I ′′n = In ∩ (−∞, a]. Tanto I ′n quanto I ′′n são
intervalos (podendo algum ser vazio) disjuntos e In = I ′n ∪ I ′′n. Assim,

ℓ(In) = ℓ(I ′n) + ℓ(I ′′n) = m∗(I ′n) +m∗(I ′′n).

Como A1 ⊂ ∪∞
n=1I

′
n e A2 ⊂ ∪∞

n=1I
′′
n temos

m∗(A1) +m∗(A2) ≤
∞∑
n=1

m∗(I ′n) +
∞∑
n=1

m∗(I ′′n) =
∞∑
n=1

(ℓ(I ′n) + ℓ(I ′′n))

=
∞∑
n=1

ℓ(In) ≤ m∗(A) + ε.

Portanto, m∗(A1) +m∗(A2) ≤ m∗(A).
□

Teorema 1.29 B ⊂ M .

Demonstração:
Pelo Exercı́cio Resolvido 1.9 basta mostrarmos que

C ′ = {[a, b];−∞ < a < b < +∞} ⊂ M ,

pois seguirá que B = σ(C ′) ⊂ σ(M ) = M .
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Sejam a, b ∈ R com a < b.
Como (b,+∞) ∈ M e M é uma σ-álgebra então (−∞, b] ∈ M .
Como também

[a,+∞) = ∩∞
n=1(a− 1/n,+∞) ∈ M ,

resta observar que

[a, b] = (−∞, b] ∩ [a,+∞) = (−∞, b] ∩ (∩∞
n=1(a− 1/n,+∞)) ∈ M .

□

Teorema 1.30 M é σ-aditiva sobre conjuntos mensuráveis, isto é, se En ∈ M ,
n ∈ N, são dois a dois disjuntos então

m∗(∪∞
n=1En) =

∞∑
n=1

m∗(En).

Demonstração:
Pelo Lema 1.25, para todo n ∈ N, temos

m∑
n=1

m∗(En) = m∗(∪mn=1En) ≤ m∗(∪∞
n=1En).

Logo,
∞∑
n=1

m∗(En) ≤ m∗(∪∞
n=1En).

Como m∗ é σ-subaditiva, a desigualdade acima é, de fato, uma igualdade.
□

Definição 1.31 A restrição de m∗ à σ-álgebra M é chamada de medida de Le-
besgue e é denotada por m.

Note que m satisfaz as condições 1, 2 e 3 do problema de medida na reta
conforme enunciados na seção 1.2. Veremos na seção 1.7 que M ⊊ P(R).
No entanto, a medida exterior de Lebesgue satisfaz as condições 2 e 3, mas não
satisfaz a condição 1 como veremos também na seção 1.7. Na verdade, veremos
que m∗ não é nem mesmo finitamente aditiva.
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1.5 Propriedades de conjuntos mensuráveis
As próximas duas proposições dizem respeito ao comportamento da medida
de Lebesgue – grosso modo, uma espécie de continuidade – com relação a
sequências monótonas de conjuntos mensuráveis.

Proposição 1.32 Seja (En) uma sequência decrescente (com relação à inclusão)
de conjuntos mensuráveis. Se m(E1) é finita então

m(∩∞
n=1En) = lim

n→∞
m(En).

Demonstração:
Defina E = ∩∞

n=1En e Fn = En \ En+1, n ∈ N.
Afirmamos que ∪∞

n=1Fn = E1 \ E. De fato, se x ∈ ∪∞
n=1Fn então x ∈ Fn0

para algum n0 ∈ N. Como Fn0 ⊂ En0 ⊂ E1, segue que x ∈ E1 Como x ̸∈ En0+1

segue que x ̸∈ E. Assim, x ∈ E1 \ E. Portanto, ∪∞
n=1Fn ⊂ E1 \ E.

Reciprocamente, se x ∈ E1 \E então x ∈ E1 e x ̸∈ En0 para algum n0 ∈ N.
Portanto, temos n0 ≥ 2. Se colocarmos

m = min{n ≥ 2;x ̸∈ En}

temos x ∈ Em−1\Em. Portanto, x ∈ Fm−1 ⊂ ∪∞
n=1Fn, ou seja, ∪∞

n=1Fn ⊃ E1\E
e, portanto, ∪∞

n=1Fn = E1 \ E.
Mostremos agora, que os conjuntos Fn são dois a dois disjuntos. De fato, se

n ̸= m, digamos m < n, então

Fn ∩ Fm = En ∩ E c
n+1 ∩ Em ∩ E c

m+1 ⊂ Em+1 ∩ E c
n+1 ∩ Em ∩ E c

m+1 = ∅,

pois En ⊂ Em+1 já que m+ 1 ≤ n.
Observe que devido ao fato de En, E ⊂ E1 e m(E1) < ∞ temos também

que m(En),m(E) <∞.
Agora, como

m(E1) = m(E ∪̇ (E1 \ E)) = m(E) +m(E1 \ E)

e
m(En) = m(En+1 ∪̇ (En \ En+1)) = m(En+1) +m(En \ En+1)
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obtemos
m(E1 \ E) = m(E1)−m(E)

e
m(En \ En+1) = m(En)−m(En+1).

Assim, como m é σ-aditiva, temos

m(E1)−m(E) = m(E1 \ E) = m(∪∞
n=1Fn) =

∞∑
n=1

m(Fn)

=
∞∑
n=1

m(En \ En+1) =
∞∑
n=1

[m(En)−m(En+1)]

= lim
N→∞

N∑
n=1

[m(En)−m(En+1)] = lim
N→∞

[m(E1)−m(EN+1)]

= m(E1)− lim
N→∞

m(EN+1).

Portanto, como m(E1) <∞, m(E) = limn→∞m(En).
□

Observação 1.33 Note que a hipótese dem(E1) ser finita (ou quem(En0) <∞
para algum n0 ∈ N) não pode ser relaxada. De fato, se tomarmos En =
(n,+∞), temos En+1 ⊂ En, mas limn→∞m(En) = limn→∞ ℓ(En) = ∞, en-
quanto que m(∩∞

n=1En) = m(∅) = 0.

Proposição 1.34 Seja (En) uma sequência crescente (com relação à inclusão)
de conjuntos mensuráveis. Então

m(∪∞
n=1En) = lim

n→∞
m(En).

Demonstração:
Coloque F1 = E1 e, para n ≥ 2, Fn = En \ En−1.
Como Fn ⊂ En, n ∈ N, segue que ∪∞

n=1En ⊂ ∪∞
n=1Fn. Reciprocamente, se

x ∈ ∪∞
n=1Fn então x ∈ Fn0 para algum n0 ≥ 1. Se n0 = 1 então x ∈ F1 = E1.
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Se n0 ≥ 2 então x ∈ Fn0 = En0 \ En0−1 ⊂ En0 . Em todo caso, x ∈ ∪∞
n=1En.

Portanto, ∪∞
n=1En = ∪∞

n=1Fn.
Também, para todo N ∈ N,

∪Nn=1Fn = E1 ∪ (E2 \ E1) ∪ · · · ∪ (EN \ EN−1) = EN .

Observe que como (En) é uma sequência crescente, (E c
n) é decrescente.

Se n ≥ 2 então

F1 ∩ Fn = E1 ∩ En ∩ E c
n−1 ⊂ E1 ∩ En ∩ E c

1 = ∅.

Agora, se 2 ≤ m < n então

Fn ∩ Fm = En ∩ E c
n−1 ∩ Em ∩ E c

m−1 ⊂ En ∩ E c
n−1 ∩ En−1 ∩ E c

m−1 = ∅,

pois Em ⊂ En−1 já que m ≤ n− 1.
Ou seja, os conjuntos Fn são dois a dois disjuntos.
Assim,

m(∪∞
n=1En) = m(∪∞

n=1Fn) =
∞∑
n=1

m(Fn)

= lim
N→∞

N∑
n=1

m(Fn) = lim
N→∞

m(∪Nn=1Fn) = lim
N→∞

m(EN).

□
A próxima proposição apresenta caracterizações de conjuntos mensuráveis.

Duas destas caracterizações dizem que para um conjunto ser mensurável é equi-
valente que ele seja bem aproximado externamente por abertos ou internamente
por fechados, no sentido de que o conjunto da diferença entre o aberto e o con-
junto dado ou entre o conjunto dado e o fechado possa ter medida exterior arbitra-
riamente pequena. As outras duas condições dizem que um conjunto mensurável
nada mais é do que um conjunto da classe Gδ menos um conjunto de medida nula
ou um conjunto da classe Fσ reunido com um conjunto de medida nula.

Proposição 1.35 Seja E ⊂ R. São equivalentes

1. E é mensurável;
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2. para todo ε > 0 existe um aberto O contendo E tal que m∗(O \ E) < ε;

3. existe um conjunto G da classe Gδ contendo E tal que m∗(G \ E) = 0;
equivalentemente, existe um conjunto G da classe Gδ contendo E e Z com
medida nula tal que E = G \ Z;

4. para todo ε > 0 existe um fechado F contido emE tal quem∗(E\F ) < ε;

5. existe um conjunto F da classe Fσ contido em E tal que m∗(E \ F ) = 0;
equivalentemente, existe um conjunto F da classe Fσ contido em E e Z
com medida nula tal que E = F ∪ Z.

Demonstração:
(1 ⇒ 2) Suponhamos primeiramente que E tenha medida finita. Sabemos

(Proposição 1.17) que dado ε > 0 existe um aberto Oε ⊃ E tal que m∗(Oε) <
m∗(E) + ε. Como Oε (boreliano) e E são mensuráveis podemos trocar m∗ por
m.

Como Oε = (Oε \ E) ∪̇E e m(E) <∞, segue da aditividade de m que

m(Oε \ E) = m(Oε)−m(E) < ε,

o que prova o resultado no caso em que E tenha medida finita.
Colocando En = E ∩ [−n, n], n ∈ N, temos que En ∈ M tem medida

finita. Logo, pelo que acabamos de demonstrar, existe aberto On ⊃ En tal que
m(On \ En) < ε2−n.

Colocando O = ∪∞
n=1On, vemos que O é aberto e

O ⊃ ∪∞
n=1En = ∪∞

n=1E ∩ [−n, n] = E.

Como
O \ E = ∪∞

n=1On \ ∪∞
m=1Em ⊂ ∪∞

n=1(On \ En)

segue que

m(O \ E) ≤ m(∪∞
n=1(On \ En)) ≤

∞∑
n=1

m(On \ En) <
∞∑
n=1

ε2−n = ε.
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(2 ⇒ 3) Para cada n ∈ N, por hipótese, existe um aberto On ⊃ E tal que
m∗(On \ E) < 1/n.

Seja G = ∩∞
n=1On. É claro que G ∈ Gδ e G ⊃ E. Além do mais, como

G \ E ⊂ On \ E, n ∈ N, temos

0 ≤ m∗(G \ E) ≤ m∗(On \ E) < 1/n, para todo n ∈ N.

Portanto, m∗(G \ E) = 0.
Note que se colocarmos Z = G \ E vemos que m∗(Z) = 0 e

G \ Z = G \ (G \ E) = G ∩ (G ∩ E c) c = G ∩ (G c ∪ E)

= (G ∩G c) ∪ (G ∩ E) = ∅ ∪ E = E.

Reciprocamente, se existe um conjunto G da classe Gδ contendo E e Z com
medida nula tal que E = G \ Z então

G \ E = G ∩ (G ∩ Z c) c = G ∩ (G c ∪ Z) = G ∩ Z

e, portanto, m∗(G \ E) = m(G \ E) = 0.
(3 ⇒ 1) Se G ∈ Gδ satisfaz G ⊃ E e m∗(G \ E) = 0 então, como acima,

colocando Z = G \ E temos E = G \ Z = G ∩ Z c ∈ M pois G é mensurável
por ser boreliano e, como Z tem medida exterior nula, é mensurável e, portanto,
Z c também.

(1 ⇒ 4) Como E ∈ M então E c ∈ M . Como vale o item 2, dado ε > 0,
existe aberto O ⊃ E c satisfazendo m(O \ E c) < ε.

Coloque F = O c. F é fechado e contido em E.
Notando que

O \ E c = O ∩ E = E \ O c = E \ F

obtemos m(E \ F ) = m(O \ E c) < ε.
(4 ⇒ 5) Para cada n ∈ N tome um fechado Fn ⊂ E tal que m∗(E \ Fn) <

1/n.
Seja F = ∪∞

n=1Fn. Claramente, F ∈ Fσ, F ⊂ E e E \ F ⊂ E \ Fn, n ∈ N.
Segue quem∗(E\F ) ≤ m∗(E\Fn) < 1/n, n ∈ N. Portanto,m∗(E\F ) = 0.
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Se existe um conjunto F da classe Fσ contido em E e Z com medida nula
tal que E = F ∪ Z então

E \ F = (F ∪ Z) ∩ F c = Z \ F

e, portanto, m∗(E \ F ) = m(E \ F ) = 0.
Note que se colocarmos Z = E \ F vemos que m∗(Z) = 0 e

F ∪ Z = F ∪ (E \ F ) = F ∪ (E ∩ F c)

= (F ∪ E) ∩ (F ∪ F c) = E ∩ R = E.

(5 ⇒ 1) Se F ∈ Fσ satisfaz F ⊂ E e m∗(E \ F ) = 0 então, como acima,
colocando Z = E \ F temos E = F ∪ Z ∈ M pois F é mensurável por ser
boreliano e, como Z tem medida exterior nula, é mensurável.

□
A próxima proposição apresenta uma caracterização de mensurabilidade para

conjuntos que têm medida exterior finita. Este resultado será utilizado mais adi-
ante quando formos aproximar determinadas funções por funções mais simples
ou mais regulares.

Antes de enunciá-lo lembremos que a diferença simétrica entre dois conjun-
tos A e B é definida por A∆B .

= (A \B) ∪ (B \ A).

Proposição 1.36 Se E ⊂ R tem medida exterior finita então E ∈ M se e
somente se para cada ε > 0 existem intervalos abertos disjuntos e limitados
I1, . . . , In tais que

m∗(E∆ ∪ni=1 Ii) < ε.

Demonstração:
Suponha que E seja mensurável.
Seja ε > 0. Pela Proposição 1.35 existe um aberto O ⊃ E tal que m(O \

E) < ε/2. Como O é aberto, existe uma quantidade no máximo enumerável de
intervalos abertos Ii dois a dois disjuntos, que denotaremos por Ii, i ∈ N′, sendo
N′ igual a N ou {1, . . . , N} para algum N ∈ N, tal que O = ∪i∈N′Ii.
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Como E e O \E têm medida finita e m(O) = m(E)+m(O \E), segue que
m(O) também é finita. Por outro lado,

m(O) = m(∪i∈N′Ii) =
∑
i∈N′

m(Ii) =
∑
i∈N′

ℓ(Ii) <∞, (1.37)

o que implica que os intervalos Ii têm comprimento finito, sendo, portanto, limi-
tados.

No caso em que N′ = {1, . . . , N} temos

m(E∆ ∪Ni=1 Ii) = m(E∆O) ≤ m(E \ O) +m(O \ E) < 0 + ε/2 < ε.

Suponha agora que N′ = N. Por (1.37), a série
∑∞

i=1 ℓ(Ii) é convergente.
Logo, existe n ∈ N tal que

∑∞
i=n+1 ℓ(Ii) < ε/2.

Temos

m(E∆ ∪ni=1 Ii) ≤ m(E \ ∪ni=1Ii) +m(∪ni=1Ii \ E)

≤ m(O \ ∪ni=1Ii) +m(O \ E) = m(∪∞
i=n+1Ii) +m(O \ E)

=
∞∑

i=n+1

ℓ(Ii) +m(O \ E) < ε.

Reciprocamente, suponha que dado ε > 0 existem intervalos abertos disjun-
tos e limitados I1, . . . , In tais que

m∗(E∆ ∪ni=1 Ii) < ε/3.

Pela definição de medida exterior, existe aberto O ⊃ E tal que

m(O) ≤ m∗(E) + ε/3. (1.38)

Mostremos que m∗(O \ E) < ε.
Colocando U = O ∩ ∪ni=1Ii = ∪ni=1(Ii ∩ O), temos

U ∆E = (U \ E) ∪ (E \ U ) ⊂ (∪ni=1Ii \ E) ∪ (E \ U ) (1.39)

e
E \ U = E ∩ (O ∩ ∪ni=1Ii)

c = E ∩ [O c ∪ (∪ni=1Ii)
c]
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= (E ∩ O c) ∪ (E ∩ (∪ni=1Ii)
c) = E ∩ (∪ni=1Ii)

c = E \ (∪ni=1Ii). (1.40)

Combinando (1.39) e (1.40) chegamos a

m∗(U ∆E) ≤ m∗((∪ni=1Ii \ E) ∪ (E \ (∪ni=1Ii))

= m∗(E∆ ∪ni=1 Ii) < ε/3. (1.41)

Note que

E = R ∩ E = (U ∪ U c) ∩ E = (U ∩ E) ∪ (U c ∩ E) ⊂ U ∪ (U ∆E).

Assim,
m∗(E) ≤ m∗(U ) + ε/3. (1.42)

Ainda,

O \E = (O \E)∩R = (O \E)∩(U ∪U c) = [(O \E)∩U ]∪ [(O \E)∩U c)]

= [O ∩ E c ∩ U ] ∪ [(O \ E) ∩ U c] ⊂ (E c ∩ U ) ∪ (O ∩ U c)

⊂ (U ∆E) ∪ (O \ U ). (1.43)

Como U ⊂ O , m(U ) ≤ m∗(E)+ε/3, ou seja, U tem medida finita. Logo,

m(O \ U ) = m(O)−m(U ). (1.44)

Portanto, por (1.43), (1.41), (1.44), (1.38) e (1.42), finalmente obtemos

m∗(O \ E) ≤ m∗(U ∆E) +m(O \ U ) < ε/3 +m(O)−m(U )

< 2ε/3 +m∗(E)−m(U ) < ε.

□
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1.6 O conjunto de Cantor
Já vimos que todo conjunto enumerável tem medida nula. O conjunto de Cantor
é um exemplo de conjunto não enumerável que tem medida nula. Uma vez
demonstrado que o conjunto de Cantor tem estas duas propriedades seguirá que
a cardinalidade dos conjunto mensuráveis é igual à cardinalidade do conjunto
das partes de R.

A ideia da construção do conjunto de Cantor é ir retirando determinados
intervalos abertos do intervalo [0, 1] de modo que o comprimento do intervalo
retirado seja igual a um terço do intervalo do qual foi subtraı́do. O conjunto
residual será o conjunto de Cantor.

Vejamos como proceder

C0 = [0, 1]︸︷︷︸
I01

, ℓ(I01 ) = 1

C1 = [0,
1

3
]︸ ︷︷ ︸

I11

,∪ [
2

3
, 1]︸ ︷︷ ︸
I12

, ℓ(I1j ) =
1

3
j = 1, 2.

C2 = [0,
1

32
]︸ ︷︷ ︸

I21

∪ [
2

32
,
1

3
]︸ ︷︷ ︸

I22

∪ [
2

3
,
7

32
]︸ ︷︷ ︸

I23

∪ [
2

3
+

2

32
, 1]︸ ︷︷ ︸

I24

, ℓ(I2j ) =
1

32
, j = 1, . . . , 4.

Defina I01
.
= [a0,1, b0,1] = [0, 1] e suponha que para k ≥ 1 tenhamos definidos

intervalos Ikj = [ak,j, bk,j], j = 1, . . . , 2k, contidos em [0, 1] de modo que ℓ(Ikj ) =
3−k, j = 1, . . . , 2k, bk,j < ak,j+1, j = 1, . . . , 2k − 1.

Suponha ainda que ak,j , para k ≥ 1, seja da seguinte forma

ak,j =
k∑

n=1

cn,j
3n

, com cn,j ∈ {0, 2}.

Coloque Ck = ∪2k

j=1I
k
j . Observe que esta reunião é disjunta, Ck é compacto

e m(Ck) = (2/3)k.
Indutivamente definimos os intervalos Ik+1

i , i = 1, . . . , 2k+1 da seguinte
forma:
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• se i = 2j − 1 para algum j = 1, . . . , 2k, coloque

Ik+1
2j−1 = [ak,j, ak,j + 3−k−1]

.
= [ak+1,i, bk+1,i];

• se i = 2j para algum j = 1, . . . , 2k, coloque

Ik+1
2j = [ak,j + 2 · 3−k−1, bk,j]

.
= [ak+1,i, bk+1,i].

Note que ℓ(Ik+1
2j−1) = 3−k−1 e

ℓ(Ik+1
2j ) = bk,j − ak,j − 2 · 3−k−1 = 3−k − 2 · 3−k−1 = 3−k−1.

Agora, se i = 2j − 1 então, colocando cn,j = cn,i, n = 1, . . . , k e ck+1,i = 0,

ak+1,i = ak,j =
k∑

n=1

cn,j
3n

+
0

3k+1
=

k+1∑
n=1

cn,i
3n
, com cn,i ∈ {0, 2}.

Por outro lado, se i = 2j então, colocando cn,j = cn,i, n = 1, . . . , k e
ck+1,i = 2,

ak+1,i = ak,j + 2 · 3−k−1 =
k∑

n=1

cn,j
3n

+
2

3k+1
=

k+1∑
n=1

cn,i
3n
, com cn,i ∈ {0, 2}.

Isto termina o processo indutivo de definição dos intervalos Iki , i = 1, . . . ,
2k.

Note que se a = 0 ou a =
∑k

n=1
cn
3n
, com cn ∈ {0, 2}, então a = ak,j para

algum j = 1, . . . , 2k. De fato, é claro que 0 = a0,1 e se k = 1 então a = 0
ou a = 2/3, ou seja, a = a0,1 ou a = a1,2, respectivamente. Suponha que o
resultado seja válido para algum k ∈ N. Se a =

∑k+1
n=1

cn
3n
, com cn ∈ {0, 2}

então

a =
k∑

n=1

cn
3n

+
ck+1

3k+1
= ak,j +

ck+1

3k+1

para algum j = 1, . . . , 2k. Se ck+1 = 0 então a = ak,j = ak+1,2j−1 e se ck+1 = 2
então a = ak,j + 2 · 3−k−1 = ak+1,2j.
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O conjunto de cantor é definido por C .
= ∩∞

k=1Ck, logo, compacto e como
m(C) ≤ m(Ck) = (2/3)k, para todo k ∈ N, m(C) = 0.

O conjunto dos extremos dos intervalos Ikj , definido por E = ∪∞
k=0 ∪2k

j=1

{ak,j, bk,j} é enumerável e está contido em C. Mostremos que E é denso em C.
Dado x ∈ C, x ∈ Ck para todo k ∈ N. Logo, existe uma sequência de intervalos
Ikjk tal que x ∈ Ikjk . Como limk→∞ ℓ(Ikjk) = 0 segue que x = limk→∞ ak,jk .

Mostremos que C é não enumerável.
Primeiramente, note que se

∞∑
n=1

cn
3n

=
∞∑
n=1

dn
3n
, com cn, dn ∈ {0, 2} (1.45)

então cn = dn, para todo n ∈ N. De fato, coloque D = {n ∈ N; cn ̸= dn} e
suponha que D ̸= ∅.

Seja m = minD. Portanto, cm ̸= dm. Podemos supor que cm = 2 e dm = 0.
De (1.45) segue que

2

3m
+

∞∑
n=m+1

cn
3n

=
∞∑

n=m+1

dn
3n

≤ 2
∞∑

n=m+1

1

3n
=

2

3m+1

∞∑
n=0

1

3n

=
2

3m+1
· 1

1− 1/3
=

2

3m+1
· 3
2
=

1

3m
.

Portanto,

0 ≤
∞∑

n=m+1

cn
3n

≤ 1

3m
− 2

3m
= − 1

3m
< 0,

um absurdo.
Seja D o conjunto das sequências (dn) com dn = 0 ou dn = 1. O conjunto D

é não enumerável. Pode-se mostrar isto usando o método da diagonal de Cantor
ou usando expansão dos números reais na base binária. O método da diagonal
funciona do seguinte modo: suponha que D seja enumerável, isto é,

D = {dk = (dn,k)n∈N, dn,k ∈ {0, 1}, k ∈ N}

Considere a sequência d = (1 − dn,n)n∈N. Claramente, d ∈ D . Logo,
d = dk = (dn,k)n∈N para alguma k ∈ N e, portanto, 1 − dk,k = dk,k, isto é,
dk,k = 1/2, um absurdo.
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Seja

E = {
∞∑
n=1

cn
3n

; cn ∈ {0, 2}}.

Note que E ⊂ E .
Defina φ : E → D por φ(

∑∞
n=1 cn/3

n) = (cn/2).
Dada d = (dn) ∈ D , x =

∑∞
n=1 2dn/3

n ∈ E e φ(x) = d, ou seja, φ é
sobrejetora. Portanto, #R = #D ≤ #E ≤ #R (# denota cardinalidade).
Como E ⊂ E = C, #C = #R.

Corolário 1.46 #M = 2c, sendo c = #R.

Demonstração: Temos P(C) ⊂ M ⊂ P(R). Como

#P(C) = #P(R) = 2c,

segue que #M = 2c.
□

Corolário 1.47 Seja Z = {Z ⊂ R;m(Z) = 0}. Então #Z = 2c.

Demonstração: Note que se Z ⊂ C então m(Z) = 0, logo P(C) ⊂ Z .
Temos

2c = #P(C) ≤ #Z ≤ #P(R) = 2c.

□
Note que pela Proposição 1.35 um conjunto mensurável é da forma F ∪ Z,

sendo F um conjunto boreliano (de classe Fσ) e Z com medida nula. Pode-se
mostrar que a cardinalidade dos conjuntos borelianos é apenas c = #R.

Exemplo 1.48 Vimos na construção do conjunto de Cantor que o conjunto E
formado pelos extremos dos intervalos Ikj está contido em C. No entanto, E é
enumerável enquanto que C não é.

Considere a sequência (cn) sendo cn = 0 se n for ı́mpar e cn = 2 caso
contrário. Assim x =

∑∞
n=1 cn3

−n ∈ E ⊂ C. Temos

x =
∞∑
n=1

2

32n
= 2 · 1/9

1− 1/9
=

1

4
.
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Note que um elemento de E é da forma
∑k

n=1 cn3
−n, cn ∈ {0, 2}, caso seja

algum ak,j , ou
∑k

n=1 dn3
−n+3−k, dn ∈ {0, 2}, caso seja algum bk,j . Claramente,

1/4 não é igual a nenhum ak,j . Também não é igual a nenhum bk,j pois

k∑
n=1

dn3
−n + 3−k =

k∑
n=1

dn3
−n +

∞∑
n=k+1

2 · 3−n.

Dessa forma, 1/4 ∈ C \ E .

1.7 Conjunto não mensurável
Vamos mostrar que existem conjuntos que não são mensuráveis na reta e que todo
subconjunto com medida exterior de Lebesgue positiva possui um subconjunto
não mensurável.

As notas a seguir são baseadas no livro Measure and Integral: An Introduc-
tion to Real Analysis de Richard L. Wheeden, Antoni Zygmund, CRC Press, Nov
1, 1977 - Mathematics - 288 páginas.

Lema 1.49 Seja E ∈ M tal que m(E) > 0. Então o conjunto das diferenças
DE = {x− y;x, y ∈ E} contém um intervalo centrado na origem.

Demonstração: Suponha primeiramente que 0 < m(E) <∞.
Existe um aberto G contendo E tal que

m(G) < m(E) +
1

3
m(E) =

4

3
m(E).

Como G é aberto, existem intervalos abertos disjuntos In, n ∈ N (ou apenas
uma quantidade finita), tais que

G = ∪n≥1In.

Temos

m(G) =
∑
n≥1

m(In) <
4

3
m(E). (1.50)
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Note que estes intervalos são limitados pois a medida de G é finita.
Coloque En = E ∩ In. Estes conjuntos são mensuráveis e dois a dois disjun-

tos. Além disso,

∪n≥1En = ∪n≥1E ∩ In = E ∩ ∪n≥1In = E ∩G = E

Logo,

m(E) = m(∪n≥1En) =
∑
n≥1

m(En) =
∑
n≥1

m(E ∩ In). (1.51)

Segue de (1.50) e (1.51) que∑
n≥1

m(In) <
4

3

∑
n≥1

m(E ∩ In)

e, portanto, existe n0 ≥ 1 tal que

m(In0) <
4

3
m(E ∩ In0) =

4

3
m(En0).

Seja I o intervalo aberto (−1
2
m(In0),

1
2
m(In0)).

Afirmação: se d ∈ I então En0 ∩ (En0 + d) ̸= ∅.
De fato, se não fosse assim, como En0 e En0 + d são mensuráveis, terı́amos

m(En0 ∪ (En0 + d)) = m(En0) +m(En0 + d) = 2m(En0).

Note que
En0 ∪ (En0 + d) ⊂ In0 ∪ (In0 + d) ⊂ J,

em que J é um intervalo de comprimento menor ou igual a m(In0) + |d|. Para
ver isto, basta escrever o fecho In0 = [a, b] e tomar J .

= [a, b + d] se d ≥ 0 ou
J
.
= [a+ d, b] se d < 0.

Segue que

2m(En0) ≤ m(J) ≤ m(In0) + |d| < m(In0) +
1

2
m(In0) =

3

2
m(In0)

<
3

2
· 4
3
m(En0) = 2m(En0),
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um absurdo.
Assim, para todo d ∈ I existe y ∈ En0 ∩ (En0 + d), ou seja,{

y ∈ En0 ⊂ E

y = x+ d, para algum x ∈ En0 ⊂ E
,

isto, é d = y − x ∈ DE . Portanto, I ⊂ DE .
Suponha agora que m(E) = ∞. Como E = ∪n≥1E ∩ [−n, n], temos

∞ = m(E) ≤
∑

n≥1m(E ∩ [−n, n]). Assim, para algum n0 ∈ N, temos
0 < m(E ∩ [−n0, n0]). Por outro lado, m(E ∩ [−n0, n0]) ≤ 2n0 e, pelo que já
foi demonstrado, existe um intervalo aberto centrado na origem I tal que

I ⊂ DE∩[−n0,n0] ⊂ DE,

pois A ⊂ B implica em DA ⊂ DB.
□

Teorema 1.52 (Vitali) Existe X ⊂ R tal que X ̸∈ M .

Demonstração: Em R defina x ∼ y se x− y ∈ Q.
Isto define uma relação de equivalência em R.
Denote a classe de equivalência de x ∈ R por Ex, isto é,

Ex = {x+ r; r ∈ Q}.

Note que cada Ex é um conjunto enumerável e, portanto, mensurável com
medida nula. Além disso, como as classes de equivalência formam uma partição
de R, temos que a quantidade destas classes é não enumerável pois, caso con-
trário, poderı́amos enumerar estas classes, digamos, Exn , n ≥ 1, e daı́, R =
∪n≥1Exn seria enumerável.

Utilizando o axioma da escolha, formamos um conjunto X tomando um
único elemento de cada uma das classes de equivalências. Assim, se x, y ∈ X e
x ̸= y então x ̸∼ y, isto é, x− y ̸∈ Q.

Desta forma, o conjunto das diferenças DX não pode conter nenhum in-
tervalo aberto centrado na origem. Pelo lema anterior, temos X ̸∈ M ou
m(X) = 0.
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Observe que se r, s ∈ Q, r ̸= s então (X + r) ∩ (X + s) = ∅. De fato, se
x ∈ (X + r) ∩ (X + s) então existem y, z ∈ X tais que x = y + r = z + s.
Portanto, y − z = s − r ∈ Q, isto é z ∼ y e z, y ∈ X. Pela forma que X
foi construı́do, tomando-se um único elemento de cada classe de equivalência,
devemos ter y = z e, portanto, r = s, que é absurdo.

Agora, dado x ∈ R existe y ∈ X tal que x ∈ Ey. Logo, existe r ∈ Q tal que
x = y + r. Portanto, R = ∪r∈Q(X + r) = ∪n≥1(X + rn), sendo n 7→ rn uma
bijeção entre N e Q.

Finalmente, suponha que m(X) = 0. Temos

∞ = m(R) = m(∪n≥1(X + rn)) =
∑
n≥1

m(X + rn) =
∑
n≥1

m(X) = 0,

uma contradição. Portanto, X ̸∈ M . □

Corolário 1.53 SeA ⊂ R tem medida exterior positiva então existeB ⊂ A com
B ̸∈ M .

Demonstração: Sejam X o conjunto não mensurável do teorema anterior e
{rn} uma enumeração dos números racionais. Temos

A = A ∩ R = A ∩ ∪n≥1(X + rn) = ∪n≥1A ∩ (X + rn).

Assim,
0 < m∗(A) ≤

∑
n≥1

m∗(A ∩ (X + rn))

e, portanto, 0 < m∗(A ∩ (X + rn0)) para algum n0 ∈ N.
Se A∩ (X+rn0) fosse mensurável, como ele tem medida positiva, pelo lema

existiria um intervalo aberto I centrado na origem tal que

I ⊂ DA∩(X+rn0 )
⊂ DX+rn0

.

Tome r ∈ I ∩Q, r ̸= 0. Logo, r ∈ DX+rn0
, r ̸= 0. Assim, existem x, y ∈ X tais

que
0 ̸= r = (x+ rn0)− (y + rn0) = x− y,

isto é, x, y ∈ X , x ∼ y e x ̸= y, que é impossı́vel pela definição de X .
Portanto, B .

= A ∩ (X + rn0) ⊂ A não é mensurável.
□
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Corolário 1.54 #(P(R) \ M ) = 2c.

Demonstração:
Sejam E ⊂ R um conjunto não mensurável contido em [2, 3], o qual existe

pelo Corolário 1.53.
Seja C o conjunto de Cantor. Se Z ⊂ C então Z ∪E não é mensurável pois,

caso contrário, como Z ∩E ⊂ [0, 1]∩ [2, 3] = ∅, terı́amos que E = (Z ∪E)\Z
seria mensurável.

Desta forma podemos definir a função φ : P(C) → P(R)\M por φ(Z) =
Z ∪ E.

A função φ é injetora pois se φ(Z1) = φ(Z2) então, comoZ1∩E = Z2∩E =
∅, temos

Z1 = (Z1 ∪ E) \ E = φ(Z1) \ E = φ(Z2) \ E = (Z2 ∪ E) \ E = Z2.

Segue que a cardinalidade do domı́nio de φ é no máximo igual à cardinali-
dade de seu contradomı́nio. Assim,

2c = #P(C) ≤ #(P(R) \ M ) ≤ #P(R) = 2c.

□
Segue que cardinalidade da classe dos conjuntos mensuráveis é a mesma que

a cardinalidade da σ-álgebra dos conjuntos mensuráveis que, por sua vez, tem a
mesma cardinalidade do conjunto das partes de R.

Corolário 1.55 A medida exterior de Lebesgue não é finitamente aditiva, isto é,
não satisfaz o seguinte: para quaisquer X, Y ⊂ R tais que X ∩ Y = ∅, tem-se
m∗(X ∪ Y ) = m∗(X) +m∗(Y ).

Demonstração:
Sejam E ⊂ R um conjunto não mensurável e A ⊂ R arbitrário. Como A∩E

e A ∩ E c são disjuntos e sua reunião é igual a A, se m∗ fosse aditiva então

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ E c),

ou seja, E seria mensurável.
□
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Capı́tulo 2

Funções mensuráveis

As notas a seguir são baseadas no livro Real Analysis de H. L. Royden, 3a Ed.,
Macmillan Publishing Company, 444 páginas.

2.1 Definição e propriedades
Proposição 2.1 Sejam E ∈ M e f : E → [−∞,+∞] (função a valores reais
estendidos).

São equivalentes

i) ∀α ∈ R, {x ∈ E; f(x) > α} ∈ M ;

ii) ∀α ∈ R, {x ∈ E; f(x) ≥ α} ∈ M ;

iii) ∀α ∈ R, {x ∈ E; f(x) < α} ∈ M ;

iv) ∀α ∈ R, {x ∈ E; f(x) ≤ α} ∈ M .

Qualquer uma das condições acima implica em

v) ∀α ∈ [−∞,+∞] {x ∈ E; f(x) = α} ∈ M .

Demonstração: Lembre que M é uma σ-álgebra.
(i) ⇒ (ii)

41
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{f ≥ α} = ∩n≥1

{
f > α− 1

n

}
.

(ii) ⇒ (iii)

{f < α} = {f ≥ α} c ∩ E.

(iii) ⇒ (iv)

{f ≤ α} = ∩n≥1

{
f < α +

1

n

}
.

(iv) ⇒ (i)

{f > α} = {f ≤ α} c ∩ E.

Agora, se α ∈ R temos

{f = α} = {f ≤ α} ∩ {f ≥ α}

e segue de (ii) e (iv) que vale {f = α} ∈ M .
Se α = −∞,

{f = −∞} = ∩n≥1 {f < −n}

e segue de (iii) que {f = −∞} ∈ M .
Finalmente, se α = ∞,

{f = ∞} = ∩n≥1 {f > n}

e segue de (i) que {f = ∞} ∈ M .
□

Definição 2.2 Uma função a valores reais estendidos é mensurável se seu do-
mı́nio for mensurável e se cumprir qualquer uma das condições (i) a (iv) da
proposição anterior.
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Observação 2.3 A condição (v) não é suficiente para a função ser mensurável.
Tome X ⊂ (0,+∞) um conjunto não mensurável e defina f : (0,∞) → R por

f(x) =

{
x, se x ∈ X

−x, caso contrário
.

Esta função é injetora e para cada α ∈ [−∞,+∞] temos que

{x ∈ (0,+∞); f(x) = α}

é {α}, {−α} ou ∅. Em qualquer um dos casos, é um conjunto mensurável.
No entanto, f não é mensurável pois {x ∈ (0,+∞); f(x) > 0)} = X ̸∈ M .

Proposição 2.4 Seja E um conjunto mensurável. O conjunto das funções men-
suráveis f : E → R forma um espaço vetorial. Além do mais, se f, g : E → R
são mensuráveis então fg é mensurável. Se g não se anula então f/g também é
mensurável.

Demonstração: Sejam f, g : E → R mensuráveis e c ∈ R. Mostremos
primeiramente que f + c é mensurável.

Dado α ∈ R temos

{x ∈ E; f(x) + c > α} = {x ∈ E; f(x) > α− c} ∈ M .

Assim, f + c é mensurável.
Mostremos que cf é mensurável.
Se c = 0 então cf ≡ 0 e, portanto,

{x ∈ E; cf(x) = 0 > α} =

{
∅ se α ≥ 0

E se α < 0
∈ M .

Se c > 0,

{x ∈ E; cf(x) > α} = {x ∈ E; f(x) > α/c} ∈ M .

Se c < 0,

{x ∈ E; cf(x) > α} = {x ∈ E; f(x) < α/c} ∈ M .
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Logo, cf é mensurável.
Vamos mostrar que f + g é mensurável.
Dado x ∈ E tal que f(x) + g(x) < α, isto é, f(x) < α − g(x), tome r =

rx ∈ Q tal que f(x) < r < α− g(x). Reciprocamente, se f(x) < r < α− g(x)
para algum r ∈ Q então f(x) + g(x) < α. Seja {rn}n∈N uma enumeração dos
racionais. Temos

{x ∈ E; f(x) + g(x) < α} = ∪n≥1{x ∈ E; f(x) < rn < α− g(x)}

= ∪n≥1{x ∈ E; f(x) < rn} ∩ {x ∈ E; g(x) < α− rn} ∈ M .

Logo, f+g é mensurável. Combinando com o que já foi demonstrado, temos
também que f − g mensurável.

Note que f 2 é mensurável pois

{x ∈ E; f 2(x) > α} =

=


E, se α < 0

{x ∈ E; f(x) >
√
α} ∪ {x ∈ E; f(x) < −

√
α}, se α ≥ 0

.

Agora, como

fg =
1

2

[
(f + g)2 − f 2 − g2

]
vemos que fg é mensurável.

Finalmente, suponha que g(x) ̸= 0 para todo x ∈ E. Temos, usando uma
notação mais enxuta,

{1/g > α} = [{g > 0} ∩ {1/g > α}] ∪ [{g < 0} ∩ {1/g > α}]

= [{g > 0} ∩ {1 > αg}] ∪ [{g < 0} ∩ {αg > 1}] ∈ M .

□

Definição 2.5 Dado A ⊂ R, a função caracterı́stica de A é dada por

χA(x) =

{
1, se x ∈ A

0, se x ∈ R \ A
.
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Exemplo 2.6 χA é mensurável se e somente se A for mensurável.

Exemplo 2.7 Sejam E mensurável e f : E → R contı́nua. Então f é men-
surável.

De fato, basta ver que

{x ∈ E; f(x) > α} = E ∩ O ∈ M ,

para algum aberto O da reta.
Mais geralmente, se f for semicontı́nua superiormente (resp., inferiormente)

então f também é mensurável pois {x ∈ E; f(x) < α} (resp., {x ∈ E; f(x) >
α}) é aberto relativo de E .

Proposição 2.8 Seja E ⊂ R mensurável. Então f : E → R é mensurável se e
somente se f−1(O) ∈ M para todo aberto O ⊂ R.

Demonstração: Suponha que f seja mensurável. Dado um aberto O escreva-
o como O = ∪n≥1In em que cada In é um intervalo aberto (a reunião podendo
ser finita). Temos f−1(O) = ∪n≥1f

−1(In).
Se In for ilimitado então f−1(In) é mensurável pela Proposição 2.1. Se In =

(an, bn), an, bn ∈ R, então

f−1(In) = f−1((an, bn)) = {f > an} ∩ {f < bn} ∈ M .

De qualquer modo, f−1(O) é uma reunião enumerável de conjuntos mensurá-
veis.

Reciprocamente, basta tomar abertos da forma O = (α,+∞), α ∈ R.
□

Como f−1(A c) = [f−1(A)]
c segue imediatamente o seguinte

Corolário 2.9 Seja E ⊂ R mensurável. Então f : E → R é mensurável se e
somente se f−1(F ) ∈ M para todo fechado F ⊂ R.

Corolário 2.10 Sejam E ⊂ R mensurável, f : E → R mensurável e g : R→ R
contı́nua. Então g ◦ f : E → R é mensurável.
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Demonstração: Dado um aberto O temos

(g ◦ f)−1(O) = f−1(g−1(O)) ∈ M ,

pois g−1(O) é aberto e f é mensurável.
□

Exemplo 2.11 Se f : E → R é mensurável então são mensuráveis |f |, ef ,
sen f , etc.

Corolário 2.12 Sejam E ⊂ R mensurável, f : E → R e B a σ-álgebra de
Borel. Então f : E → R é mensurável se e somente se para todo B ∈ B temos
f−1(B) ∈ M .

Demonstração: Se f−1(B) ∈ M sempre que B ∈ B, tomando B =
(α,+∞), α ∈ R, segue que f é mensurável.

Suponha que f seja mensurável.
Seja

F = {X ⊂ R; f−1(X) ∈ M }.

Mostremos que F é uma σ-álgebra.

• f−1(R) = E ∈ M =⇒ R ∈ F .

• X ∈ F =⇒ f−1(X) ∈ M =⇒ f−1(X c) = [f−1(X)]
c ∈ M =⇒ X c ∈

F .

• Xn ∈ F ,∀n ∈ N =⇒ f−1(Xn) ∈ M ,∀n ∈ N =⇒ f−1(∪n≥1Xn) =
∪n≥1f

−1(Xn) ∈ M =⇒ ∪n≥1Xn ∈ F .

Como f é mensurável,

E
.
= {(α,+∞);α ∈ R} ⊂ F .

Portanto, B = σ(E ) ⊂ F , ou seja, para todo B ∈ B, f−1(B) ∈ M .

□
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Observação 2.13 Tanto a Proposição 2.8 como os Corolário 2.9 e Corolário
2.12 têm versões análogas quando a função assume valores emR = [−∞,+∞].

No caso da Proposição 2.8 os abertos têm de ser tomados em R.
Com relação ao Corolário 2.9 os fechados são os fechados de R enquanto

que no caso do Corolário 2.12 os borelianos se referem à σ-álgebra de Borel BR
da reta estendida. Esta σ-álgebra é a menor σ-álgebra formada pelos abertos da
reta estendida. Pode-se mostrar que B ∈ BR se e somente se B \{−∞,+∞} ∈
B.

Com relação à Proposição 2.4, pode não fazer sentido, por exemplo, a adição
de funções a valores estendidos.

Exemplo 2.14 Seja X ̸∈ M . Defina f : R→ R por

f = +∞χX −∞χX c .

Como {+∞} é fechado emR e f−1({+∞}) = X ̸∈ M , f não é mensurável
pela observação acima no que se refere ao Corolário 2.9. No entanto, para
qualquer B ∈ B (boreliano da reta) temos f−1(B) = ∅ ∈ M .

Proposição 2.15 Sejam E ∈ M e fn : E → R, n ∈ N, funções mensuráveis.
Então as seguintes funções definidas em E são mensuráveis:

1. h1 = max{f1, . . . , fn}

2. h2 = min{f1, . . . , fn}

3. h3 = supn fn

4. h4 = infn fn

5. h5 = lim supn→∞ fn

6. h6 = lim infn→∞ fn

Em particular, se fn converge para f então f é mensurável.

Demonstração:
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1. h1 = max{f1, . . . , fn}

{x ∈ E;h1(x) > α} = ∪nk=1{x ∈ E; fk(x) > α}

2. h2 = min{f1, . . . , fn}

{x ∈ E;h2(x) < α} = ∪nk=1{x ∈ E; fk(x) < α}

3. h3 = supn fn

{x ∈ E;h3(x) > α} = ∪∞
n=1{x ∈ E; fn(x) > α}

4. h4 = infn fn

{x ∈ E;h4(x) < α} = ∪∞
n=1{x ∈ E; fn(x) < α}

Lembre que

lim sup
n→∞

fn(x) = inf
n
sup
k≥n

fk(x) e lim inf
n→∞

fn(x) = sup
n

inf
k≥n

fk(x).

5. h5 = lim supn→∞ fn

Coloque gn = supk≥n fk. Como no item 3, segue que gn é mensurável.
Pelo item 4 segue que h5 = infn gn é mensurável.

6. h6 = lim infn→∞ fn

Coloque gn = infk≥n fk. Como no item 4 segue que gn é mensurável. Pelo
item 3 segue que h6 = infn gn é mensurável.

Finalmente, se f = limn→∞ fn então f é mensurável pois, por exemplo,
lim supn→∞ fn = limn→∞ fn. □
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Definição 2.16 Dizemos que uma propriedade vale para quase todo x ∈ E ⊂ R
ou quase sempre em E se o conjunto dos pontos em que ela não vale tem medida
nula. Também é comum dizer-se que a propriedade vale em quase toda parte
de E. Usam-se as abreviações q. t. x ∈ E, q. s. em E e q. t. p. de E,
respectivamente.

Observação 2.17 Quando não houver confusão pode-se omitir o conjunto E.
Por exemplo, tal propriedade vale quase sempre ou, simplesmente, tal proprie-
dade vale q. s..

Exemplo 2.18 Sejam f, g funções definidas emE ⊂ R. Tem-se que f = g quase
sempre quando o conjunto {x ∈ E; f(x) ̸= g(x)} tiver medida nula.

Proposição 2.19 Sejam E ∈ M e f, g : E → [−∞,∞]. Se f é mensurável e
g = f quase sempre então g é mensurável.

Demonstração: Seja Z = {x ∈ E; f(x) ̸= g(x)}. Z é mensurável pois tem
medida nula.

Dado α ∈ R temos

{x ∈ E; g(x) > α} = {x ∈ E \ Z; g(x) > α} ∪ {x ∈ Z; g(x) > α},

mas
{x ∈ E \ Z; g(x) > α} = {x ∈ E \ Z; f(x) > α}

= {x ∈ E; f(x) > α} ∩ Zc ∈ M

pois f é mensurável e
{x ∈ Z; g(x) > α}

é mensurável, visto que tem medida exterior nula por estar contido em Z.
□

Exemplo 2.20 Sejam E um conjunto mensurável e fk : E → R uma sequência
de funções mensuráveis que converge quase sempre. Então existe uma função
f : E → R mensurável tal que fk converge para f quase sempre.

De fato, seja Z ⊂ E o conjunto dos pontos x em que fk(x) não converge.
Por hipótese m(Z) = 0.
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Em E \ Z defina f0(x) = limk→∞ fk(x). Pelo item 5 (ou 6) da Proposição
2.15, f0 é mensurável em E \ Z.

Defina f : E → R como sendo f0 em E \ Z e, digamos, igual a 0 em Z.
Dado α ∈ R temos

{x ∈ E; f(x) > α} = {x ∈ E \ Z; f(x) > α} ∪ {x ∈ Z; f(x) > α}

= {x ∈ E \ Z; f0(x) > α} ∪ {x ∈ Z; 0 > α} ∈ M .

Logo fk converge para f quase sempre e f é mensurável.

Definição 2.21 Uma função mensurável a valores reais é simples se assumir
apenas um número finito de valores, isto é, sua imagem é um conjunto finito de
números reais.

Se φ é uma função simples e assume os valores α1, . . . , αn então podemos
escrever

φ =
n∑
i=1

αiχAi
, Ai

.
= φ−1({αi}).

No caso em que αi ̸= αj se i ̸= j, i, j = 1, . . . , n, então Ai ∩ Aj = ∅ se
i ̸= j, i, j = 1, . . . , n. Neste caso dizemos que

∑n
i=1 αiχAi

é a representação
padrão (standard) ou normal de φ.

Exercı́cio 2.22 Sejam E ∈ M e φ : E → R dada por φ =
∑n

i=1 αiχAi
com

Ai ⊂ E, αi ̸= αj e Ai ∩ Aj = ∅ se i ̸= j, i, j = 1, . . . , n. Mostre que φ é
mensurável se e somente se Ai ∈ M , i = 1, . . . , n.

Definição 2.23 Uma função definida em um intervalo [a, b] é chamada de função
escada se for possı́vel representá-la por

∑n
i=1 αiχIi com cada Ii sendo um in-

tervalo de comprimento positivo, Ii ∩ Ij = ∅ se i ̸= j, i, j = 1, . . . , n e
[a, b] = ∪ni=1Ii.

Exemplo 2.24 Sejam φ, ψ : [0, 1] → R dadas por

φ(x) = 2χ[0, 1
2
] − 3χ( 1

2
,1]
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e

ψ(x) =

{
1 se x ∈ Q ∩ [0, 1]

0 se x ∈ [0, 1] \Q
.

Vemos que φ é uma função escada enquanto que ψ é somente simples.
Note que

φ = 2χ[0, 1
2
) − 3χ[ 1

2
,1]

quase sempre.

2.2 Aproximação
Vejamos agora alguns resultados relativos a aproximação de funções. Aqui o
sentido de aproximação é que o conjunto em que duas funções diferem tem me-
dida arbitrariamente pequena.

Lema 2.25 Seja f : [a, b] → R uma função escada. Dado ε > 0 existe uma
função contı́nua φ : [a, b] → R satisfazendo

m({x ∈ [a, b];φ(x) ̸= f(x)}) < ε.

Além do mais, se m,M ∈ R são tais que m ≤ f(x) ≤ M , para todo
x ∈ [a, b], então φ pode ser tomada com m ≤ φ(x) ≤M , para todo x ∈ [a, b].

Demonstração: Podemos escrever

[a, b] = ∪nj=1Ij

com Ij , j = 1, . . . , n intervalos dois a dois disjuntos de forma que

f =
n∑
j=1

αjχIj .

Podemos também reoordenar os intervalos Ij de tal forma que o extremo superior
de Ij seja igual ao extremo inferior de Ij+1, j = 1, . . . , n − 1. Dessa forma, o
extremo superior de In será o número b.
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Se f for contı́nua então f é constante. Neste caso, tome φ = f .

Se f assume o mesmo valor em Ij e Ij+1 para algum j ∈ {1, . . . , n−1} então
f é contı́nua no intervalo Ij ∪ Ij+1. Podemos supor que isto não aconteça, isto é,
que f seja descontı́nua na extremidade superior dos intervalos Ij , j = 1, . . . , n−
1. Chamemos estes números de x1, . . . , xn−1 ∈ (a, b), respectivamente.

A ideia para construir a função φ é modificar a função f nas proximidades
de cada xj por uma função afim de modo que o conjunto de pontos onde elas
diferem não seja muito grande em medida. Como a quantidade de pontos de
descontinuidade de f é finita isto pode ser realizado.

Figura 2.1: Aproximação de função escada por função contı́nua
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Dado ε > 0 tome m ∈ N tal que m ≥ n e

Jj
.
= (xj −

ε

2m
,xj +

ε

2m
) ⊂ (a, b) e Jj ∩ Ji = ∅ se i ̸= j, i, j = 1, . . . , n− 1.

Defina φ : [a, b] → R por

φ(x) =


m
ε
(αj+1 − αj)(x− xj +

ε
2m

) + αj, se x ∈ Jj,

para algum j ∈ {1, . . . , n− 1}

αi = f(x), se x ∈ Ii \ ∪n−1
j=1Jj, para algum i ∈ {1, . . . , n}

.

Deste modo, φ é contı́nua,

E
.
= {x ∈ [a, b];φ(x) ̸= f(x)} ⊂ ∪n−1

j=1Jj

e, portanto,

m(E) ≤
n−1∑
j=1

m(Jj) =
n−1∑
j=1

ε

m
= (n− 1)

ε

m
< ε.

Finalmente, note que

min f ≤ φ ≤ max f.

□

Lema 2.26 Seja E mensurável com medida finita. Dado ε > 0 existem interva-
los abertos limitados disjuntos Ij , j = 1, . . . , n tais que

m(E∆ ∪nj=1 Ij) < ε e m({x ∈ E;χE(x) ̸=
n∑
j=1

χIj(x)}) < ε.

Demonstração: Dado ε > 0 sabemos que existem intervalos abertos limita-
dos disjuntos Ij , j = 1, . . . , n tais que
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m(E∆ ∪nj=1 Ij) < ε.

Se x ∈ E ∩ ∪nj=1Ij então, como os intervalos Ij são disjuntos,

n∑
j=1

χIj(x) = 1 = χE(x).

Logo,

{x ∈ E;χE(x) ̸=
n∑
j=1

χIj(x)} ⊂ E ∩
[
∪nj=1Ij

] c ⊂ E∆ ∪nj=1 Ij.

Portanto,

m({x ∈ E;χE(x) ̸=
n∑
j=1

χIj(x)}) ≤ m(E∆ ∪nj=1 Ij) < ε.

□

Lema 2.27 Seja φ : [a, b] → R uma função simples. Então, dado ε > 0 existe
uma função escada f : [a, b] → R tal que

m({x ∈ [a, b]; f(x) ̸= φ(x)}) < ε.

Além do mais,
minφ ≤ f ≤ maxφ.

Demonstração: Vamos provar o caso em que φ assume dois valores para não
sobrecarregar muito a notação. Assim, suponha que

φ = αχA + βχB, α ̸= β,A ∩B = ∅ e A ∪B = [a, b].

Como φ é simples, os conjuntos A e B são mensuráveis.
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Seja ε > 0. Pelo Lema 2.26 existem intervalos abertos limitados disjuntos
Ii, i = 1, . . . , n, tais que

m(A∆ ∪ni=1 Ii) <
ε

2
e m({x ∈ A;χA(x) ̸=

n∑
i=1

χIi(x)}) <
ε

2

e intervalos abertos limitados disjuntos Jj , j = 1, . . . ,m, tais que

m(B∆ ∪mj=1 Jj) <
ε

2
e m({x ∈ B;χB(x) ̸=

m∑
j=1

χJj(x)}) <
ε

2
.

Defina f : [a, b] → R da seguinte forma:

• se x ∈ [a, b] ∩ ∪ni=1Ii coloque f(x) = α;

• se x ∈ [a, b] ∩
[
∪mj=1Jj \ ∪ni=1Ii

]
coloque f(x) = β;

• se x ∈ [a, b] ∩
[
∪ni=1Ii ∪ ∪mj=1Jj

] c coloque f(x) = α (ou β).

Observe que f é uma função escada e como só assume os valores α e β,
temos

minφ ≤ f ≤ maxφ.

Também, temos

f(x) = φ(x) se x ∈ [A ∩ ∪ni=1Ii] ∪
[
B ∩

[
∪mj=1Jj \ ∪ni=1Ii

]]
. (2.28)

Afirmação: como A ∩B = ∅ então, se X, Y ⊂ R, temos

B \ (X \ Y ) ⊂ (B∆X) ∪ (A∆Y ).

De fato,

B \ (X \ Y ) = B ∩ (X ∩ Y c) c = B ∩ (X c ∪ Y )

= (B ∩X c) ∪ (B ∩ Y ) ⊂ (B∆X) ∪ (B ∩ Y ),

mas, como A ∩B = ∅,

B ∩ Y = B ∩ (Y \ A) ⊂ Y \ A ⊂ A∆Y.
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Assim, tomando X = ∪mj=1Jj e Y = ∪ni=1Ii vemos que

B \ (∪mj=1Jj \ ∪ni=1Ii) ⊂ (B∆ ∪mj=1 Jj) ∪ (A∆ ∪ni=1 Ii).

Logo, segue de (2.28) que

{x ∈ [a, b];φ(x) ̸= f(x)} = {x ∈ A;φ(x) ̸= f(x)} ∪ {x ∈ B;φ(x) ̸= f(x)}

⊂ (A \ ∪ni=1Ii) ∪ (B \ (∪mj=1Jj \ ∪ni=1Ii))

⊂ (A∆ ∪ni=1 Ii) ∪ [(B∆ ∪mj=1 Jj) ∪ (A∆ ∪ni=1 Ii)]

= (A∆ ∪ni=1 Ii) ∪ (B∆ ∪mj=1 Jj).

Portanto,

m({x ∈ [a, b];φ(x) ̸= f(x)}) ≤ m(A∆∪ni=1Ii)+m(B∆∪mj=1Jj) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

□

Lema 2.29 Seja f : [a, b] → [−∞,+∞] mensurável e finita quase sempre.
Então, dado ε > 0 existe M > 0 tal que

m({x ∈ [a, b]; |f(x)| ≥M}) < ε.

Demonstração: Seja

Z = {x ∈ [a, b]; f(x) = −∞ ou f(x) = +∞}

= {x ∈ [a, b]; |f(x)| = +∞}.

Por hipótese, m(Z) = 0.
Defina

En = {x ∈ [a, b]; |f(x)| ≥ n}, n ∈ N.

Temos que En é mensurável, En+1 ⊂ En e m(E1) ≤ b− a <∞. Como

∩n≥1En = Z
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segue de um resultado já visto que

0 = m(Z) = m(∩n≥1En) = lim
n→∞

m(En).

Assim, dado ε > 0 existe M ∈ N tal que

m({x ∈ [a, b]; |f(x)| ≥M}) = m(EM) < ε.

□

Proposição 2.30 Seja f : [a, b] → [−∞,+∞] mensurável e finita quase sem-
pre. Então, dado ε > 0 existem uma função escada g e uma função contı́nua h
definidas em [a, b] satisfazendo

m({x ∈ [a, b]; |f(x)− g(x)| ≥ ε}) < ε

e
m({x ∈ [a, b]; |f(x)− h(x)| ≥ ε}) < ε.

Além do mais, se existirem m,M ∈ R tais que m ≤ f(x) ≤ M , para todo
x ∈ [a, b], então g e h podem ser tomadas com m ≤ g(x), h(x) ≤M , para todo
x ∈ [a, b].

Demonstração: Dado ε > 0 pelo Lema 2.29 existeK > 0 tal que |f(x)| < K
exceto em um subconjunto E1 ⊂ [a, b] com m(E1) < ε/3.

Seja

f̃ =

{
K em E1

f em [a, b] \ E1

= fχ[a,b]\E1 +KχE1 .

Note que f̃ é mensurável.
Coloque E .

= [a, b] \ E1. Temos f̃ |E = f |E.
Seja n ∈ N tal que 2K/n < ε. Escreva

[−K,K] = ∪ni=1Ii

com Ii = [ai, bi), ℓ(Ii) = 2K/n, i = 1, . . . , n − 1, In = [an, bn], a1 = −K,
bn = K e bi = ai+1, i = 1, . . . , n− 1.
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Defina

φ =
n∑
i=1

aiχf̃−1([ai,bi))
+Kχf̃−1({K}).

É claro que φ é uma função simples.
Se x ∈ E então |f(x)| < K e, portanto, f(x) ∈ [aj, bj) para algum j ∈

{1, . . . , n}. Assim, como f̃ = f em E,

φ(x) =
n∑
i=1

aiχf̃−1([ai,bi))
(x) +Kχf̃−1({K})(x) = aj.

Segue que

|φ(x)− f(x)| = |aj − f(x)| ≤ ℓ(Ij) = 2K/n < ε,

ou seja, |φ− f | < ε em E.
Olhando a função φ como sendo definida em [a, b], pelo Lema 2.27, existe

uma função escada g definida em [a, b] tal que φ = g em [a, b] exceto em um
subconjunto E2 ⊂ [a, b] com m(E2) < ε/3.

Em E \ E2 = [a, b] \ (E1 ∪ E2) temos

|g − f | ≤ |g − φ|+ |φ− f | = |φ− f | < ε,

portanto,

m({x ∈ [a, b]; |f(x)− g(x)| ≥ ε}) ≤ m(E1 ∪ E2) <
ε

3
+
ε

3
< ε.

Agora, pelo Lema 2.25 existe uma função contı́nua h definida em [a, b] tal
que h = g exceto em um subconjunto E3 ⊂ [a, b] com m(E3) < ε/3.

Em [a, b] \ (E1 ∪ E2 ∪ E3) temos

|h− f | ≤ |f − φ|+ |φ− g|+ |g − h| = |f − φ| < ε,

portanto,

m({x ∈ [a, b]; |f(x)− h(x)| ≥ ε}) ≤ m(E1 ∪ E2 ∪ E3) <
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.
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No caso em que m ≤ f ≤M em [a, b] o conjunto E1 pode ser tomado como
o vazio e substituı́mos o intervalo [−K,K] pelo intervalo [m,M ]. Os intervalos
Ii, como antes, são tomados todos com o mesmo comprimento, neste caso igual
a (M −m)/n e n é escolhido de modo que (M −m)/n < ε.

A função φ é definida como acima e vê-se que satisfaz m ≤ φ ≤ M . Pelo
Lema 2.27 a função escada f pode ser tomada satisfazendo também m ≤ f ≤
M . Pelo Lema 2.25 a função contı́nua g também pode ser tomada respeitando-se
a a mesma limitação de f .

□

2.3 Os teoremas de Egoroff e de Lusin
O Teorema de Egoroff que veremos a seguir diz que convergência quase sempre
de sequência de funções mensuráveis definidas em um conjunto de medida finita
é quase uma convergência uniforme. Antes de enunciarmos precisamente este
teorema precisamos do seguinte

Lema 2.31 Sejam E um conjunto mensurável de medida finita e fk : E → R
uma sequência de funções mensuráveis que converge quase sempre para f :
E → R. Então, dados ε, η > 0 existem um fechado F contido em E e m0 ∈ N
tais que m(E \ F ) < η e |f(x)− fk(x)| < ε para todos x ∈ F e k ≥ m0.

Demonstração: Seja Z o subconjunto de E de medida nula em que fk não
converge para f .

Dado ε > 0, para cada m ∈ N defina

Em = {x ∈ E; |f(x)− fk(x)| < ε,∀k > m}

= ∩k>m{x ∈ E; |f(x)− fk(x)| < ε} ∈ M .

Temos

• Em ⊂ Em+1

• m(Em) ≤ m(Em+1)
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• E \ Z ⊂ ∪m≥1Em, pois se x ∈ E \ Z então fk(x) → f(x) e, portanto,
existe m ≥ 1 tal que |f(x)− fk(x)| < ε para todo k > m, isto é, x ∈ Em.

Temos

m(E) ≥ m(∪m≥1Em) = lim
m→∞

m(Em) ≥ m(E \Z) = m(E)−m(Z) = m(E),

isto é,
lim
m→∞

m(Em) = m(E) <∞.

Segue que

lim
m→∞

m(E \ Em) = m(E)− lim
m→∞

m(Em) = 0.

Dado η > 0, tome m0 ∈ N tal que m(E \ Em0) < η/2.
Como Em0 é mensurável, existe um fechado F contido em Em0 tal que

m(Em0 \ F ) < η/2.
Portanto, como F ⊂ Em0 ⊂ E temos

m(E \ F ) = m(E \ Em0) +m(Em0 \ F ) < η/2 + η/2 = η

e se x ∈ F ⊂ Em0 então |f(x)− fk(x)| < ε para todo k > m0.
□

Teorema 2.32 (Egoroff) Sejam E um conjunto mensurável de medida finita e
fk : E → R uma sequência de funções mensuráveis que converge quase sempre
para f : E → R. Então, dado ε > 0 existe um fechado F contido em E tal que
m(E \ F ) < ε e fk converge uniformemente para f em F.

Demonstração: Seja ε > 0.
Para cada n ∈ N, pelo Lema 2.31 podemos encontrar um fechado Fn contido

em E e m = m(n, ε) ∈ N tais que

m(E \ Fn) < ε2−n e |f − fk| <
1

n
em Fn, para todo k ≥ m = m(n, ε).

(Obs. O Lema 2.31 foi utilizado aqui com η = ε2−n e o ε (do enunciado do
lema, não o que foi tomado no inı́cio desta demonstração) sendo igual a 1/n.)
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Seja F = ∩n≥1Fn. Dessa forma, F é fechado e contido em E
Dado η > 0 tome n0 ∈ N tal que no > 1/η.
Para todo x ∈ F , temos x ∈ Fn0 . Logo,

|f(x)− fk(x)| <
1

n0

< η, para todo k ≥ m = m(n0, ε),

ou seja, fk converge uniformemente para f em F.
Finalmente,

m(E \ F ) = m(E ∩ (∩n≥1Fn)
c) = m(E ∩ (∪n≥1F

c
n ))

= m(∪n≥1(E ∩ F c
n )) = m(∪n≥1(E \ Fn))

≤
∑
n≥1

m(E \ Fn) <
∑
n≥1

ε2−n = ε.

□
O último teorema que veremos nesta seção é o Teorema de Lusin. Vamos

enunciá-lo, mas sua demonstração será feita após alguns lemas.

Teorema 2.33 (Teorema de Lusin) Sejam E ⊂ R e f : E → R. A fim de que
f seja mensurável é necessário e suficiente que para cada ε > 0 exista fechado
F ⊂ E satisfazendo

1. m∗(E \ F ) < ε

2. f é contı́nua em F .

O próximo resultado é sobre aproximação de funções mensuráveis por fun-
ções simples. Ele tem importância não só na demonstração do Teorema de Lusin
mas também quando formos estudar a integral de Lebesgue.

Lema 2.34 Seja E um subconjunto mensurável.

a) Se f : E → [0,+∞] é mensurável então existe uma sequência de funções
simples (φn) satisfazendo 0 ≤ φ1 ≤ φ2 ≤ · · · ≤ f , φn ↗ f pontual-
mente e, mais ainda, uniformemente sobre qualquer conjunto em que f
for limitada.
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b) Se f : E → R é mensurável então existe uma sequência de funções sim-
ples (φn) satisfazendo 0 ≤ |φ1| ≤ |φ2| ≤ · · · ≤ |f |, φn → f pontual-
mente e, mais ainda, uniformemente sobre qualquer conjunto em que f for
limitada.

Demonstração: a) Para cada inteiro não negativo n e 0 ≤ k ≤ 22n − 1 defina

Ek
n = f−1((k2−n, (k + 1)2−n]),

Fn = f−1((2n,+∞])

e

φn =
22n−1∑
k=0

k2−nχEk
n
+ 2nχFn .

Figura 2.2: φ0 (esquerda) e φ1 – Folland, pág. 47

É claro que φn é simples e satisfaz 0 ≤ φn ≤ f.
Mostremos que φn ≤ φn+1.
Se x ∈ Fn então φn(x) = 2n < 2n+1 e f(x) > 2n. Se f(x) > 2n+1 então

φn+1(x) = 2n+1 e, portanto,

φn(x) = 2n < 2n+1 = φn+1(x).

Caso contrário, temos 2n < f(x) ≤ 2n+1 e assim, existe

k ∈ {22n+1, . . . , 22(n+1) − 1}
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tal que
k2−n−1 < f(x) ≤ (k + 1)2−n−1,

ou seja,
φn+1(x) = k2−n−1 ≥ 22n+12−n−1 = 2n = φn(x).

Logo, φn ≤ φn+1 em Fn.
Agora, se x ∈ Ek

n, k ∈ {0, . . . , 22n − 1} então

k2−n < f(x) ≤ (k + 1)2−n e φn(x) = k2−n.

Reescrevendo,
2k2−n−1 < f(x) ≤ 2(k + 1)2−n−1.

Coloque m = 2k. Assim,

m2−n−1 < f(x) ≤ (m+ 2)2−n−1.

Se f(x) ≤ (m+ 1)2−n−1 então

φn+1(x) = m2−n−1 = k2−n = φn(x).

Se (m+ 1)2−n−1 < f(x) ≤ (m+ 2)2−n−1 então

φn+1(x) = (m+ 1)2−n−1 = (2k + 1)2−n−1 ≥ 2k2−n−1 = k2−n = φn(x).

Se
x ̸∈ Fn ∪ ∪22n−1

k=0 Ek
n = f−1((0,+∞])

então f(x) = 0 e, portanto,

x ̸∈ Fn+1 ∪ ∪22(n+1)−1
k=0 Ek

n+1 = f−1((0,+∞]).

Assim φn(x) = 0 = φn+1(x).
Ou seja, φn é uma sequência crescente (não decrescente).
Passemos agora ao estudo da convergência.
Seja x ∈ E.
Se f(x) = 0 então para todo inteiro não negativo n, x ̸∈ Ek

n para todo
k ∈ {0, . . . , 22n − 1} e x ̸∈ Fn. Logo, φn(x) = 0 = f(x), para todo n ≥ 0. Ou
seja, nesse caso φn(x) → f(x).
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Se 0 < f(x) < +∞ então existe n0 ∈ N tal que 0 < f(x) ≤ 2n0 . Portanto,
para todo n ≥ n0 temos 0 < f(x) ≤ 2n. Dessa forma, para todo n ≥ n0, x ∈ Ek

n

para algum k = k(n) e, portanto,

φn(x) = k2−n < f(x) ≤ (k + 1)2−n = k2−n + 2−n = φn(x) + 2−n.

Logo,
0 ≤ f(x)− φn(x) ≤ 2−n

para todo n ≥ n0 e todo

x ∈ {x ∈ E; f(x) ≤ 2n0},

ou seja, φn(x) → f(x).
Se f(x) = +∞ então x ∈ Fn para todo n. Logo, φn(x) = 2n → +∞ =

f(x).
Finalmente, note que se F ⊂ E é um conjunto onde f é limitada, digamos,

0 ≤ f ≤ M em F , então, tomando n1 tal que M < 2n1 , podemos repetir o
processo acima e obter

0 ≤ f(x)− φn(x) ≤ 2−n

para todo n ≥ n1 e x ∈ F , ou seja, a convergência em F é uniforme (n1 não
depende de x, mas apenas de F e M ).

b) Seja ψn uma sequência de funções simples como no item anterior que
converge para |f |, isto é, 0 ≤ ψn ≤ ψn+1 ≤ |f |, ψn ↗ |f | e a convergência é
uniforme em conjuntos onde f é limitada.

Defina φn = sgn(f)ψn em que o sinal de f , sgn(f) é definido por

sgn(f) = χ{x∈E;f(x)>0} − χ{x∈E;f(x)<0}.

Como f é mensurável, sgn(f) é uma função simples. Como o produto de
funções simples é uma função simples, φn é uma função simples.

Como |φn| = | sgn(f)ψn| = | sgn(f)|ψn = ψn, pois se f(x) = 0 então
ψn(x) = 0 e, consequentemente, φn(x) = 0, temos |φn| ≤ |φn+1|.

Como

|φn − f | = | sgn(f)ψn − f | = | sgn(f)ψn − sgn(f)|f ||
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= | sgn(f)||ψn − |f || = |ψn − |f || = |f | − ψn,

segue que φn → f pontualmente e uniformemente em conjuntos onde f é limi-
tada.

□
O próximo lema diz que as funções simples satisfazem as condições 1 e 2 do

Teorema de Lusin (2.33).

Lema 2.35 Seja f uma função simples definida em um conjunto E. Então, dado
ε > 0 existe um fechado F ⊂ E satisfazendo

1. m(E \ F ) < ε

2. f é contı́nua em F .

Demonstração: Seja f : E → R a função simples dada por

f =
n∑
i=1

αiχEi
, com αi ̸= αj e Ei ∩ Ej = ∅ se i ̸= j, i, j = 1, . . . , n.

Como cada Ej é mensurável, dado ε > 0 existe fechado Fj ⊂ Ej tal que
m(Ej \ Fj) < ε/n.

Seja F = ∪nj=1Fj . F é fechado, contido em E e

m(E \ F ) = m(∪ni=1Ei \ ∪nj=1Fj) ≤ m(∪nj=1(Ej \ Fj)) ≤
n∑
j=1

m(Ej \ Fj) < ε.

Mostremos que f é contı́nua em F .
Sejam x0, xk ∈ F , k ∈ N, tais que xk → x0.
Como os conjuntos Fj são dois a dois disjuntos, existe um único jo tal que

x0 ∈ Fj0 .
Considere o aberto

O =

[
∪nj=1
j ̸=j0

Fj

] c

= ∩nj=1
j ̸=j0

F c
j .
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Como O é uma vizinhança de x0, existe δ > 0 tal que (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ O .
Como xk converge para x0, existe k0 tal que xk ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ O para
todo k ≥ k0. Assim, xk ̸∈ Fj para todo j ̸= j0, qualquer que seja k ≥ k0. Como
xk ∈ F , vemos que xk ∈ Fj0 para todo k ≥ k0 e, portanto, f(xk) = αj0 , para
todo k ≥ k0. Segue que f(xk) converge para αj0 = f(x0). Ou seja, f é contı́nua
em x0.

□
Demonstração do Teorema de Lusin (Teorema 2.33).
Assuma que f seja mensurável. Logo, por definição de função mensurável,

seu domı́nio E é mensurável.
Pelo Lema 2.34 existe uma sequência de funções simples fk que converge

pontualmente para f em E.
Dado ε > 0, pelo Lema 2.35, para cada k existe um fechado Fk ⊂ E tal que

1. m(E \ Fk) < ε2−k−1

2. fk é contı́nua em Fk.

Suponha que E tenha medida finita.
Pelo Teorema de Egoroff (Teorema 2.32) existe um fechado F0 ⊂ E tal que

m(E \ F0) < ε/2 e fk converge uniformemente a f em F0.
Defina F = F0 ∩ ∩∞

k=1Fk. Temos

• F é fechado;

• fk é contı́nua em F pois é contı́nua em Fk ⊃ F ;

• fk → f uniformemente em F .

Segue que f é contı́nua em F (limite uniforme de sequência de funções
contı́nuas é uma função contı́nua).

Como,

E \ F = E ∩ [F0 ∩ ∩∞
k=1Fk]

c = E ∩ [F c
0 ∪ ∪∞

k=1F
c
k ]

= [E ∩ F c
0 ] ∪ [∪∞

k=1E ∩ F c
k ] = [E \ F0] ∪ [∪∞

k=1E \ Fk],
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temos

m(E \ F ) ≤ m(E \ F0) +
∞∑
k=1

m(E \ Fk) <
ε

2
+

∞∑
k=1

ε2−k−1 = ε.

Consideremos agora o caso em que m(E) pode ser ∞.
Para k ∈ N defina

Ek = {x ∈ E; k − 1 ≤ |x| < k} = E ∩ [(−k,−k + 1] ∪ [k − 1, k)].

Cada Ek é mensurável, tem medida finita e Ek ∩ Eℓ = ∅ se k ̸= ℓ.
Pela parte já demonstrada, existe fechado Fk ⊂ Ek tal que m(Ek \ Fk) <

ε2−k e f é contı́nua em Fk.
Coloque F = ∪∞

k=1Fk. Mostremos que F é fechado. Seja x0 ∈ F , isto é, x0
é limite de uma sequência (xk), xk ∈ F .

Tome j ∈ N tal que j − 1 ≤ |x0| < j.
Como xk converge para x0, existe k1 ∈ N tal que se k > k1 então |xk−x0| <

(j − |x0|)/2. Logo, para k > k1

|xk| ≤ |xk − x0|+ |x0| <
j − |x0|

2
+ |x0| =

j + |x0|
2

< j.

Como |x0| ≥ j − 1 > j − 2 temos |x0| − j + 2 > 0. Assim, existe k2 ∈ N
tal que para k > k2 temos |xk − x0| < (|x0| − j + 2)/2. Logo, para k > k2

|xk| ≥ |x0| − |xk − x0| > |x0|+
j − 2− |x0|

2
=
j − 2 + |x0|

2

≥ j − 2 + j − 1

2
= j − 3

2
> j − 2.

Ou seja, para k > k0
.
= max{k1, k2}, j − 2 < |xk| < j.

Como xk ∈ F ⊂ E, segue que, para k > k0, xk ∈ Fj−1 ∪ Fj . Mostremos
que a partir de um ı́ndice temos xk ∈ Fj . Se isto não acontecesse, terı́amos uma
subsequência xkℓ ∈ Fj−1. Logo,

x0 = lim
k→∞

xk = lim
ℓ→∞

xkℓ ∈ Fj−1
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porque Fj−1 é fechado. Portanto, |x0| < j − 1, o que é contraditório. Logo,
xk ∈ Fj para todo k suficientemente grande. Como Fj é fechado e xk converge
para x0, temos x0 = limk→∞ xk ∈ Fj ⊂ F , ou seja, F é fechado.

Temos,

m(E \ F ) = m(E ∩ (∩∞
k=1F

c
k )) = m(∩∞

k=1E ∩ F c
k ) = m(∩∞

k=1E \ Fk)

= m(∩∞
k=1(∪∞

ℓ=1Eℓ) \ Fk) = m(∩∞
k=1 ∪∞

ℓ=1 ( Eℓ \ Fk))

≤ m(∪∞
ℓ=1( Eℓ \ Fℓ)) ≤

∞∑
k=1

m(Eℓ \ Fℓ) < ε
∞∑
k=1

2−ℓ = ε.

Para ver que f é contı́nua em F , tome x0, xk ∈ F de modo que xk tenda a x0.
Procedendo como na demonstração de que F é fechado, encontramos j ≥ 1 e
um k′ ≥ 1 tais que x0, xk ∈ Fj se k ≥ k′. Como f é contı́nua em Fj , a sequência
f(xk) converge para f(x0), isto é, f é contı́nua em x0, ou seja, f é contı́nua em
F .

Reciprocamente, suponha que para cada ε > 0 exista fechado F ⊂ E satis-
fazendo

1. m∗(E \ F ) < ε

2. f é contı́nua em F .

A condição 1 implica que E é mensurável.
Tomando ε = 1/k, k ∈ N obtemos fechados Fk ⊂ E tais que m(E \ Fk) <

1/k e f é contı́nua em Fk.
Sejam H = ∪∞

k=1Fk ∈ Fσ e Z = E \ H . O conjunto Z tem medida zero
pois para todo k ∈ N,

m(Z) = m(E \H) ≤ m(E \ Fk) <
1

k
.

Dado α ∈ R

{x ∈ E; f(x) > α} = {x ∈ H; f(x) > α} ∪ {x ∈ Z; f(x) > α}

= [∪∞
k=1{x ∈ Fk; f(x) > α}] ∪ {x ∈ Z; f(x) > α}.
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O conjunto {x ∈ Z; f(x) > α} é mensurável pois está contido em Z que
tem medida nula.

Como f é contı́nua em Fk, existe um aberto Ok tal que

{x ∈ Fk; f(x) > α} = Fk ∩ Ok ∈ M .

Desta forma, {x ∈ E; f(x) > α} ∈ M , ou seja, f é mensurável.
□
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Capı́tulo 3

Integração

A abordagem que usaremos para definir a integral de Lebesgue é como está no
livro Real Analysis - Modern Techniques and Their Applications, de Gerald B.
Folland, 2nd ed., John Wiley & Son, Inc., (1999), 386 páginas.

No livro capı́tulo 4 do Royden mencionado anteriormente define-se a integral
de Lebesgue primeiro para funções limitadas definidas em conjuntos de medida
finita e, posteriormente, os casos mais gerais.

Ao final, as duas definições de integral Lebesgue coincidem.

3.1 Integração de funções mensuráveis não negati-
vas

Seja E um conjunto mensurável. Defina

L+(E) = {f : E → [0,∞]; f é mensurável}.

Definição 3.1 Se φ é uma função simples emE que na sua forma normal é dada
por

φ =
n∑
j=1

ajχEj
(3.2)

71
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aj ≥ 0, j = 1, . . . , n, definimos sua integral (de Lebesgue) como sendo∫
E

φ
.
=

∫
E

φdx
.
=

∫
E

φ(x) dx
.
=

n∑
j=1

ajm(Ej) ∈ [0,∞],

em que se convenciona 0 · ∞ = 0.

Essa convenção serve, por exemplo, para que a integral da função nula defi-
nida em R (φ = 0χR) seja zero.

No caso em que o conjunto E estiver claro, podemos escrever simplesmente∫
ao invés de

∫
E
.

Observação 3.3 Lembre que na forma normal da função simples é pedido que,
com a notação acima, ai ̸= aj se i ̸= j. Vejamos como fica a integral de φ dada
por (3.2) se ela estiver escrita como

φ =
m∑
i=1

biχFi
, bi ≥ 0, (3.4)

pedindo-se apenas que Fi ∩ Fj = ∅ se i ̸= j. Ou seja, podemos ter bi0 = bi1
mesmo que i0 ̸= i1.

Para cada i = 1, . . . , n, temos

φ−1({ai}) = Ei = ∪̇j∈{1,...,m}
bj=ai

Fj

e, assim,
m(Ei) =

∑
j∈{1,...,m}
bj=ai

m(Fj)

∫
E

φ =
n∑
i=1

aim(Ei) =
n∑
i=1

ai
∑

j∈{1,...,m}
bj=ai

m(Fj) =
n∑
i=1

∑
j∈{1,...,m}
bj=ai

aim(Fj)

=
n∑
i=1

∑
j∈{1,...,m}
bj=ai

bjm(Fj) =
m∑
j=1

bjm(Fj).
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Dessa forma, poderı́amos ter definido a integral de φ ≥ 0 como em (3.4) como∫
E

φ =
m∑
i=1

bim(Fi),

lembrando que Fi ∩ Fj = ∅ se i ̸= j.

Se A ⊂ E é mensurável e φ ≥ 0 é simples, também definimos∫
A

φ =

∫
E

φχA.

Em particular, ∫
A

1 =

∫
E

χA = 1m(A) = m(A).

Proposição 3.5 Sejam φ, ψ ∈ L+(E) funções simples. Tem-se

a) Se c ≥ 0 então
∫
cφ = c

∫
φ.

b)
∫
(φ+ ψ) =

∫
φ+

∫
ψ.

c) Se φ ≤ ψ então
∫
φ ≤

∫
ψ.

Demonstração:
a) O caso c = 0 é trivial.
Suponha que c > 0. Escreva φ =

∑n
j=1 ajχEj

na forma normal. Temos
cφ =

∑n
j=1 cajχEj

e∫
cφ =

n∑
j=1

cajm(Ej) = c
n∑
j=1

ajm(Ej) = c

∫
φ.

b) Escreva φ e ψ na forma normal:

φ =
n∑
j=1

ajχEj
e ψ =

m∑
k=1

bkχFk
.
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Como E = ∪̇nj=1Ej = ∪̇mk=1Fk, obtemos as seguintes reuniões disjuntas

Ej = ∪mk=1(Ej ∩ Fk) e Fk = ∪nj=1(Ej ∩ Fk).

Temos ∫
φ+

∫
ψ =

n∑
j=1

ajm(Ej) +
m∑
k=1

bkm(Fk)

=
n∑
j=1

m∑
k=1

ajm(Ej ∩ Fk) +
m∑
k=1

n∑
j=1

bkm(Ej ∩ Fk) =

=
n∑
j=1

m∑
k=1

(aj + bk)m(Ej ∩ Fk) =
∫ n∑

j=1

m∑
k=1

(aj + bk)χEj∩Fk
=

∫
(φ+ ψ),

poisEj∩Fk são dois a dois disjuntos e, dessa forma, podemos utilizar o resultado
que foi comentado na Observação 3.3.

c) Usaremos a notação da demonstração do item anterior.
Note que se φ ≤ ψ então aj ≤ bk sempre que Ej ∩ Fk ̸= ∅. Como m(Ej ∩

Fk) = 0 se Ej ∩ Fk = ∅ então∫
φ =

n∑
j=1

m∑
k=1

ajm(Ej ∩ Fk) ≤
n∑
j=1

m∑
k=1

bkm(Ej ∩ Fk) =
∫
ψ.

□

Observação 3.6 Seja φ =
∑n

i=1 aiχEi
uma função simples em L+(E), sem

a necessidade que os conjuntos (mensuráveis) Ei sejam dois a dois disjuntos.
Colocando φi = aiχEi

, i = 1, . . . , n, temos φ =
∑n

i=1 φi. Pelo item (b) da
Proposição 3.5 temos ∫

φ =
n∑
i=1

aim(Ei).

Definição 3.7 Seja f ∈ L+(E). A integral de f em E é definida por∫
E

f
.
=

∫
E

f dx
.
=

∫
E

f(x) dx
.
= sup

{∫
E

φ;φ é simples e 0 ≤ φ ≤ f

}
.
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No caso em que E estiver subentendido podemos suprimi-lo da notação.
Se A ⊂ E é mensurável definimos∫

A

f =

∫
E

fχA.

Se f ∈ L+(E) usaremos a notação

Sf =

{∫
E

φ;φ é simples e 0 ≤ φ ≤ f

}
.

Com isso,
∫
f = supSf .

Observação 3.8 O item (c) da Proposição 3.5 garante que as definições 3.1 e
3.7 coincidem quando f ≥ 0 é uma função simples.

Proposição 3.9 Sejam f, g ∈ L+(E). Temos

a) Se c ≥ 0 então
∫
cf = c

∫
f .

b) Se f ≤ g então
∫
f ≤

∫
g.

Demonstração:
a) Se c = 0 é trivial.
Suponha c > 0. Seja φ ∈ L+(E) simples. Se 0 ≤ φ ≤ cf então 0 ≤ φ/c ≤

f . Logo, ∫
φ =

∫
c(φ/c) = c

∫
φ/c ≤ c

∫
f

e, portanto, ∫
cf ≤ c

∫
f.

Por outro lado,

c

∫
f = c

∫
1

c
· cf ≤ c · 1

c

∫
cf =

∫
cf.

b) Como toda φ ∈ L+(E) simples satisfazendo 0 ≤ φ ≤ f também satisfaz
0 ≤ φ ≤ g, segue que Sf ⊂ Sg. Logo,

∫
f ≤

∫
g.

□
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Corolário 3.10 (Desigualdade de Tchebyshev) Se f ∈ L+(E) e α > 0 então

m({x ∈ E; f(x) > α}) ≤ 1

α

∫
f.

Demonstração: Se
A = {x ∈ E; f(x) > α}

então αχA ≤ f .
Segue que

m({x ∈ E; f(x) > α}) = m(A) =

∫
χA ≤ 1

α

∫
f.

□

Teorema 3.11 (Teorema da Convergência Monótona) Se fn ∈ L+(E) é uma
sequência crescente que converge para f : E → [0,+∞] então∫

f =

∫
lim
n→∞

fn = lim
n→∞

∫
fn.

Demonstração: Como a sequência (fn) é mensurável e não negativa, seu
limite também é mensurável e não negativo. Além do mais, fn ≤ f e, pelo item
(b) da Proposição 3.9,

∫
fn ≤

∫
f.

Seja

an =

∫
fn ∈ [0,+∞].

Como (fn) é crescente, a sequência (an) também é crescente pelo item (b) da
Proposição 3.9.

Seja

a = lim
n→∞

an = lim
n→∞

∫
fn ∈ [0,+∞].

Note que a ≤
∫
f .

Fixe α ∈ (0, 1) e tome φ simples satisfazendo 0 ≤ φ ≤ f . Para cada n ∈ N
defina,

En = {x ∈ E; fn(x) ≥ αφ(x)}.
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Temos En ⊂ En+1.
Dado x ∈ E, existe n0 tal que f(x) ≥ fn0(x) ≥ αφ(x). Para ver isto,

observe que se φ(x) = 0 ou f(x) = ∞ então podemos tomar n0 = 1. Agora, se
φ(x) > 0 e f(x) for finito então

αφ(x) < φ(x) ≤ f(x)

e n0 é obtido pelo fato de

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = sup
n
fn(x).

Portanto,
E = ∪∞

n=1En.

Como fn ≥ fnχEn temos∫
E

fn ≥
∫
E

fnχEn =

∫
En

fn ≥ α

∫
En

φ = α

∫
E

φχEn . (3.12)

Escrevendo φ na forma normal,

φ =
N∑
j=1

αjχAj
,

temos∫
E

φχEn =

∫
E

N∑
j=1

αjχAj∩En =
N∑
j=1

αjm(Aj ∩ En)
n→∞−→

N∑
j=1

αjm(Aj) =

∫
E

φ,

(3.13)
pois Aj ∩ En é crescente (em n),

∪∞
n=1Aj ∩ En = Aj ∩ ∪∞

n=1En = Aj ∩ E = Aj

e, portanto,
lim
n→∞

m(Aj ∩ En) = m(Aj).
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Segue de (3.12) e (3.13) que

α

∫
E

φ = α lim
n→∞

∫
E

φχEn ≤ lim
n→∞

∫
E

fn = a, para todo α ∈ (0, 1).

Fazendo α → 1− obtemos ∫
E

φ ≤ lim
n→∞

∫
E

fn,

para toda função simples φ, 0 ≤ φ ≤ f .
Portanto, ∫

E

f = supSf ≤ lim
n→∞

∫
E

fn ≤
∫
E

f.

□

Proposição 3.14 Se f, g ∈ L+(E) então∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g.

Demonstração: Pelo Lema 2.34 existem sequências crescentes de funções
simples não negativas (φn) e (ψn) tais que φn ↗ f e ψn ↗ g. Consequente-
mente, φn + ψn ↗ f + g.

Segue do Teorema da Convergência Monótona que∫
f +

∫
g = lim

n→∞

∫
φn + lim

n→∞

∫
ψn = lim

n→∞

[∫
φn +

∫
ψn

]

= lim
n→∞

∫
[φn + ψn] =

∫
(f + g).

□

Teorema 3.15 Se fn ∈ L+(E) e f =
∑∞

n=1 fn então∫
f =

∫ ∞∑
n=1

fn =
∞∑
n=1

∫
fn.
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Demonstração: Seja

sN =
N∑
n=1

fn.

Temos sN ∈ L+(E), sN ≤ sN+1 e sN ↗ f.
Segue da Proposição 3.14 que∫

sN =
N∑
n=1

∫
fn.

Usando o Teorema da Convergência Monótona podemos concluir que∫
f =

∫
lim
N→∞

sN = lim
N→∞

∫
sN = lim

N→∞

N∑
n=1

∫
fn =

∞∑
n=1

∫
fn.

□

Corolário 3.16 Sejam f ∈ L+(E) e En ⊂ E, n ∈ N, mensuráveis e dois a dois
disjuntos. Então ∫

∪∞
n=1En

f =
∞∑
n=1

∫
En

f.

Demonstração: Seja fn = fχEn . Temos

∞∑
n=1

fn =
∞∑
n=1

fχEn = f
∞∑
n=1

χEn = fχ∪∞
n=1En .

Pelo Teorema 3.15∫
∪∞
n=1En

f =

∫
fχ∪∞

n=1En =

∫ ∞∑
n=1

fn =
∞∑
n=1

∫
fn

=
∞∑
n=1

∫
fχEn =

∞∑
n=1

∫
En

f.
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□
O Corolário 3.16 mostra que se f ∈ L+(E) então

µ(A) =

∫
A

f, A ∈ M (3.17)

define uma medida na σ-álgebra dos conjuntos Lebesgue mensuráveis, isto é,
µ(∅) = 0 e se An ∈ M , n ∈ N, são dois a dois disjuntos então

µ(∪∞
n=1An) =

∞∑
n=1

µ(An).

Proposição 3.18 Seja f ∈ L+(E). Então
∫
f = 0 se e somente se f = 0 quase

sempre.

Demonstração: Se f é simples e escrita na forma normal

f =
n∑
j=1

ajχEj

então ∫
f = 0 ⇔

n∑
j=1

ajm(Ej) = 0 ⇔ ajm(Ej) = 0, j = 1, . . . , n

⇔ aj = 0 ou m(Ej) = 0, j = 1, . . . , n⇔ f = 0 q.s.,

pois
{x ∈ E; f(x) ̸= 0} = ∪nj=1

aj ̸=0

Ej.

Vejamos agora o caso em que f ∈ L+(E).
Para cada n ∈ N defina

Fn = {x ∈ E; f(x) > 1/n}.

Temos
{x ∈ E; f(x) ̸= 0} = {x ∈ E; f(x) > 0} = ∪∞

n=1Fn.
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Suponha que
∫
f = 0. Se para algum n0 ∈ N tivéssemos m(Fn0) > 0 então,

como
1

n0

χFn0
≤ f,

terı́amos
0 <

1

n0

m(Fn0) =

∫
1

n0

χFn0
≤
∫
f = 0,

uma contradição. Logo, m(Fn) = 0 para todo n ∈ N. Daı́,

m({x ∈ E; f(x) ̸= 0}) = m(∪∞
n=1Fn) = 0,

isto é, f = 0 quase sempre.
Reciprocamente, se f = 0 quase sempre então para toda função simples φ

satisfazendo 0 ≤ φ ≤ f temos φ = 0 quase sempre pois

{x ∈ E;φ(x) ̸= 0} ⊂ {x ∈ E; f(x) ̸= 0}.

Dessa forma, Sf = {0} e, portanto,
∫
f = 0.

□

Corolário 3.19 Se f, g ∈ L+(E) e f = g quase sempre então
∫
f =

∫
g.

Demonstração: Sejam A = {x ∈ E; f(x) > g(x)} e B = {x ∈ E; f(x) <
g(x)}. Temos A ∩B = ∅ e m(A) = m(B) = 0 pois

A ∪B = {x ∈ E; f(x) ̸= g(x)},

que tem medida nula.
Note que fχA, fχB, gχA, gχB ∈ L+(E) são iguais a zero quase sempre e,

portanto, suas integrais são nulas.
Como E = A∪̇B∪̇(E \ (A ∪B)) e fχE\(A∪B) = gχE\(A∪B), temos∫
E

f =

∫
E

[fχA + fχB + χE\(A∪B)] =

∫
E

fχA +

∫
E

fχB +

∫
E

fχE\(A∪B)

=

∫
E

fχE\(A∪B) =

∫
E

gχE\(A∪B)
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=

∫
E

gχA +

∫
E

gχB +

∫
E

gχE\(A∪B) =

∫
E

g.

□
Vale a seguinte versão mais forte do Teorema da Convergência Monótona.

Corolário 3.20 Se fn ∈ L+(E) é uma sequência crescente que converge quase
sempre para f : E → [0,+∞] então∫

f =

∫
lim
n→∞

fn = lim
n→∞

∫
fn.

Demonstração: Seja

A = {x ∈ E; fn(x) ↗ f(x)}.

Por hipótese, m(E \ A) = 0.
Sejam g = fχA ∈ L+(E) e gn = fnχA ∈ L+(E). Temos g = f q. s.,

gn ≤ gn+1 e gn ↗ fχA = g.
Pelo Teorema da Convergência Monótona∫

g = lim
n→∞

∫
gn.

Assim, como fχE\A = 0 q. s. e fnχE\A = 0 q. s., pela Proposição 3.18∫
f =

∫
f(χA + χE\A) =

∫
fχA +

∫
fχE\A =

∫
fχA =

∫
g

= lim
n→∞

∫
gn = lim

n→∞

∫
fnχA = lim

n→∞

[∫
fnχA +

∫
fnχE\A

]
=

= lim
n→∞

∫ [
fnχA + fnχE\A

]
= lim

n→∞

∫
fn.

□

Lema 3.21 (Lema de Fatou) Dada uma sequência de funções fn ∈ L+(E),
tem-se ∫

lim inf
n→∞

fn ≤ lim inf
n→∞

∫
fn.
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Demonstração: Para qualquer k ∈ N temos

inf
n≥k

fn ≤ fj, para todo j ≥ k.

Portanto, ∫
inf
n≥k

fn ≤
∫
fj, para todo j ≥ k,∫

inf
n≥k

fn ≤ inf
j≥k

∫
fj. (3.22)

Coloque
gk

.
= inf

n≥k
fn.

Temos gk ≤ gk+1 e

lim
k→∞

gk = lim
k→∞

inf
n≥k

fn = lim inf
n→∞

fn.

Assim, aplicando o Teorema da Convergência Monótona à sequência (gk)∫
lim inf
n→∞

fn =

∫
lim
k→∞

gk = lim
k→∞

∫
gk = lim

k→∞

∫
inf
n≥k

fn

(3.22)
≤ lim

k→∞
inf
j≥k

∫
fj = lim inf

j→∞

∫
fj.

□

Corolário 3.23 Dada uma sequência de funções fn ∈ L+(E) que converge
quase sempre para f : E → [0,+∞] tem-se∫

f ≤ lim inf
n→∞

∫
fn.

Demonstração: Seja

A = {x ∈ E; fn(x) → f(x)}.

Por hipótese, m(E \ A) = 0.
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Sejam g = fχA ∈ L+(E) e gn = fnχA ∈ L+(E). Temos g = f q. s. e
gn → fχA = g.

Pelo Lema de Fatou∫
f =

∫
g =

∫
lim
n→∞

gn ≤ lim inf
n→∞

∫
gn = lim inf

n→∞

∫
fn.

□

Proposição 3.24 Seja E ∈ M . Se f ∈ L+(E) e
∫
f < ∞ então {x; f(x) =

∞} tem medida nula, isto é, f é finita quase sempre.

Demonstração:
Seja Z .

= {x ∈ E; f(x) = ∞}. Para todo n ∈ N temos nχZ ≤ f .
Se m(Z) ∈ (0,∞] então

∞ = lim
n→∞

nm(Z) = lim
n→∞

∫
nχZ ≤

∫
f,

uma contradição. Portanto, Z = {x ∈ E; f(x) = ∞} tem medida nula.
□

Vejamos agora em que caso podemos definir a integral de uma função men-
surável.

Dado −∞ ≤ a ≤ +∞ usaremos a seguinte notação a+ = max{a, 0} e
a− = max{−a, 0}. Temos a+, a− ≥ 0, a = a+ − a− e |a| = a+ + a−.

Dada uma função f : E → [−∞,+∞] definimos f+, f− : E → [0,+∞]
por f+(x) = (f(x))+ e f−(x) = (f(x))−, x ∈ E. Claramente, f+ − f− = f
e f+ + f− = |f |. Também é evidente que se f for mensurável então f+ e f−

também são.

Definição 3.25 Sejam E ⊂ R e f uma função mensurável definida em E a
valores reais estendidos. Dizemos que a integral de f existe se pelo menos uma
das integrais

∫
f+ ou

∫
f− for finita. Neste caso, a integral de f em E definida

por ∫
E

f
.
=

∫
E

f dx
.
=

∫
E

f(x) dx =

∫
E

f+ −
∫
E

f− ∈ [−∞,+∞].
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Se A ⊂ E é mensurável e uma das integrais
∫
(fχA)

+ =
∫
f+χA ou∫

(fχA)
− =

∫
f−χA for finita definimos∫

A

f
.
=

∫
E

fχA

Quando o conjunto E estiver subentendido podemos omiti-lo da notação da
integral.

Definição 3.26 Sejam E ⊂ R mensurável e f uma função mensurável definida
em E a valores reais estendidos. Se as duas integrais

∫
f+ e

∫
f− são finitas

diremos que f é integrável.

Observação 3.27 Note que se f é integrável então |f | = f+ + f− é integrável
pois |f |+ = f+ + f− e |f |− = 0. Reciprocamente, se |f | é integrável então f é
integrável pois 0 ≤ f± ≤ |f |.

O conjunto das funções mensuráveis a valores reais definidas em E que são
integráveis será denotado por L 1(E).

Segue da Observação 3.27 que se f : E → R é mensurável então f ∈ L 1(E)
se e somente se |f | ∈ L 1(E).

Proposição 3.28 L 1(E) é um espaço vetorial e f 7→
∫
f é um funcional linear

definido em L 1(E).

Demonstração: Sejam f, g ∈ L 1(E) e a, b ∈ R. Temos∫
|af + bg| ≤ |a|

∫
|f |+ |b|

∫
|g| <∞.

Portanto, af + bg ∈ L 1(E).
Como

[af ]± =


af± se a ≥ 0

|a|f∓ se a < 0

,
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obtemos

∫
af =

∫
[af ]+ −

∫
[af ]− =


∫
af+ −

∫
af− se a ≥ 0

∫
|a|f− −

∫
|a|f+ se a < 0

=


a
[∫
f+ −

∫
f−] se a ≥ 0

−|a|
[∫
f+ −

∫
f−] se a < 0

= a

∫
f.

Seja h .
= f + g. Temos

h+ − h− = f+ − f− + g+ − g−

h+ + f− + g− = h− + f+ + g+∫
h+ +

∫
f− +

∫
g− =

∫
h− +

∫
f+ +

∫
g+

e, como cada integral acima é finita (lembre que h = f + g ∈ L 1 pelo que já
mostramos), temos ∫

(f + g) =

∫
h

def
=

∫
h+ −

∫
h−

=

∫
f+ −

∫
f− +

∫
g+ −

∫
g− =

∫
f +

∫
g.

□

Proposição 3.29 Se f ∈ L 1(E) então |
∫
f | ≤

∫
|f |.

Demonstração:

|
∫
f | = |

∫
f+ −

∫
f−| ≤

∫
f+ +

∫
f− =

∫
(f+ + f−) =

∫
|f |.

□
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Corolário 3.30 Se f, g ∈ L 1(E) são iguais quase sempre então
∫
f =

∫
g.

Demonstração: Note que a função |f − g| é igual a zero quase sempre. Por-
tanto, pelas proposições 3.29 e 3.18 obtemos

|
∫
f −

∫
g| = |

∫
(f − g)| ≤

∫
|f − g| = 0.

□

Proposição 3.31 Seja X ∈ M . Se f, g ∈ L 1(X) são equivalentes:

a) Para todo E ∈ M , E ⊂ X , tem-se
∫
E
f =

∫
E
g.

b)
∫
X
|f − g| = 0.

c) f = g quase sempre.

Demonstração: Seja h = f−g.O resultado a ser mostrado é que as seguintes
afirmações são equivalentes:

A) Para todo E ∈ M tem-se
∫
E
h = 0.

B)
∫
X
|h| = 0.

C) h = 0 quase sempre.

Pela Proposição 3.18 segue que (B) é equivalente a |h| = 0 quase sempre que é
o mesmo que (C).

Mostremos que (B) ⇒ (A).
Dado E ∈ M temos ∣∣∣∣∫

E

h

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|h| ≤
∫
X

|h| = 0.

Mostremos que (A) ⇒ (C).
Suponha que (C) seja falso, isto é, h não é igual a zero quase sempre. Logo

existe F ∈ M tal que m(F ) > 0 e h(x) ̸= 0 para todo x ∈ F.
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Note que h+ e h− não podem ser ambas iguais a zero quase sempre em F .
Vamos supor que h+ não é nula quase sempre em F . Dessa forma, existeH ⊂ F ,
H ∈ M tal que m(H) > 0 e h+ > 0 em H; portanto, h− = 0 em H .

Temos

H = {x ∈ H;h+(x) > 0} = ∪∞
n=1{x ∈ H;h+(x) > 1/n}.

Como m(H) > 0, existe n ∈ N tal que

m({x ∈ H;h+(x) > 1/n}) > 0.

Coloque
Hn

.
= m({x ∈ H;h+(x) > 1/n}.

Temos∫
Hn

h =

∫
Hn

(h+ − h−) =

∫
Hn

h+ ≥ 1

n

∫
Hn

dx =
1

n
m(Hn) > 0,

portanto,
∫
Hn
h ̸= 0, contradizendo (A) com E = Hn ∈ M .

□
Vejamos a seguir um dos principais teoremas da Análise

Teorema 3.32 (Teorema da Convergência Dominada) Dadas uma sequência
de funções mensuráveis fn : E → R que converge quase sempre para uma
função f e uma função g ∈ L 1(E) satisfazendo |fn| ≤ g quase sempre para
todo n ∈ N, tem-se que f ∈ L 1(E) e

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f.

Demonstração:
Mostremos primeiramente o resultado supondo que fn converge em todos os

pontos de E para f e que |fn| ≤ g em E. Note que fn ∈ L 1(E).
Como g + fn ≥ 0 e g − fn ≥ 0, pelo Lema de Fatou obtemos

∫
g +

∫
f =

∫
(g + f) =

∫
lim
n→∞

(g + fn) ≤ lim inf
n→∞

∫
(g + fn)
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=

∫
g + lim inf

n→∞

∫
fn,

ou seja, ∫
f ≤ lim inf

n→∞

∫
fn. (3.33)

Também,∫
g −

∫
f =

∫
(g − f) =

∫
lim
n→∞

(g − fn) ≤ lim inf
n→∞

∫
(g − fn)

=

∫
g − lim sup

n→∞

∫
fn,

ou seja,

lim sup
n→∞

∫
fn ≤

∫
f. (3.34)

Combinando (3.33) e (3.34),

lim sup
n→∞

∫
fn ≤

∫
f ≤ lim inf

n→∞

∫
fn,

isto é,

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f.

Para o caso geral, considere

Z = {x ∈ E; fn(x) ̸→ f(x)} ∪ ∪∞
n=1{x ∈ E; |fn(x)| > g(x)}.

Pelas hipóteses, m(Z) = 0. Coloque A = E \ Z.
Se definirmos f̃ = fχA, f̃n = fnχA e g̃ = gχA então teremos para todo

x ∈ E,
lim
n→∞

f̃n(x) = f̃(x) e |f̃n(x)| ≤ g̃(x). (3.35)

Portanto,
|f̃(x)| ≤ g̃(x) para todo x ∈ E. (3.36)

Claramente valem as seguintes igualdades quase sempre: fn = f̃n, f = f̃ e
g = g̃.



90 CAPÍTULO 3. INTEGRAÇÃO

Como pelo Corolário 3.30 temos∫
E

fn =

∫
E

f̃n e
∫
E

f =

∫
E

f̃ ,

segue do que já foi demonstrado que
□

Exemplo 3.37 Considere a sequência fn = χ[−n,n] ∈ L 1(R). Note que

fn → f ≡ 1 ̸∈ L 1(R).

Isto acontece porque não existe g ∈ L 1(R) tal que |fn| ≤ g, para todo n ∈ N.

Corolário 3.38 (Teorema da Convergência Limitada) Seja E ⊂ R um con-
junto de medida finita. Dadas uma sequência de funções fn ∈ L 1(E) que
converge quase sempre para uma função f e uma constante M ≥ 0 satisfazendo
|fn| ≤M para todo n ∈ N, tem-se que f ∈ L 1(E) e

lim
n→∞

∫
E

fn =

∫
E

f.

Demonstração:
Basta tomar g = M ∈ L 1(E) e aplicar o Teorema da Convergência Domi-

nada.
□

A próxima proposição pode ser vista como uma certa continuidade da medida
definida em 3.17 no caso em que f ≥ 0 é integrável.

Proposição 3.39 Seja f ∈ L 1(E). Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que para todo
A ⊂ E, A ∈ M , com m(A) < δ tem-se

0 ≤
∫
A

|f | < ε.
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Demonstração:
Defina a sequência de funções mensuráveis

gn(x) = min{|f(x)|, n} =


|f(x)| se |f(x)| ≤ n

n caso contrário
.

É fácil ver que a sequência é crescente e gn ↗ |f |.
Pelo Teorema da Convergência Monótona

lim
n→∞

∫
E

gn =

∫
E

|f | <∞.

Assim, dado ε > 0 existe N ∈ N tal que∫
E

gN >

∫
E

|f | − ε

2
,

isto é, ∫
E

(|f | − gN) <
ε

2
.

Tome 0 < δ < ε/(2N). Se A ⊂ E é mensurável e m(A) < δ então∫
A

|f | =
∫
A

(|f | − gN) +

∫
A

gN ≤
∫
E

(|f | − gN) +

∫
A

gN

<
ε

2
+Nm(A) <

ε

2
+Nδ <

ε

2
+
ε

2
= ε.

□

Definição 3.40 Seja I um intervalo. Uma função f : I → R é absolutamente
contı́nua se para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que se [an, bn] ⊂ I e In = (an, bn),
n ∈ N, são intervalos abertos dois a dois disjuntos satisfazendo

∑∞
n=1 ℓ(In) < δ

então
∞∑
n=1

|f(bn)− f(an)| < ε.
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Exercı́cio 3.41 Mostre que toda função absolutamente contı́nua é uniformemen-
te contı́nua.

Definição 3.42 Sejam f ∈ L 1(R) e a ∈ R. Para x ∈ R defina Fa
.
= F : R →

R por

F (x)
.
=

∫ x

a

f(t) dt =


∫
[a,x]

f se x ≥ a

−
∫
[x,a]

f se x < a

.

Exercı́cio 3.43 Se F é como acima, mostre que

F (y)− F (x) =

∫ y

x

f(t) dt.

Corolário 3.44 Se f : R→ R é integrável e a ∈ R então

F (x) =

∫ x

a

f(t) dt

é absolutamente contı́nua.

Demonstração: Dado ε > 0 tome δ > 0 como na Proposição 3.39.
Se In = (an, bn), n ∈ N, são intervalos abertos dois a dois disjuntos satisfa-

zendo
∑∞

n=1 ℓ(In) < δ então

∞∑
n=1

|F (bn)− F (an)| =
∞∑
n=1

|
∫
(an,bn]

f | =
∞∑
n=1

|
∫
(an,bn)

f |

≤
∞∑
n=1

∫
(an,bn)

|f | =
∫
∪∞
n=1(an,bn)

|f | < ε,

pois

m(∪∞
n=1(an, bn)) =

∞∑
n=1

ℓ(In) < δ.

□
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Teorema 3.45 Seja f ∈ L 1([a, b]). Dado ε > 0 existem uma função simples φ,
uma função escada ψ e uma função contı́nua g definidas em [a, b] tais que∫

|f − φ| < ε,

∫
|f − ψ| < ε e

∫
|f − g| < ε.

Demonstração: Podemos supor nos três casos que f ≥ 0 pois, para quaisquer
funções integráveis h1 h2 tem-se∫

|f − (h1 − h2)| ≤
∫

|f+ − h1|+
∫

|f− − h2|,

ou seja, prova-se o teorema para f± e a desigualdade acima mostra que o re-
sultado é válido para f pois diferença de funções simples é função simples,
diferença de funções escadas é função escada e diferença de funções contı́nuas é
função contı́nua.

Suponha que tenhamos provado o teorema para funções de L 1([a, b]) que
sejam não negativas e limitadas.

Dada f ∈ L 1([a, b]) não negativa defina fn = min{f, n}, n ∈ N. Temos
fn ∈ L 1([a, b]), 0 ≤ fn ≤ n, fn ≤ fn+1 e fn ↗ f .

Segue do Teorema da Convergência Monótona que∫
|f − fn| =

∫
(f − fn) =

∫
f −

∫
fn → 0.

Dessa forma, dado ε > 0 existe N ∈ N tal que∫
|f − fN | <

ε

2
.

Sejam φ, ψ e g, respectivamente, simples, escada e contı́nua satisfazendo∫
|fN − φ| < ε

2
,

∫
|fN − ψ| < ε

2
e

∫
|fN − g| < ε

2
.

Segue que ∫
|f − φ| ≤

∫
|f − fN |+

∫
|fN − φ| < ε,
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|f − ψ| ≤

∫
|f − fN |+

∫
|fN − ψ| < ε

e ∫
|f − g| ≤

∫
|f − fN |+

∫
|fN − g| < ε.

Para finalizar, mostremos agora que o resultado é válido se f ∈ L 1([a, b]) é
não negativa e limitada.

Pelo Lema 2.34 existe uma sequência crescente de funções simples φn defi-
nidas em [a, b] tais que 0 ≤ φn ≤ f e φn ↗ f (uniformemente) em [a, b].

Existência da função simples:
Pelo Teorema da Convergência Monótona,∫

f = lim
n→∞

∫
φn.

Como f é integrável, dado ε > 0 existe N ∈ N tal que

0 ≤
∫
f −

∫
φN < ε,

isto é, ∫
|f − φN | =

∫
f −

∫
φN < ε.

Existência da função escada:
Dado ε > 0, pela demonstração do item anterior existe uma função simples

0 ≤ φ ≤ f tal que ∫
|f − φ| < ε

2
.

Coloque ε′ = ε/2(1 + b − a + 2 sup f). Pelo Lema 2.27 existe uma função
escada ψ definida em [a, b] tal que

m({x ∈ [a, b];ψ(x) ̸= φ(x)}) < ε′

e 0 ≤ ψ ≤ maxφ ≤ sup f.
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Note que

m({x ∈ [a, b]; |ψ(x)− φ(x)| ≥ ε′}) ≤ m({x ∈ [a, b];ψ(x) ̸= φ(x)}) < ε′.

Temos ∫
|f − ψ| ≤

∫
|f − φ|+

∫
|φ− ψ| < ε

2
+

∫
|φ− ψ|

=
ε

2
+

∫
{x;|ψ(x)−φ(x)|≥ε′}

|φ− ψ|︸ ︷︷ ︸
≤2 sup f

+

∫
{x;|ψ(x)−φ(x)|<ε′}

|φ− ψ|︸ ︷︷ ︸
<ε′

≤ ε

2
+ (2 sup f)m({x ∈ [a, b]; |ψ(x)− φ(x)| ≥ ε′})

+ ε′m({x; |ψ(x)− φ(x)| < ε′})

≤ ε

2
+ (2 sup f)ε′ + ε′(b− a) =

ε

2
+ ε′[2 sup f + b− a]

=
ε

2
+

ε[2 sup f + b− a]

2(1 + b− a+ 2 sup f)
=
ε

2

[
1 +

2 sup f + b− a

2(1 + b− a+ 2 sup f)

]
≤ ε

2
· 3
2
=

3ε

4
< ε.

Existência da função contı́nua: Dado ε > 0 coloque ε′ como acima.
Pelo que foi provado acima, existe uma função escada ψ tal que

0 ≤ ψ ≤ sup f e
∫

|f − ψ| < ε

2
.

Pelo Lema 2.25 existe uma função contı́nua g definida em [a, b] satisfazendo
0 ≤ g ≤ sup f e

m({x ∈ [a, b];ψ(x) ̸= g(x)}) < ε′.

Como acima temos

m({x ∈ [a, b]; |ψ(x)− g(x)| ≥ ε′}) ≤ m({x ∈ [a, b];ψ(x) ̸= g(x)}) < ε′
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e ∫
|f − g| ≤

∫
|f − ψ|+

∫
|ψ − g| < ε

2
+

∫
|ψ − g|

=
ε

2
+

∫
{x;|ψ(x)−g(x)|≥ε′}

|g − ψ|︸ ︷︷ ︸
≤2 sup f

+

∫
{x;|ψ(x)−g(x)|<ε′}

|g − ψ|︸ ︷︷ ︸
<ε′

≤ ε

2
+ (2 sup f)m({x ∈ [a, b]; |ψ(x)− g(x)| ≥ ε′})

+ ε′m({x; |ψ(x)− g(x)| < ε′})

≤ ε

2
+ (2 sup f)ε′ + ε′(b− a) =

ε

2
+ ε′[2 sup f + b− a]

=
ε

2
+

ε[2 sup f + b− a]

2(1 + b− a+ 2 sup f)
=
ε

2

[
1 +

2 sup f + b− a

2(1 + b− a+ 2 sup f)

]
≤ ε

2
· 3
2
=

3ε

4
< ε.

□

Ex. Resolvido 3.46 Sejam c > 0 e f : [a, b+ c] → R integrável. Então∫
[a,b]

f(x+ c) dx =

∫
[a+c,b+c]

f(x) dx.

Resolução: Mostremos primeiramente que o resultado vale para funções ca-
racterı́sticas de conjuntos mensuráveis. Seja E ∈ M .

Como
x+ c ∈ E ⇔ x ∈ E − c

temos
χE(x+ c) = χE−c(x).

Também,

[a, b] ∩ (E − c) = [a+ c, b+ c] ∩ E − c,
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pois
x ∈ [a, b] ∩ (E − c) ⇔ ∃y ∈ E tal que a ≤ x = y − c ≤ b

⇔ ∃y ∈ E tal que x = y − c e a+ c ≤ y ≤ b+ c

⇔ ∃y ∈ E ∩ [a+ c, b+ c] tal que x = y − c

⇔ x ∈ E ∩ [a+ c, b+ c]− c = [a+ c, b+ c] ∩ E − c.

Assim,∫
[a,b]

χE(x+ c) dx =

∫
[a,b]

χE−c(x) dx = m([a, b] ∩ (E − c))

= m([a+ c, b+ c] ∩ E − c) = m([a+ c, b+ c] ∩ E) =
∫
[a+c,b+c]

χE(x) dx.

A linearidade da integral mostra que o resultado é válido para funções sim-
ples.

Se f ≥ 0 tome uma sequência φn de funções simples satisfazendo 0 ≤ φn ≤
φn+1 e φn convergindo para f em [a, b + c]. Claramente, ψn(x)

.
= φn(x + c) é

simples, 0 ≤ ψn ≤ ψn+1 e ψn(x) converge para f(x+ c) se x ∈ [a, b].
Pelo Teorema da Convergência Monótona∫

[a,b]

f(x+ c) dx =

∫
[a,b]

lim
n→∞

ψn(x) dx = lim
n→∞

∫
[a,b]

ψn(x) dx

= lim
n→∞

∫
[a,b]

φn(x+ c) dx = lim
n→∞

∫
[a+c,b+c]

φn(x) dx =

∫
[a+c,b+c]

lim
n→∞

φn(x) dx

=

∫
[a+c,b+c]

f(x) dx.

No caso geral,∫
[a,b]

f(x+ c) dx =

∫
[a,b]

f+(x+ c) dx−
∫
[a,b]

f−(x+ c) dx =

=

∫
[a+c,b+c]

f+(x) dx−
∫
[a+c,b+c]

f−(x) dx =

∫
[a+c,b+c]

[f+(x)− f−(x)] dx

=

∫
[a+c,b+c]

f(x) dx.

■
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3.2 Comparação entre as integrais de Lebesgue e
de Riemann para funções limitadas definidas
em intervalos compactos

O próximo resultado caracteriza funções mensuráveis limitadas definidas em
conjuntos de medida finita. Este resultado será útil para mostrar que se uma
função limitada definida num intervalo [a, b] for Riemann integrável então ela
também será Lebesgue integrável, isto é, pertencerá a L 1([a, b]). Além do mais,
as duas definições de integral, a de Riemann e a de Lebesgue, coincidem.

Proposição 3.47 Sejam E ∈ M de medida finita e f : E → R uma função
limitada.

São equivalentes:

a) inf{
∫
ψ;ψ é simples e f ≤ ψ} = sup{

∫
φ;φ é simples e φ ≤ f};

b) f é mensurável.

Demonstração: Seja M > 0 tal que |f(x)| < M para todo x ∈ E.
Suponha que f seja mensurável.
Para cada n ∈ N e k ∈ {−n, . . . , n} defina

Ek = {x ∈ E; (k − 1)
M

n
< f(x) ≤ k

M

n
}

= f−1(((k − 1)
M

n
, k
M

n
]) ∈ M .

Se x ∈ E então −M < f(x) < M . Como

(−M,M) ⊂ (−n+ 1

n
M,M ] = ∪nk=−n((k − 1)

M

n
, k
M

n
],

segue que

E = ∪nk=−nEk e m(E) =
n∑

k=−n

m(Ek),

pois a união é disjunta.
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Defina as funções simples

ψn =
M

n

n∑
k=−n

kχEk
e φn =

M

n

n∑
k=−n

(k − 1)χEk
.

Temos φn ≤ f ≤ ψn e, portanto,

inf{
∫
ψ;ψ é simples e f ≤ ψ} ≤

∫
ψn =

M

n

n∑
k=−n

km(Ek)

e

sup{
∫
φ;φ é simples e φ ≤ f} ≥

∫
φn =

M

n

n∑
k=−n

(k − 1)m(Ek).

Assim,

0 ≤ inf{
∫
ψ;ψ é simples e f ≤ ψ} − sup{

∫
φ;φ é simples e φ ≤ f}

≤ M

n

n∑
k=−n

m(Ek) =
M

n
m(E)−→0 quando n→ ∞.

Portanto, (b) implica (a).
Reciprocamente, suponha que

I
.
= inf{

∫
ψ;ψ é simples e f ≤ ψ} = sup{

∫
φ;φ é simples e φ ≤ f}.

Dado n ∈ N existem funções simples φn e ψn tais que

φn ≤ f ≤ ψn, I − 1

2n
<

∫
φn ≤ I ≤

∫
ψn < I +

1

2n
.

Portanto,

0 ≤
∫

(ψn − φn) =

∫
ψn −

∫
φn <

1

n
.
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Defina
ψ∗ = inf

n
ψn e φ∗ = sup

n
φn.

Pela Proposição 2.15 ψ∗ e φ∗ são mensuráveis. Temos também

φ∗ ≤ f ≤ ψ∗.

Defina também
∆ = {x ∈ E;φ∗(x) < ψ∗(x)}

e para ν, n ∈ N

∆ν = {x ∈ E;φ∗(x) < ψ∗(x)− 1

ν
} e ∆(n)

ν = {x ∈ E;φn(x) < ψn(x)−
1

ν
}.

Temos
∆ = ∪∞

ν=1∆ν e ∆ν ⊂ ∆(n)
ν , n ∈ N.

Agora,

m(∆(n)
ν ) =

∫
χ
∆

(n)
ν

=

∫
∆

(n)
ν

1 =

∫
{x∈E;φn(x)<ψn(x)− 1

ν
}
1

=

∫
{x∈E;1<ν(ψn(x)−φn(x))}

1 ≤
∫
E

ν(ψn − φn) <
ν

n
.

Assim, para todo n ∈ N,

m(∆ν) ≤ m(∆(n)
ν ) <

ν

n
−→0 quando n→ ∞,

ou seja, m(∆ν) = 0 para todo ν ∈ N e, consequentemente, m(∆) = 0.
Portanto, ψ∗ = φ∗ quase sempre. Mas, como ψ∗ ≤ f ≤ φ∗, segue que

f = ψ∗ = φ∗ quase sempre e, pela Proposição 2.19, temos que f é mensurável.
□

Lembremos a definição da integral de Riemann.
Seja f : [a, b] → R uma função limitada. Seja

P : a = x0 < · · · < xn = b
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uma partição de [a, b]. Para i = 1, . . . , n − 1 coloque Ii = [xi−1, xi) e In =
[xn−1, xn]. Para i = 1, . . . , n defina mi = infIi f e Mi = supIi f .

Considere as seguintes funções escadas associadas à partição P:

φP =
n∑
i=1

miχIi e ψP =
n∑
i=1

MiχIi .

Claramente, φP ≤ f ≤ ψP .
As integrais superior e inferior de Riemann de f são definidas, respectiva-

mente, por

R

∫ b

a

f = inf{
n∑
i=1

Mi(xi − xi−1);P : x0 < · · · < xn é partição de [a, b]}

= inf{
∫
[a,b]

ψP ;P : x0 < · · · < xn é partição de [a, b]}

e

R

∫ b

a

f = sup{
n∑
i=1

mi(xi − xi−1);P : x0 < · · · < xn é partição de [a, b]}

= sup{
∫
[a,b]

φP ;P : x0 < · · · < xn é partição de [a, b]}

Definição 3.48 Uma função limitada f : [a, b] → R é integrável segundo Rie-

mann se R
∫ b
a
f = R

∫ b
a
f . Neste caso, a integral de Riemann de f é dada por

R

∫ b

a

f
.
= R

∫ b

a

f = R

∫ b

a

f.

Exercı́cio 3.49 Mostre que

1. o conjunto das funções limitadas integráveis segundo Riemann em [a, b],
R[a, b], com as operações usuais é um espaço vetorial;
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2. as funções contı́nuas em [a, b] formam um subespaço vetorial de R[a, b].

3. R[a, b] ∋ f 7→ R
∫ b
a
f ∈ R é um funcional linear;

4. se M é constante então R
∫ b
a
M =M(b− a).

Teorema 3.50 Seja f : [a, b] → R uma função limitada que é integrável se-
gundo Riemann. Então f é mensurável e

R

∫ b

a

f =

∫
[a,b]

f.

Demonstração: Vamos mostrar primeiro quando f ≥ 0.
Como toda função escada é função simples, temos

R

∫ b

a

f = R

∫ b

a

f = sup{
∫
[a,b]

φP ;P : x0 < · · · < xn é partição de [a, b]}

≤ sup{
∫
[a,b]

φ;φ é simples e 0 ≤ φ ≤ f} ≤ inf{
∫
[a,b]

ψ;ψ é simples e ψ ≥ f}

≤ inf{
∫
[a,b]

ψP ;P : x0 < · · · < xn é partição de [a, b]} = R

∫ b

a

f = R

∫ b

a

f.

Assim, todas desigualdades acima são, na verdade, igualdades.
Como

inf{
∫
[a,b]

ψ;ψ é simples e ψ ≥ f} = sup{
∫
[a,b]

φ;φ é simples e 0 ≤ φ ≤ f}

≤ sup{
∫
[a,b]

φ;φ é simples e φ ≤ f} ≤ inf{
∫
ψ;ψ é simples e f ≤ ψ},

segue da Proposição 3.47 que f é mensurável. Além do mais, temos

R

∫ b

a

f = sup{
∫
[a,b]

φ;φ é simples e 0 ≤ φ ≤ f},
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ou seja,

R

∫ b

a

f =

∫
[a,b]

f.

Para mostrar o caso geral, como f é limitada, tome M > 0 tal que g .
= f +

M ≥ 0. Como f é integrável segundo Riemann e M é constante, g é integrável
segundo Riemann. Logo, g é mensurável e

∫
[a,b]

g = R
∫ b
a
g.

Portanto, f = g −M é mensurável e∫
[a,b]

f =

∫
[a,b]

(g −M) =

∫
[a,b]

g −M(b− a)

= R

∫ b

a

g − R

∫ b

a

M = R

∫ b

a

(g −M) = R

∫ b

a

f.

□
Se considerarmos as integrais impróprias de Riemann, o resultado acima não

precisa ser válido.

Exercı́cio 3.51 Mostre que a função f : R→ R dada por

f(x) =


senx

x
se x ̸= 0

1 se x = 0

é integrável segundo Riemann em R mas sua integral de Lebesgue em R não
existe.

3.3 Derivação sob o sinal de integração
Teorema 3.52 Sejam E ⊂ R um conjunto mensurável e f : E × [a, b] → R tal
que a função

ft :E → R
x 7→ f(x, t)
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seja integrável para todo t ∈ [a, b].
Coloque

F (t) =

∫
E

ft(x) dx =

∫
E

f(x, t) dx.

(a) Suponha que exista g ∈ L 1(E) tal que |f(x, t)| ≤ g(x) para todo (x, t) ∈
E × [a, b].

Se para t0 ∈ [a, b] tem-se

lim
t→t0

f(x, t) = f(x, t0), para todo x ∈ E,

então
lim
t→t0

F (t) = F (t0),

isto é,

lim
t→t0

∫
E

f(x, t) dx =

∫
E

lim
t→t0

f(x, t) dx =

∫
E

f(x, t0) dx.

Em particular, se t 7→ f(x, t) é contı́nua para cada x ∈ E então F é
contı́nua.

(b) Suponha que ∂f/∂t exista em todos os pontos e que exista g ∈ L 1(E) tal
que ∣∣∣∣∂f∂t (x, t)

∣∣∣∣ ≤ g(x) para todo (x, t) ∈ E × [a, b].

Então x 7→ ∂f
∂t
(x, t) é mensurável para todo t ∈ [a, b], F é diferenciável e

F ′(t) =
d

dt

∫
E

f(x, t) dx =

∫
E

∂f

∂t
(x, t) dx.

Demonstração:
(a) Seja tn ∈ [a, b], n ∈ N, tais que tn → t0.
Defina gn(x) = f(x, tn). Por hipótese, gn(x) → f(x, t0) e |gn| ≤ g ∈

L 1(E).
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Pelo Teorema da Convergência Dominada

F (t0) =

∫
E

f(x, t0) dx =

∫
E

lim
n→∞

f(x, tn) dx =

∫
E

lim
n→∞

gn(x) dx

= lim
n→∞

∫
E

gn(x) dx = lim
n→∞

∫
E

f(x, tn) dx = lim
n→∞

F (tn).

(b) Sejam t0, tn ∈ [a, b], n ∈ N, tais que tn ̸= t0 e tn → t0.
Note que

hn(x)
.
=
f(x, tn)− f(x, t0)

tn − t0
−→ ∂f

∂t
(x, t0)

Portanto, x 7→ ∂f
∂t
(x, t0) é mensurável.

Como t 7→ f(x, t) é derivável em [a, b], pelo Teorema do Valor Médio existe
tn entre tn e t0 tal que

hn(x) =
f(x, tn)− f(x, t0)

tn − t0
=
∂f

∂t
(x, tn).

Logo,

|hn(x)| =
∣∣∣∣∂f∂t (x, tn)

∣∣∣∣ ≤ g(x).

Segue novamente do Teorema da Convergência Dominada que

F ′(t0) = lim
n→∞

F (tn)− F (t0)

tn − t0
= lim

n→∞

1

tn − t0

[∫
E

f(x, tn) dx−
∫
E

f(x, t0) dx

]

= lim
n→∞

∫
E

f(x, tn)− f(x, t0)

tn − t0
dx = lim

n→∞

∫
E

hn(x) dx

=

∫
E

lim
n→∞

hn(x) dx =

∫
E

∂f

∂t
(x, t0) dx.

□
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3.4 O espaço L1(E)

Sejam f, g ∈ L 1(E) e λ ∈ R. Pelo que já vimos, valem as seguintes proprieda-
des

1.
∫
|λf | = |λ|

∫
|f |

2.
∫
|f + g| ≤

∫
[|f |+ |g|] =

∫
|f |+

∫
|g|

3.
∫
|f | ≥ 0

4.
∫
|f | = 0 se e somente se |f | = 0 quase sempre, que é o mesmo que f = 0

quase sempre.

Ou seja, ||f ||1 =
∫
|f | definiria uma norma em L 1(E) se ao invés do item 4

acima tivéssemos
∫
|f | = 0 se e somente se f = 0.

Para contornar esta dificuldade, consideremos a seguinte relação em L 1(E):
dizemos que f ∼ g, f, g ∈ L 1(E), se f = g quase sempre. É fácil ver que esta
relação é uma relação de equivalência.

Definimos

L1(E) = L 1(E)/ ∼= {[f ]; f ∈ L 1(E)},

sendo [f ] a classe de equivalência de f.
Note que se f ∼ g então

∫
f =

∫
g. Dessa forma, fica bem definido colocar

||[f ]||1 =
∫

|f |.

Esta quantidade define uma norma em L1(E) pois agora ||[f ]||1 = 0 se e somente
f = 0 quase sempre, isto é, [f ] = 0 é a classe nula.

Na prática usa-se um abuso de notação e denota-se [f ] por f mesmo. Alguns
cuidados devem ser tomados quando operamos com os elementos de L1(E). Por
exemplo, não fica bem definido falarmos do valor que um elemento de L1(E)
assume em pontos de E. Sempre que formos definir algo relativo aos elementos
(classes de equivalências) de L1(E) é preciso ver se a definição é independente
do elemento que representa a classe de equivalência.
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Pode-se provar que L1(E) munido com a norma acima se torna um espaço
vetorial normado completo com relação à distância induzida por esta norma, isto
é, d1(f, g) = ||f − g||1. Ser completo significa que se (fn) é uma sequência de
Cauchy com relação à distância d1 então (fn) converge para algum elemento de
L1(E), isto é, existe f ∈ L1(E) tal que

||fn − f ||1 =
∫

|fn − f | −→ 0.

Finalmente, o Teorema 3.45 mostra que o conjunto das funções simples em
[a, b], o conjunto das funções escadas em [a, b] e das funções contı́nuas em [a, b]
são densos em L1([a, b]).
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Capı́tulo 4

Diferenciação e integração

As notas deste capı́tulo são baseadas no capı́tulo 5 do livro do Royden e em
partes do capı́tulo 7 do livro de Wheeden & Zygmund, ambos mencionados an-
teriormente.

Um dos objetivos deste capı́tulo é ver como o Teorema Fundamental do
Cálculo se comporta com relação à integral de Lebesgue. Em que condições
temos que dada uma função f derivável quase sempre em [a, b] temos que

∫ b

a

f ′(x) dx = f(b)− f(a) ?

E quando, para uma uma função f integrável em [a, b], tem-se

d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x) ?

Por exemplo, se f = χQ∩[0,1] então

d

dx

∫ x

0

f(t) dt =
d

dx
0 = f(x) para quase todo x ∈ [0, 1],

embora f seja descontı́nua em todos os pontos.

109
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4.1 Derivação de funções monótonas
Definição 4.1 Sejam E ⊂ R e I uma coleção de intervalos não degenerados.
Dizemos que I cobre E no sentido de Vitali se para todo ε > 0 e todo x ∈ E
existe I ∈ I tal que x ∈ I e ℓ(I) < ε.

Exemplo 4.2 Seja E ⊂ R. A coleção

I = {(x− 1

m
,x+

1

m
);x ∈ E,m ∈ N}

cobre o conjunto E no sentido de Vitali.

Lema 4.3 (Vitali) Sejam E ⊂ R com medida exterior finita e I uma coleção
de intervalos que cobre E no sentido de Vitali. Então, dado ε > 0 existe uma
subcoleção finita de intervalos dois a dois disjuntos de I , {I1, . . . , IN}, satisfa-
zendo

m∗(E \ ∪Nn=1In) < ε.

Além do mais, se m∗(E) > 0 então também temos

N∑
n=1

ℓ(In) < (1 + ε)m∗(E). (4.4)

Demonstração: Podemos supor que os intervalos de I são fechados pois, a
coleção

I = {I; I ∈ I }

também cobre E no sentido de Vitali, ℓ(I) = ℓ(I) e

m∗(E \ ∪Nn=1In) ≤ m∗((E \ ∪Nn=1In) ∪ {extremos finitos de I1, . . . , IN})

≤ m∗(E \ ∪Nn=1In) +m∗({extremos finitos de I1, . . . , IN}) = m∗(E \ ∪Nn=1In).

Se m∗(E) = 0 então tomando qualquer I1 ∈ I temos m∗(E \ I1) ≤
m∗(E) = 0 < ε qualquer que seja ε > 0.

Suponha agora que m∗(E) > 0.
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Dado ε > 0 existe aberto O ⊃ E tal que

m(O) < m∗(E) + εm∗(E) = (1 + ε)m∗(E). (4.5)

Note que m(O) <∞.
Vejamos agora que a subcoleção de I dada por

J = {I ∈ I ; I ⊂ O}

ainda cobre E no sentido de Vitali.
Sejam x ∈ E ⊂ O e η > 0. Como O é aberto, existe δ ∈ (0, η) tal que

(x− δ, x+ δ) ⊂ O . Como I cobre E no sentido de Vitali, existe I ∈ I tal que
x ∈ I e ℓ(I) < δ/2. Note que I ⊂ (x − δ, x + δ) ⊂ O . De fato, como x ∈ I ,
dado y ∈ I , |y − x| ≤ δ/2 < δ < η.

Desta forma, podemos supor que I = J , ou seja, que os intervalos de I
estão todos contidos em O .

Note que no caso em que m∗(E) > 0, se I1, . . . , IN ∈ I são dois a dois
disjuntos então a condição (4.4) fica satisfeita pois

N∑
n=1

ℓ(In) = m(∪Nn=1In) ≤ m(O) < (1 + ε)m∗(E)

por (4.5).
Fixe I1 ∈ I . Se E ⊂ I1 então E \ I1 = ∅ e podemos tomar N = 1.
Suponha agora que E ̸⊂ I1. Dessa forma, o conjunto

L1 = {ℓ(I); I ∈ I e I ∩ I1 = ∅}

é não vazio. De fato, tome x ∈ E \ I1, como o complementar de I1 é aberto,
existe δ > 0 tal que (x− δ, x+ δ) ⊂ I c

1 . Como I cobre E no sentido de Vitali,
existe I ∈ I contendo x com ℓ(I) < δ/2. Logo,

I ⊂ (x− δ, x+ δ) ⊂ I c
1

e, portanto, I ∩ I1 = ∅. Além do mais, como todo intervalo de I está contido
em O vemos que m(O) é um limitante superior de L1.
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Seja s1 = supL1. Como os intervalos de I são todos não degenerados,
s1 > 0. Assim, 0 < s1 ≤ m(O). Portanto, existe I ′ ∈ I tal que I ′ ∩ I1 = ∅ e
ℓ(I ′) > s1/2. Defina I2 = I ′. Logo, I1 ∩ I2 = ∅ e ℓ(I2) > s1/2, I1, I2 ∈ I .

Se E ⊂ ∪2
j=1Ij , tomamos N = 2. Caso isto não aconteça repetimos o

processo. Suponha assim, que tenhamos obtido intervalos I1, . . . , In ∈ I , para
algum n ∈ N, de modo que Ii ∩ Ij = ∅ se i ̸= j e ℓ(Ij+1) > sj/2, j =
1, . . . , n− 1, em que sj = supLj com

Lj = {ℓ(I); I ∈ I e I ∩ Ii = ∅, i = 1, . . . , j}.

Se E ⊂ ∪nj=1Ij o processo termina e o teorema está demonstrado com N =
n. Caso isto não aconteça, vamos escolher In+1 procedendo de modo análogo ao
que foi feito para escolher I2 a partir de I1. Vejamos.

Suponha assim que E ̸⊂ ∪nj=1Ij. Dessa forma, o conjunto

Ln = {ℓ(I); I ∈ I e I ∩ Ij = ∅, j = 1, . . . , n}

é não vazio. De fato, tome x ∈ E \ ∪nj=1Ij , como o complementar de ∪nj=1Ij é
aberto, existe δ > 0 tal que (x − δ, x + δ) ⊂ [∪nj=1Ij]

c. Como I cobre E no
sentido de Vitali, existe I ∈ I contendo x com ℓ(I) < δ/2. Logo,

I ⊂ (x− δ, x+ δ) ⊂ [∪nj=1Ij]
c

e, portanto, I ∩ Ij = ∅, j = 1, . . . , n. Além do mais, como todo intervalo de I
está contido em O vemos que m(O) é um limitante superior de Ln.

Seja sn = supLn. Como os intervalos de I são todos não degenerados,
sn > 0. Assim, 0 < sn ≤ m(O). Portanto, existe I ′ ∈ I tal que I ′ ∩ Ij = ∅,
j = 1, . . . , n e ℓ(I ′) > sn/2. Defina In+1 = I ′.

SeE ⊂ ∪n+1
j=1 Ij , tomamosN = n+1 e, caso contrário, repetimos o processo.

Se em algum momento, isto é, para algum N ∈ N tivermos E ⊂ ∪Nj=1Ij o
processo termina e o teorema está demonstrado. Caso isto não aconteça, obtemos
uma sequência In de intervalos de I dois a dois disjuntos que é tal que E ̸⊂
∪Nn=1In para todo N ∈ N e ℓ(In+1) > sn/2 para todo n ∈ N.

Como {In, n ∈ N} são dois a dois disjuntos,
∞∑
n=1

ℓ(In) = m(∪∞
n=1In) ≤ m(O) <∞. (4.6)
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Assim, existe N ∈ N tal que

∞∑
n=N+1

ℓ(In) <
ε

5
.

Coloque R = E \ (∪Nn=1In). Se x ∈ R, como [∪Nn=1In]
c é aberto, existe

Io ∈ I tal que x ∈ I0 e I0 ∩ Ij = ∅, j = 1, . . . , N .
Note que se I0 ∩ Ij = ∅ para todo j ∈ N então ℓ(I0) ∈ Ln para todo n ∈ N

e, portanto,
0 < ℓ(I0) ≤ sn < 2ℓ(In+1).

Dessa forma, como limn→∞ ℓ(In+1) = 0, não podemos ter I0 ∩ Ij = ∅ para
todo j ∈ N. Ou seja, existe n ∈ N tal que I0 ∩ In ̸= ∅. Note que n > N já que
I0 ∩ Ij = ∅, j = 1, . . . , N .

Seja
n0 = min{n ∈ N; I0 ∩ In ̸= ∅} > N.

Como I0 ∩ Ij = ∅ se j = 1, . . . , n0 − 1, analisando como acima, obtemos

ℓ(I0) ≤ sn0−1 < 2ℓ(In0).

Mostremos que I0 está contido em um intervalo concêntrico a In0 de raio
cinco vezes o raio de In0 . Seja xn0 o centro de In0 . Tome z ∈ I0 ∩ In0 . Se y ∈ I0
então

|y−xn0| ≤ |y−z|+ |z−xn0| ≤ ℓ(I0)+
1

2
ℓ(In0) < 2ℓ(In0)+

1

2
ℓ(In0) =

5

2
ℓ(In0).

Para n ≥ N + 1 defina

Jn = (xn −
5

2
ℓ(In), xn +

5

2
ℓ(In)),

sendo xn o centro do intervalo In, ou seja, Jn é o intervalo aberto concêntrico a
In de raio cinco vezes o raio de In. Com esta notação, acabamos de mostrar que

R ⊂ ∪∞
n=N+1Jn.
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Segue que

m∗(E \ ∪Nn=1In) = m∗(R) ≤
∞∑

n=N+1

ℓ(Jn) = 5
∞∑

n=N+1

ℓ(In) < ε.

□
Segue da demonstração do Lema de Vitali o seguinte

Corolário 4.7 Sejam E e I como no Lema de Vitali. Então existe uma sequên-
cia I1, I2, · · · ∈ I , finita ou não, de intervalos dois a dois disjuntos satisfazendo

m∗(E) ≤ 5
∑
n≥1

ℓ(In).

Demonstração: Mantendo a notação utilizada na demonstração, temos que
no caso em que E ⊂ ∪nj=1Ij para algum n ∈ N então

m∗(E) ≤
n∑
j=1

ℓ(Ij) < 5
n∑
j=1

ℓ(Ij)

e no outro caso,

m∗(E) ≤ m∗((E \ ∪Nn=1In) ∪ (∪Nn=1In)) ≤ m∗(E \ ∪Nn=1In) +m∗(∪Nn=1In)

≤ 5
∞∑

n=N+1

ℓ(In) +
N∑
n=1

ℓ(In) ≤ 5
∞∑
n=1

ℓ(In).

□
Nosso primeiro resultado nesta seção será para funções crescentes definidas

em [a, b]. Note que se f é uma tal função então f é limitada pois f(a) ≤ f(x) ≤
f(b) para todo x ∈ [a, b]. Além do mais, f é mensurável pois se α ∈ R então

Eα
.
= {x ∈ [a, b]; f(x) > α}

é um intervalo (ou vazio) pois se x0 ∈ Eα então para todo x ∈ (x0, b] temos
f(x) ≥ f(x0) > α, ou seja, x ∈ Eα.
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Como toda função mensurável e limitada definida em conjunto de medida
finita é integrável neste conjunto (|f | ≤ K emE comm(E) <∞ então

∫
E
|f | ≤

Km(E) < ∞) segue que toda função crescente em [a, b] pertence a L 1([a, b]).
O mesmo raciocı́nio se aplica para funções decrescentes.

Lembremos as definições de limite superior e inferior, ambos à direita e à
esquerda, de uma função g definida em algum intervalo aberto I definimos para
x ∈ I

lim sup
y→x+

g(y) = lim
t→0+

[
sup

x<y<x+t
g(y)

]
= inf

t>0

[
sup

x<y<x+t
g(y)

]

(0 < t 7→ sup
x<y<x+t

g(y) é crescente)

lim inf
y→x+

g(y) = lim
t→0+

[
inf

x<y<x+t
g(y)

]
= sup

t>0

[
inf

x<y<x+t
g(y)

]

(0 < t 7→ inf
x<y<x+t

g(y) é decrescente)

lim sup
y→x−

g(y) = lim
t→0−

[
sup

x+t<y<x
g(y)

]
= inf

t<0

[
sup

x+t<y<x
g(y)

]

(0 > t 7→ sup
x+t<y<x

g(y) é decrescente)

lim inf
y→x−

g(y) = lim
t→0−

[
inf

x+t<y<x
g(y)

]
= sup

t<0

[
inf

x+t<y<x
g(y)

]

(0 > t 7→ inf
x+t<y<x

g(y) é crescente)
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Dada uma função f a valores reais definida em algum intervalo aberto I
definimos para x ∈ I

D1f(x) = lim sup
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
= inf

t>0

[
sup
0<h<t

f(x+ h)− f(x)

h

]

D2f(x) = lim inf
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
= sup

t>0

[
inf

0<h<t

f(x+ h)− f(x)

h

]

D3f(x) = lim sup
h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
= inf

t<0

[
sup
t<h<0

f(x+ h)− f(x)

h

]

D4f(x) = lim inf
h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
= sup

t<0

[
inf

t<h<0

f(x+ h)− f(x)

h

]
Temos

• Sempre valem D1f ≥ D2f e D3f ≥ D4f .

• Existe a derivada lateral à direita de f em x se e somente D1f(x) =
D2f(x) ∈ R.

• Existe a derivada lateral à esquerda de f em x se e somente D3f(x) =
D4f(x) ∈ R.

• Existe

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
∈ R

se e somente se D1f(x) = D2f(x) = D3f(x) = D4f(x).

• Existe a derivada de f em x se e somente D1f(x) = D2f(x) = D3f(x) =
D4f(x) ∈ R.
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Teorema 4.8 Seja f : [a, b] → R crescente. Então f é derivável quase sempre,
sua derivada f ′ é mensurável, f ′ ≥ 0 q. s. e

0 ≤
∫ b

a

f ′(x) dx ≤ f(b−)− f(a+),

com f(a+) = limx→a+ f(x) e f(b−) = limx→b− f(x).
Em particular, f ′ ∈ L 1([a, b]).

Demonstração: Vejamos primeiramente que

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
∈ R

existe quase sempre.
Como para x ∈ (a, b) o limite acima existe se e somente D1f(x) = D2f(x)

= D3f(x) = D4f(x), temos

{x ∈ (a, b); não existe lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
∈ R} =

= {x ∈ (a, b);D1f(x) > D2f(x)} ∪ {x ∈ (a, b);D1f(x) > D4f(x)}

∪{x ∈ (a, b);D2f(x) > D4f(x)}

∪{x ∈ (a, b);D3f(x) > D2f(x)} ∪ {x ∈ (a, b);D3f(x) > D4f(x)}

∪{x ∈ (a, b);D4f(x) > D2f(x)}. (4.9)

Note que, por exemplo, não precisamos incluir o conjunto

{x ∈ (a, b);D1f(x) > D3f(x)}

na igualdade acima pois, se

x ∈ {x ∈ (a, b);D1f(x) > D3f(x)}

então
D1f(x) > D3f(x) ≥ D4f(x),
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isto é, x ∈ {x ∈ (a, b);D1f(x) > D4f(x)}, que é um dos conjuntos que
compõem a reunião em(4.9).

Mostremos que m∗({x ∈ (a, b);D1f(x) > D4f(x)}) = 0. Os outros casos
são semelhantes.

Como
E14

.
= {x ∈ (a, b);D1f(x) > D4f(x)}

= ∪r,s∈Q
r>s

{x ∈ (a, b);D1f(x) > r > s > D4f(x)}

basta mostrar que m∗(Ar,s) = 0 sendo

Ar,s
.
= A

.
= {x ∈ (a, b);D1f(x) > r > s > D4f(x)}.

Suponha que m∗(A) > 0. Seja x ∈ A. Como

D4f(x) = lim inf
h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
= sup

t<0

[
inf

t<h<0

f(x+ h)− f(x)

h

]
< s

segue que para todo t < 0 temos

inf
t<h<0

f(x+ h)− f(x)

h
< s,

isto é,

inf
t<h<0

f(x)− f(x+ h)

−h
< s.

Colocando τ = −h temos para todo t < 0

inf
0<τ<−t

f(x)− f(x− τ)

τ
< s.

Assim, para cada t < 0 existe τ = τ(x, t) ∈ (0,−t) tal que

f(x)− f(x− τ)

τ
< s,

isto é,
f(x)− f(x− τ) < sτ. (4.10)
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Como t < 0 é arbitrário e 0 < τ < −t, vemos que para cada x ∈ A existe
uma infinidade de números positivos τ que podem ser tomados arbitrariamente
pequenos e que satisfazem (4.10).

Seja
H (x) = {τ ; τ > 0 e f(x)− f(x− τ) < sτ}.

Dessa forma, a coleção de intervalos

I = {[x− τ, x];x ∈ A, τ ∈ H (x)}

cobre o conjuntoA no sentido de Vitali. Dessa forma, pelo Lema 4.3, dado ε > 0
existe um número finito de intervalos dois a dois disjuntos Ij

.
= [xj−τj, xj] ∈ I ,

j = 1, . . . , N satisfazendo

(i) f(xj)− f(xj − τj) < sτj .

(ii) m∗(A)− ε < m∗(A ∩ ∪Nj=1Ij) pois

m∗(A) = m∗((A ∩ ∪Nj=1Ij) ∪ (A \ ∪Nj=1Ij))

≤ m∗(A ∩ ∪Nj=1Ij) +m∗(A \ ∪Nj=1Ij) < m∗(A ∩ ∪Nj=1Ij) + ε.

(iii)
∑N

j=1 τj =
∑N

j=1 ℓ(Ij) < (1 + ε)m∗(A) pois m∗(A) > 0.

Combinando (i) e (iii) temos

(iv)
∑N

j=1[f(xj)− f(xj − τj)] < s(1 + ε)m∗(A)

Sejam B = A ∩ ∪Nj=1Ij e B0 = A ∩ ∪Nj=1I̊j. Claramente B0 ⊂ B e B =
B0 ∪ {z1, . . . , zk} com {z1, . . . , zk} ⊂ {xj − τj, xj; j = 1, . . . , N}. Temos
m∗(B0) ≤ m∗(B) e

m∗(B) ≤ m∗(B0) +m∗({z1}) + · · ·+m∗({zk}) = m∗(B0),

isto é, m∗(B0) = m∗(B).
Seja y ∈ B0. Existe (um único) j ∈ {1, . . . , N} tal que

y ∈ I̊j = (xj − τj, xj).
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Como y ∈ A,

D1f(y) = inf
t>0

sup
0<h<t

f(y + h)− f(y)

h
> r,

segue que para todo t > 0 temos

sup
0<h<t

f(y + h)− f(y)

h
> r.

Assim, para cada t > 0 existe σ = σ(y, t) ∈ (0,min{t, xj − y}) tal que

f(y + σ)− f(y)

σ
> r.

Assim

f(y + σ)− f(y) > rσ e [y, y + σ] ⊂ Ij = [xj − τj, xj]. (4.11)

Como t > 0 é arbitrário e 0 < σ < t, vemos que para cada y ∈ A existem
um único j ∈ {1, . . . , N} e uma infinidade de números positivos σ que podem
ser tomados arbitrariamente pequenos e que satisfazem (4.11).

Seja K (y) o conjunto dos σ > 0 que satisfazem (4.11).
Como a coleção

J = {[y, y + σ]; y ∈ B0, σ ∈ K (y)}

forma uma cobertura de B0 no sentido de Vitali, segue do Lema 4.3 que existem
intervalos dois a dois disjuntos

Ji = [yi, yi + σi] ∈ J , i = 1, . . . ,M,

satisfazendo

(v) cada Ji = [yi, yi + σi] está contido em algum Ij = [xj − τj, xj], j =
1, . . . , N .

(vi) f(yi + σi)− f(yi) > rσi.
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(vii) m∗(B)− ε = m∗(B0)− ε <
∑M

i=1 σi, pois

m∗(B0) = m∗((B0 ∩ ∪Mi=1Ji) ∪ (B0 \ ∪Mi=1Ji))

≤ m∗(B0 ∩ ∪Mi=1Ji) +m∗(B0 \ ∪Mi=1Ji) <
M∑
i=1

ℓ(Ji) + ε =
M∑
i=1

σi + ε.

Logo, por (ii) temos

m∗(A)− 2ε < m∗(A ∩ ∪Nj=1Ij)− ε = m∗(B)− ε <

M∑
i=1

σi.

Combinando (vi) e (vii) temos

(viii)
∑M

i=1[f(yi + σi)− f(yi)] > r(m∗(A)− 2ε)

Veja que se α < p1 < · · · < p2n < β, n ≥ 1, são pontos de [a, b], como f é
crescente temos

n∑
k=1

[f(p2k)− f(p2k−1)] =

= [f(p2)− f(p1)] + [f(p4)− f(p3)] + · · ·+ [f(p2n)− f(p2n−1)]

= −f(p1) + [f(p2)− f(p3)] + · · ·+ [f(p2n−2)− f(p2n−1)] + f(p2n) ≤

≤ f(p2n)− f(p1) ≤ f(β)− f(α).

Assim, por (v) obtemos

M∑
i=1

[f(yi + σi)− f(yi)] =
N∑
j=1

∑
i∈{1,...,M}
Ji⊂Ij

[f(yi + σi)− f(yi)]

≤
N∑
j=1

[f(xj)− f(xj − τj)].
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Assim, de (iv) e (viii) vem que

r(m∗(A)− 2ε) <
M∑
i=1

[f(yi + σi)− f(yi)]

≤
N∑
j=1

[f(xj)− f(xj − τj)] < s(1 + ε)m∗(A),

isto é,
r(m∗(A)− 2ε) < s(1 + ε)m∗(A) para todo ε > 0.

Fazendo ε → 0+ obtemos rm∗(A) ≤ sm∗(A). Mas como m∗(A) > 0,
devemos ter r ≤ s, o que é uma contradição. Portanto, m∗(A) = 0 e

g(x)
.
= lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
∈ R

está definida quase sempre e f é derivável quando g(x) ∈ R.
Estenda f para x > b colocando f(x) = f(b−) ≤ f(b) < +∞.
Para para cada k ∈ N e quase todo x ∈ (a, b) defina

gk(x) =
f(x+ 1

k
)− f(x)
1
k

= k(f(x+
1

k
)− f(x)).

Temos que gk é mensurável, gk → g quase sempre e, como f é crescente,
gk ≥ 0. Portanto, g ≥ 0 quase sempre.

Pelo Lema de Fatou e pelo Exercı́cio Resolvido 3.46

0 ≤
∫ b

a

g(x) dx ≤ lim inf
k→∞

∫ b

a

gk(x) dx = lim inf
k→∞

k

∫ b

a

[f(x+ 1/k)− f(x)] dx

= lim inf
k→∞

k

[∫ b

a

f(x+ 1/k) dx−
∫ b

a

f(x) dx

]

= lim inf
k→∞

k

[∫ b+1/k

a+1/k

f(x) dx−
∫ b

a

f(x) dx

]
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= lim inf
k→∞

k

[∫ b

a+1/k

f(x) dx+

∫ b+1/k

b

f(x) dx

−
∫ a+1/k

a

f(x) dx−
∫ b

a+1/k

f(x) dx

]

= lim inf
k→∞

k

[∫ b+1/k

b

f(x) dx−
∫ a+1/k

a

f(x) dx

]

= lim inf
k→∞

[
f(b−)− k

∫ a+1/k

a

f(x) dx

]

≤ lim inf
k→∞

[
f(b−)− k

∫ a+1/k

a

f(a+) dx

]
= lim inf

k→∞
[f(b−)− f(a+)] = f(b−)− f(a+) < +∞.

Portanto, g é integrável em [a, b] e pela Proposição 3.24, g é finita quase
sempre, ou seja, f é diferenciável quase sempre e f ′ = g ≥ 0 quase sempre.

□

Observação 4.12 A função de Cantor, conforme definida em lista de exercı́cio,
é crescente, contı́nua em [0, 1] e constante em cada intervalo aberto que foi reti-
rado na construção do conjunto de Cantor. Assim, sua derivada é zero em cada
um destes intervalos. Dessa forma, sua derivada existe quase sempre e é igual a
zero quase sempre. No entanto,∫ 1

0

f ′(x) dx =

∫ 1

0

0 dx = 0 < 1 = f(1)− f(0).

4.2 Funções de variação limitada
Sejam f : [a, b] → R e P : a = x0 < · · · < xm = b uma partição de [a, b].
Defina

p
.
= p(f,P) =

m∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
+
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e

n
.
= n(f,P) =

m∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
−.

Temos

t
.
= t(f,P)

.
= p+ n =

m∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|

e

p− n =
m∑
i=1

[
[f(xi)− f(xi−1)]

+ − [f(xi)− f(xi−1)]
−]

=
m∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)] = f(b)− f(a).

Quando se fizer necessário para maior clareza também usaremos a notação
tba(f,P) no lugar de t e de modo análogo para n e p.

Defina também

P
.
= P b

a(f)
.
= sup{p(f,P);P é partição de [a, b]},

N
.
= N b

a(f)
.
= sup{n(f,P);P é partição de [a, b]}

e

T
.
= T ba(f)

.
= sup{t(f,P);P é partição de [a, b]}.

Os supremos acima podem ser infinitos.
Temos P ≤ T ≤ P +N e N ≤ T.
P b
a(f), N

b
a(f) e T ba(f) são chamadas de variações positiva, negativa e total

de f em [a, b], respectivamente.

Definição 4.13 Uma função f : [a, b] → R é de variação limitada em [a, b] se
T ba(f) for finito. Defina

BV([a, b]) = {f : [a, b] → R; f é de variação limitada em [a, b]}.
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Lema 4.14 Se f ∈ BV([a, b]) então

T ba(f) = N b
a(f) + P b

a(f) e f(b)− f(a) = P b
a(f)−N b

a(f).

Demonstração: Seja P uma partição de [a, b]. Temos,

p = n+ f(b)− f(a) ≤ N b
a(f) + f(b)− f(a)

e, portanto,
P b
a(f) ≤ N b

a(f) + f(b)− f(a).

Como N b
a(f) ≤ T ba(f) <∞, obtemos

P b
a(f)−N b

a(f) ≤ f(b)− f(a). (4.15)

Por outro lado

n = p+ f(a)− f(b) ≤ P b
a(f) + f(a)− f(b)

e, portanto,
N b
a(f) ≤ P b

a(f) + f(a)− f(b).

Como P b
a(f) ≤ T ba(f) <∞, obtemos

N b
a(f)− P b

a(f) ≤ f(a)− f(b),

ou seja,
P b
a(f)−N b

a(f) ≥ f(b)− f(a). (4.16)

Por (4.15) e (4.16) chegamos a

P b
a(f)−N b

a(f) = f(b)− f(a).

Agora,

T ba(f) ≥ p+ n = p+ p+ f(a)− f(b) = 2p+N b
a(f)− P b

a(f),

portanto,

T ba(f) ≥ 2P b
a(f) +N b

a(f)− P b
a(f) = P b

a(f) +N b
a(f).
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Mas, como vale
T ba(f) ≤ P b

a(f) +N b
a(f)

obtemos
T ba(f) = P b

a(f) +N b
a(f).

□

Proposição 4.17 Seja f : [a, b] → R.

(i) Se [α, β] ⊂ [a, b] então T βα (f) ≤ T ba(f).

(ii) Se a < c < b então T ba(f) = T ca(f) + T bc (f).

Demonstração: (i) Dada uma partição P : α = x0 < · · · < xm = β de
[α, β], seja P ′ a partição de [a, b] obtida de P adicionando-se os pontos a e b,
caso necessário, isto é, dependendo se α for ou não igual a a e β for ou não igual
a b.

Temos

tβα(f,P) =
m∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|

≤ |f(x0)− f(a)|+
m∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|+ |f(b)− f(xm)|

= tba(f,P
′) ≤ T ba(f)

e, portanto,
T βα (f) ≤ T ba(f).

(ii) Sejam P1 e P2 partições de [a, c] e [c, b], respectivamente. A reunião
dos pontos destas partições resulta numa partição P de [a, b] e vale

tca(f,P1) + tbc(f,P2) = tba(f,P) ≤ T ba(f).

Segue que
T ca(f) + T bc (f) ≤ T ba(f).
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Agora, se P é uma partição qualquer de [a, b] forme a partição P ′ colo-
cando o ponto c à partição P , caso ele ainda não seja um elemento seu. Os
pontos da partição P ′ dão origem a duas partições P1 e P2 de [a, c] e de [c, b],
respectivamente, de modo que P1 ∪ P2 = P ′ e P1 ∩ P2 = {c}.

Note que se c ∈ [xi−1, xi], com xi−1, xi ∈ P então |f(xi) − f(xi−1)| ≤
|f(c)− f(xi−1)|+ |f(xi)− f(c)| e, portanto,

tba(f,P) ≤ tba(f,P
′) = tca(f,P1) + tbc(f,P2) ≤ T ca(f) + T bc (f).

Logo,
T ba(f) ≤ T ca(f) + T bc (f)

e, portanto,

T ba(f) = T ca(f) + T bc (f).

□

Proposição 4.18 Se f : [a, b] → R é crescente então f ∈ BV([a, b]).

Demonstração: Seja P : a = x0 < · · · < xm = b uma partição de [a, b].
Temos

p(f,P) =
m∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
+ =

m∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)] = f(b)− f(a),

n(f,P) =
m∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
− =

m∑
i=1

0 = 0

e, portanto, P b
a(f) = f(b)− f(a), N b

a(f) = 0 e T ba(f) = f(b)− f(a).
□

Teorema 4.19 f ∈ BV([a, b]) se e somente se existem funções crescentes g, h :
[a, b] → R tais que f = g − h.
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Demonstração: Suponha que f ∈ BV([a, b]).
Para x ∈ (a, b] defina g(x) = P x

a (f) e h(x) = Nx
a (f). Em x = a coloque

g(a) = h(a) = 0. Claramente, g(a) ≤ g(x) e h(a) ≤ h(x) para todo x ∈ [a, b].
Sejam a < x < y ≤ b. Seja P : a = x0 < · · · < xm = x uma partição

de [a, x]. Colocando xm+1 = y, P ′ : a = x0 < · · · < xm < xm+1 = y é uma
partição de [a, y]. Dessa forma,

m∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
+ ≤

m+1∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]
+ ≤ P y

a (f) = g(y).

Como P é arbitrária, temos

g(x) = P x
a (f) = sup{p(f,P);P é partição de [a, x]} ≤ P y

a (f) = g(y).

Portanto, g(x) ≤ g(y), isto é, g é crescente em [a, b].
De forma análoga mostra-se que h é crescente em x ∈ [a, b].
Pelo Lema 4.14

f(x) = g(x)− h(x) + f(a) = g(x)− (h(x)− f(a)) = g(x)− h̃(x),

sendo h̃(x) = h(x)− f(a), que também é crescente.
Reciprocamente, suponha que f = g − h com g e h funções crescentes em

[a, b].
Seja P : a = x0 < · · · < xm = b uma partição de [a, b].
Temos

m∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| =
m∑
i=1

|g(xi)− h(xi)− g(xi−1) + h(xi−1)|

≤
m∑
i=1

[|g(xi)− g(xi−1)|+ |h(xi)− h(xi−1)|]

=
m∑
i=1

[g(xi)− g(xi−1) + h(xi)− h(xi−1)]
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=
m∑
i=1

[g(xi)− g(xi−1)] +
m∑
i=1

[h(xi)− h(xi−1)] = g(b)− g(a) + h(b)− h(a).

Portanto,
T ba(f) ≤ g(b)− g(a) + h(b)− h(a) <∞.

□

Corolário 4.20 BV([a, b]) ⊂ L 1([a, b])

Demonstração: Pelo Teorema 4.19 existem funções crescentes g e h definidas
em [a, b] tais que f = g − h. Pelos comentários sobre funções crescentes na
página 114, as funções g e h são integráveis em [a, b].

□

Corolário 4.21 Toda f ∈ BV([a, b]) é derivável quase sempre e f ′ ∈ L 1([a, b]).

Demonstração: Pelo Teorema 4.19 existem funções crescentes g e h definidas
em [a, b] tais que f = g − h. Pelo Teorema 4.8 as funções g e h são deriváveis
quase sempre e integráveis em L 1([a, b]). Portanto, f é derivável quase sempre
e integrável em L 1([a, b]).

□

Corolário 4.22 BV([a, b]) é um espaço vetorial.

Demonstração: Sejam f1, f2 ∈ BV([a, b]) e λ ∈ R.
Pelo Teorema 4.19 existem funções crescentes, g1, g2, h1, h2 : [a, b] → R tais

que f1 = g1 − h1 e f2 = g2 − h2.
Assim,

f1 + f2 = g1 − h1 + g2 − h2 = (g1 + g2)− (h1 + h2) = G−H,

com G = g1 + g2 e H = h1 + h2 crescentes. Pelo mesmo teorema,

f1 + f2 ∈ BV([a, b]).

Se λ ≥ 0 então λg1 e λh1 são crescentes.
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Como λf1 = (λg1)− (λh1), segue do teorema acima que λf ∈ BV([a, b]).
Se λ < 0 então −λg1 e −λh1 são crescentes.
Como

λf1 = λg1 − λh1 = (−λh1)− (−λg1)

segue do teorema acima que λf ∈ BV([a, b]).
□

4.3 Derivação de uma integral
Recordemos a definição de função absolutamente contı́nua dada no capı́tulo an-
terior: Seja I um intervalo. Uma função f : I → R é absolutamente contı́nua se
para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que se [an, bn] ⊂ I e In = (an, bn), n ∈ N, são
intervalos abertos dois a dois disjuntos satisfazendo

∑∞
n=1 ℓ(In) < δ então

∞∑
n=1

|f(bn)− f(an)| < ε.

Temos

Teorema 4.23 Se f : [a, b] → R é absolutamente contı́nua então f é de variação
limitada.

Demonstração: Como f é absolutamente contı́nua, existe δ > 0 tal que

n∑
i=1

|f(bi)− f(ai)| < 1

sempre que [ai, bi] ⊂ [a, b], (ai, bi), i = 1, . . . , n, dois a dois disjuntos, satisfa-
zendo

∑n
i=1(bi − ai) < δ.

FixeN ∈ N tal queN > (b−a)/δ e tome a partição a = x0 < · · · < xN = b
com xi − xi−1 = (b − a)/N < δ, i = 1, . . . , N , isto é, xi = a + i(b − a)/N,
i = 0, . . . , N .
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Como qualquer partição xi−1 = y0 < · · · < ym = xi de [xi−1, xi] satisfaz∑m
j=1(yj − yj−1) = xi − xi−1 < δ, segue que T xixi−1

(f) ≤ 1. Utilizando a
Proposição 4.17 obtemos

T ba(f) =
N∑
i=1

T xixi−1
(f) ≤

N∑
i=1

1 = N.

Portanto, f ∈ BV([a, b]).
□

Teorema 4.24 Seja f ∈ L 1([a, b]). Dado c ∈ R defina

F (x) = F (a) +

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b] (F (a) = c).

Então F é absolutamente contı́nua.

Demonstração: Utilize o Corolário 3.44 com a função f̃ ∈ L 1(R) que é
igual a f em [a, b] e igual a 0 em R \ [a, b] vemos que

G(x) =

∫ x

a

f̃(t) dt =

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b]

é absolutamente contı́nua. □

Corolário 4.25 Seja f ∈ L 1([a, b]). Dado c ∈ R defina

F (x) = F (a) +

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b] (F (a) = c).

Então F ∈ BV([a, b]).

Demonstração: F é absolutamente contı́nua pelo Teorema 4.24. O resultado
segue imediatamente do Teorema 4.23.

□

Teorema 4.26 Se f : [a, b] → R é absolutamente contı́nua e f ′ = 0 quase
sempre em [a, b] então f é constante.
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Demonstração: Sejam x, y ∈ [a, b], x < y. Seja E = {t ∈ (x, y); f ′(t) = 0}.
Como f ′ = 0 quase sempre em [a, b] segue que m((x, y) \ E) = 0, ou seja,
m(E) = y − x > 0.

Dados ε > 0 e ξ ∈ E, como f ′(ξ) = 0 existe h0 = h0(ε, ξ) > 0 tal que para
todo h ∈ (0, h0) temos

|f(ξ + h)− f(ξ)| < εh.

A coleção de intervalos

I = {[ξ, ξ + h]; ξ ∈ E, h ∈ (0, h0(ε, ξ))}

cobre E no sentido de Vitali. Note que como E ⊂ (x, y) para todo ξ ∈ E existe
I ∈ I tal que ξ ∈ I ⊂ (x, y). Dessa forma, descartando os intervalos de I que
não estão contidos em (x, y), obtemos um subconjunto de I que ainda cobre
E no sentido de Vitali. Assim, podemos assumir que todos os intervalos de I
estão contidos em (x, y)

Como f é absolutamente contı́nua existe δ > 0 tal que se [an, bn] ⊂ [a, b] e
In = (an, bn), n ∈ N, são intervalos abertos dois a dois disjuntos satisfazendo∑∞

n=1 ℓ(In) < δ então
∞∑
n=1

|f(bn)− f(an)| < ε.

Podemos supor que 0 < δ < y − x.
Como 0 < m(E) = y − x < ∞, segue do Lema 4.3 que existem intervalos

dois a dois disjuntos Ij = [ξj, ξj + hj] ∈ I , que podemos assumir que estão
enumerados de forma que ξ1 < · · · < ξN , satisfazendo Ij ⊂ (x, y), j = 1, . . . , N
e

i) |f(ξj + hj)− f(ξj)| < εhj , j = 1, . . . , N.

ii) m(E \ ∪Nj=1Ij) < δ.

Como E ⊂ (x, y) e m(E) = y − x então Z = (x, y) \ E tem medida nula e,
portanto,

m((x, y) \ ∪Nj=1Ij) = m(E \ ∪Nj=1Ij) +m(Z \ ∪Nj=1Ij) = m(E \ ∪Nj=1Ij) < δ.
(4.27)
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Segue que

δ > m((x, y) \ ∪Nj=1Ij) = m((x, y))−m(∪Nj=1Ij)

= y − x−
N∑
j=1

m(Ij) = y − x−
N∑
j=1

hj

Dessa forma, temos

iii) y − x− δ ≤
∑N

j=1 hj .

Como os intervalos Ij são dois a dois disjuntos e contidos em (x, y) a soma
de seus comprimentos não ultrapassa y − x.

Segue de i) que

iv)
N∑
j=1

|f(ξj + hj)− f(ξj)| < ε
N∑
j=1

hj ≤ ε(y − x)

Coloque (x, y) \ ∪Nj=1Ij = ∪N+1
i=1 (ai, bi), reunião disjunta, e ordene estes

intervalos de modo que

a1 = x < b1 = ξ1 < a2 = ξ1 + h1 < · · · < bj = ξj < aj+1 = ξj + hj < · · ·

· · · < aN+1 = ξN + hN < bN+1 = y.

Segue de (4.27) que
∑N+1

i=1 (bi − ai) < δ.
Dessa forma, segue de iv) e da continuidade absoluta de f que

|f(y)− f(x)| = |f(bN+1)− f(a1)|

= |[
N+1∑
j=1

f(bj)−
N∑
j=1

f(bj)] + [
N∑
j=1

f(aj+1)−
N+1∑
j=1

f(aj)]|

= |
N+1∑
j=1

(f(bj)− f(aj)) +
N∑
j=1

(f(aj+1)− f(bj))|
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≤
N+1∑
j=1

|f(bj)− f(aj)|+
N∑
j=1

|f(aj+1)− f(bj)|

=
N+1∑
j=1

|f(bj)− f(aj)|+
N∑
j=1

|f(ξj + hj)− f(ξj)|

< ε+ ε(y − x) = ε(1 + y − x).

Como ε > 0 é arbitrário, f(y) = f(x), ou seja, f é constante.
□

Observação 4.28 Como observado acima, a função de Cantor tem derivada
nula quase sempre. No entanto, ela não é constante. Consequentemente, a
função de Cantor não é absolutamente contı́nua, embora seja de variação li-
mitada por ser crescente.

Se f ∈ L 1([a, b]), segue da Proposição 3.31 que se
∫
E
f = 0 para todo

mensurável E ⊂ [a, b] então f = 0 quase sempre. O próximo lema diz que a
mesma conclusão é válida se tivermos

∫
[a,x]

f = 0 para todo x ∈ [a, b].

Lema 4.29 Se f ∈ L 1([a, b]) e F (x) =
∫ x
a
f = 0 para todo x ∈ [a, b] então

f = 0 quase sempre.

Demonstração: Suponha que f não seja igual a zero quase sempre. Dessa
forma, pelo menos um dos seguintes conjuntos

{x ∈ [a, b]; f(x) > 0} ou {x ∈ [a, b]; f(x) < 0}

tem medida positiva.
Suponha que m({x ∈ [a, b]; f(x) > 0}) > 0. O outro caso é tratado de

forma análoga.
Como E .

= {x ∈ [a, b]; f(x) > 0} é mensurável, existe um fechado F ⊂ E
tal que m(E \ F ) < m(E)/2. Segue que

m(F ) = m(E)−m(E \ F ) > m(E)−m(E)/2 = m(E)/2 > 0.
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Afirmação:
∫
F
f > 0. De fato, como

F = {x ∈ F ; f(x) > 0} = ∪∞
n=1{x ∈ F ; f(x) > 1/n}

e m(F ) > 0 existe n0 ∈ N tal que F0
.
= {x ∈ F ; f(x) > 1/n0} tem medida

positiva.
Logo, como f > 0 em F ,∫

F

f ≥
∫
F0

f ≥ 1

n0

m(F0) > 0.

Coloque O = (a, b) \ F = ∪∞
i=1(ai, bi), reunião disjunta.

Como

0 =

∫ b

a

f =

∫
O

f +

∫
F

f

Temos

0 > −
∫
F

f =

∫
O

f =

∫
∪∞
i=1(ai,bi)

f =
∞∑
i=1

∫
(ai,bi)

f

=
∞∑
i=1

∫ bi

ai

f =
∞∑
i=1

[F (bi)− F (ai)] = 0,

um absurdo. Portanto, m(E) = 0.
□

Teorema 4.30 Sejam f ∈ L 1([a, b]), c ∈ R e

F (x) = F (a) +

∫ x

a

f(t) dt, x ∈ [a, b], (F (a) = c)

então F ′ = f quase sempre.

Demonstração: Suponha que o teorema seja válido para funções integráveis
não negativas. Dada f ∈ L 1([a, b]), escrevemos f = f+−f−. Temos f+, f− ∈
L 1([a, b]).
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Assim,

F (x)− F (a) =

∫ x

a

f(t) dt =

∫ x

a

f+(t) dt︸ ︷︷ ︸
G1(x)

−
∫ x

a

f−(t) dt︸ ︷︷ ︸
G2(x)

= G1(x)−G2(x)

e G′
1(x) = f+(x) e G2(x) = f−(x) para quase todo x ∈ [a, b], ou seja,

[F (x)− F (a)]′ = [G1(x)−G2(x)]
′ = f+(x)− f−(x) = f(x)

para quase todo x ∈ [a, b]. Como F (x) = [F (x) − F (a)] + F (a), concluı́mos
que F é derivável quase sempre e F ′(x) = f(x) para quase todo x ∈ [a, b].

Ou seja, podemos supor que f ≥ 0.
Além disso, podemos supor que f ≥ 0 seja limitada. De fato, suponha que

o teorema seja válido para funções não negativas, integráveis e limitadas. Dada
f ∈ L 1([a, b]) não negativa defina fn(x) = min{f(x), n}, x ∈ [a, b]. Temos
que fn é integrável, não negativa e limitada, 0 ≤ fn ≤ n.

Como f − fn ≥ 0, a função

Fn(x) =

∫ x

a

(f(t)− fn(t)) dt, x ∈ [a, b]

é crescente (se a ≤ x < y ≤ b então Fn(y)−Fn(x) =
∫ y
x
(f(t)− fn(t)) dt ≥ 0).

Pelo Teorema 4.8 F ′
n existe quase sempre e F ′

n ≥ 0 quase sempre.
Como fn é integrável, não negativa e limitada temos, pela hipótese que esta-

mos fazendo, que [∫ x

a

fn(t) dt

]′
= fn(x), quase sempre.

Mas como

F (x) = F (a) +

∫ x

a

f(t) dt = F (a) +

∫ x

a

(f(t)− fn(t)) dt+

∫ x

a

fn(t) dt

= F (a) + Fn(x) +

∫ x

a

fn(t) dt,
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segue que F é derivável quase sempre e F ′(x) = F ′
n(x) + fn(x) ≥ fn(x) para

quase todo x ∈ [a, b]. Portanto, tomando o limite em n, obtemos F ′(x) ≥ f(x)
para quase todo x ∈ [a, b].

Assim, ∫ b

a

F ′(x) dx ≥
∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a). (4.31)

Note que F é crescente pois estamos supondo f ≥ 0. Assim, pelo Teo-
rema 4.8 temos ∫ b

a

F ′(x) dx ≤ F (b)− F (a). (4.32)

Combinando (4.31) e (4.32) chegamos a∫ b

a

F ′(x) dx = F (b)− F (a) =

∫ b

a

f(x) dx

isto é ∫ b

a

[F ′(x)− f(x)] dx = 0.

Mas F ′ − f ≥ 0 quase sempre, portanto, F ′(x) = f(x) quase sempre.
Mostremos, enfim, que o teorema é válido para funções integráveis, não

negativas e limitadas em [a, b]. Se f é uma tal função, seja K > 0 tal que
0 ≤ f ≤ K.

Pelo Teorema 4.25 F ∈ BV([a, b]) (na verdade, F é absolutamente contı́nua
pelo Teorema 4.24). Logo, F é derivável quase sempre e F ′ ∈ L 1([a, b]). Es-
tenda F (x) = F (b) para x > b e defina

fn(x) =
F (x+ 1

n
)− F (x)
1
n

= n

∫ x+1/n

x

f(t) dt, x ∈ [a, b].

Temos 0 ≤ fn ≤ K.
Como fn → F ′ quase sempre em [a, b], segue do Teorema 3.38 que, para

todo d ∈ [a, b]∫ d

a

F ′(x) dx = lim
n→∞

∫ d

a

fn(x) dx = lim
n→∞

n

∫ d

a

[F (x+ 1/n)− F (x)] dx
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= lim
n→∞

n

[∫ d

a

F (x+ 1/n) dx−
∫ d

a

F (x) dx

]
Ex. Res. 3.46

= lim
n→∞

n

[∫ d+1/n

a+1/n

F (x) dx−
∫ d

a

F (x) dx

]

= lim
n→∞

n

[∫ d+1/n

d

F (x) dx−
∫ a+1/n

a

F (x) dx

]
F cont.|n

∫ d+1/n
d Fdx− F (d)| =

|n
∫ d+1/n
d (F −F (d)) dx| ≤

n
∫ d+1/n
d |F − F (d)| dx ≤

max[d,d+1/n] |F (x)− F (d)|

→ 0 quando n→ ∞

= F (d)− F (a) =

∫ d

a

f(x) dx,

ou seja, ∫ d

a

[F ′(x)− f(x)] dx = 0 para todo d ∈ [a, b].

Segue do Lema 4.29 que F ′ = f quase sempre.
□

O Teorema Fundamental do Cálculo pode ser enunciado da seguinte maneira

Teorema 4.33 Seja f : [a, b] → R. São equivalentes

(a) f é de classe C1 em [a, b].

(b) Existe g : [a, b] → R contı́nua tal que f(x) = f(a)+
∫ x
a
g(t) dt, x ∈ [a, b].

Como toda função contı́nua é integrável segundo Riemann, pelo que foi es-
tudado na Seção 3.2, a integral no enunciado acima pode ser tanto a integral de
Riemann como a integral de Lebesgue.

Para a integral de Lebesgue temos a seguinte versão do Teorema Fundamen-
tal do Cálculo:

Teorema 4.34 Seja f : [a, b] → R. São equivalentes

(a) f é absolutamente contı́nua em [a, b].

(b) f ′ existe quase sempre, f ′ ∈ L 1([a, b]) e f(x) = f(a) +
∫ x
a
f ′(t) dt,

x ∈ [a, b].
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Demonstração: Suponha que (b) seja válido. Pelo Teorema 4.24 f é absolu-
tamente contı́nua em [a, b].

Reciprocamente, suponha que f seja absolutamente contı́nua em [a, b]. Pelo
Teorema 4.23 f é de variação limitada em [a, b] e pelo Corolário 4.21 f ′ existe
quase sempre e é integrável em [a, b].

Coloque F (x) =
∫ x
a
f ′(t) dt. Teorema 4.24 F é absolutamente contı́nua e

pelo Teorema 4.30 F ′ = f ′ quase sempre.
Portanto, F −f é absolutamente contı́nua e (F −f)′ = 0 quase sempre. Pelo

Teorema 4.26 F − f é constante em [a, b]. Portanto, para todo x ∈ [a, b] temos
F (x)− f(x) = F (a)− f(a) = −f(a), isto é,

f(x) = f(a) + F (x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt.

□

Definição 4.35 Uma função f : [a, b] → R é chamada de singular se para quase
todo x ∈ [a, b] tem-se f ′(x) = 0.

A função de Cantor é exemplo de uma função singular que não é constante.
O Teorema 4.26 diz que toda função que é simultaneamente singular e abso-

lutamente contı́nua é constante.
O teorema a seguir diz que toda função de variação limitada se decompõe de

modo essencialmente único como soma de uma função absolutamente contı́nua
e uma função integrável singular.

Teorema 4.36 Se f ∈ BV([a, b]) então existem g, h : [a, b] → R tais que g é
absolutamente contı́nua em [a, b], h ∈ L 1([a, b]) é singular e f = g + h. Além
disso, g e h são únicas a menos de constantes aditivas.

Demonstração: Como f é de variação limitada, pelo Corolário 4.21 sua de-
rivada existe quase sempre e é uma função integrável.

Defina g(x) =
∫ x
a
f ′(t) dt, que é absolutamente contı́nua, e coloque h =

f − g.
Temos h ∈ L 1([a, b]) pois f ∈ L 1([a, b]) pelo Corolário 4.20 e g é (abso-

lutamente) contı́nua em [a, b]. Além do mais, pelo Teorema 4.30 g′ = f ′ quase
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sempre e, portanto, h′ = (f − g)′ = f ′ − g′ = f ′ − f ′ = 0 quase sempre. Ou
seja, h é singular e integrável e f = g + h.

Suponha agora que f = g1 + h1 = g2 + h2 com g1 e g2 absolutamente
contı́nuas e h1 e h2 integráveis e singulares.

Temos que φ .
= g1 − g2 = h2 − h1 é tanto absolutamente contı́nua quanto

integrável e singular. Segue do Teorema 4.26 que φ = K para alguma constante
K ∈ R. Portanto, g1 e g2 diferem por constante e o mesmo ocorre com h1 e h2.

□



Capı́tulo 5

Os espaços Lp

5.1 Definição e propriedades
Dada uma função mensurável f em E definimos o supremo essencial de |f | em
E por

sup essE |f | = inf{α ≥ 0;m({x ∈ E; |f(x)| > α}) = 0} ∈ R

com a convenção de que inf ∅ = +∞.
Se f : E → R é mensurável e 0 < p ≤ ∞ defina

||f ||p
.
= ||f ||p,E =


(∫

E
|f |p
) 1

p se 0 < p <∞

sup essE |f | se p = ∞
∈ [0,∞].

Para 0 < p ≤ ∞ defina

L p(E) = {f : E → R; ||f ||p <∞}.

Como fizemos na página 106 considere agora a relação equivalência em
L p(E) dada por f ∼ g, f, g ∈ L p(E), se f = g quase sempre.

É claro que se f ∼ g, f, g ∈ L p(E) e 0 < p < ∞ então ||f ||p = ||g||p.
Enquanto que se p = ∞, temos m({x ∈ E; f(x) > α}) = m({x ∈ E; g(x) >
α}) para todo α e, portanto, ||f ||∞ = ||g||∞.

141



142 CAPÍTULO 5. OS ESPAÇOS Lp

Dessa forma fica bem definida a quantidade ||[f ]||p
.
= ||f ||p, 0 < p ≤ ∞,

sendo [f ] a classe de equivalência de f ∈ L p(E).
Os espaços Lp(E), 0 < p ≤ ∞ são definidos por

Lp(E) = L p(E)/ ∼ .

Veremos que se 1 ≤ p ≤ ∞ então (Lp(E), || · ||p) é um espaço vetorial
normado e observamos que se 0 < p < 1 então Lp(E) se torna um espaço
(vetorial) métrico com a distância dp(f, g) = ||f − g||pp.

A próxima proposição deixa claro o porquê do nome de supremo essencial
para ||f ||∞ quando f ∈ L∞(E).

Proposição 5.1 Se f ∈ L∞(E) então |f | ≤ ||f ||∞ quase sempre.

Demonstração: Sejam

En = {x ∈ E; |f(x)| > 1

n
+ ||f ||∞}, n ∈ N

e
E∞ = {x ∈ E; |f(x)| > ||f ||∞}.]

Para mostrar que |f | ≤ ||f ||∞ quase sempre, precisamos mostrar quem(E∞) =
0.

Temos En ⊂ En+1, ∪∞
n=1En ⊂ E∞ e se x ∈ E∞, tomando n ∈ N tal

que n > 1/(|f(x)| − ||f ||∞), vemos que x ∈ En. Portanto, ∪∞
n=1En = E∞ e,

consequentemente,
m(E∞) = lim

n→∞
m(En).

Se m(E∞) > 0 então existe n0 ∈ N tal que m(En0) > 0.
Como

||f ||∞ = inf{α ≥ 0;m({x ∈ E; |f(x)| > α}) = 0} <∞

existe α ∈ [||f ||∞, ||f ||∞ + 1/n0) tal que m({x ∈ E; |f(x)| > α}) = 0. Por-
tanto,

0 < m(En0) = m({x ∈ E; |f(x)| > 1

n0

+ ||f ||∞})
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≤ m({x ∈ E; |f(x)| > α}) = 0,

que é um absurdo.
Assim, m(E∞) = 0.

□

Proposição 5.2 Se f : E → R é mensurável e se M ≥ 0 é tal que |f(x)| ≤ M
quase sempre então f ∈ L∞(E), ||f ||∞ ≤M e

||f ||∞ = inf{K ≥ 0; |f | ≤ K quase sempre}.

Demonstração: Como |f(x)| ≤M quase sempre,

M ∈ {α ≥ 0;m({x ∈ E; |f(x)| > α}) = 0}

e, portanto,

||f ||∞ = inf{α ≥ 0;m({x ∈ E; |f(x)| > α}) = 0} ≤M

Segue que f ∈ L∞(E) e

||f ||∞ ≤ inf{K ≥ 0; |f | ≤ K quase sempre}.

Pela Proposição 5.1, ||f ||∞ ∈ {K ≥ 0; |f | ≤ K quase sempre}, logo,

||f ||∞ = inf{K ≥ 0; |f | ≤ K quase sempre}.

□

Corolário 5.3 (L∞(E), || · ||∞) é um espaço vetorial normado.

Demonstração: Sejam f, g ∈ L∞(E).
Pela Proposição 5.1

|f + g| ≤ |f |+ |g| ≤ ||f ||∞ + ||g||∞ quase sempre

e pela Proposição 5.2

||f + g||∞ ≤ ||f ||∞ + ||g||∞.
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Assim, f + g ∈ L∞(E) e vale a desigualdade triangular para || · ||∞.
Seja λ ∈ R. Se λ = 0 então

sup essE |0f | = sup essE 0 = inf{α ≥ 0;m({x ∈ E; 0 > α}) = 0}

= inf{α ≥ 0;m(∅) = 0} = 0 = 0||f ||∞.
Se λ ̸= 0 então

sup essE |λf | = inf{α ≥ 0;m({x ∈ E; |λf(x)| > α}) = 0}

= inf{α ≥ 0;m({x ∈ E; |f(x)| > α/|λ|}) = 0}
= inf{|λ|(α/|λ|) ≥ 0;m({x ∈ E; |f(x)| > α/|λ|}) = 0}

= inf{|λ|β ≥ 0;m({x ∈ E; |f(x)| > β}) = 0}
= |λ| inf{β ≥ 0;m({x ∈ E; |f(x)| > β}) = 0} = |λ|||f ||∞.

Portanto, λf ∈ L∞(E) e valem ||λf ||∞ = |λ|||f ||∞ e ||0||∞ = 0.
Claramente, ||f ||∞ ≥ 0.
Finalmente, se ||f ||∞ = 0 então pela Proposição 5.1, |f | ≤ 0 quase sempre.

Ou seja, f = 0 quase sempre, isto é, a classe [f ] é a classe nula.
□

Teorema 5.4 Se m(E) <∞ e f ∈ L∞(E) então f ∈ Lp(E) para todo p > 0 e

lim
p→∞

||f ||p = ||f ||∞.

Demonstração: Se m(E) = 0 então ||f ||p = ||f ||∞ = 0 e o teorema está
provado.

Suponha que m(E) > 0.
Como |f | ≤ ||f ||∞ quase sempre, segue que |f |p ≤ ||f ||p∞ quase sempre e

daı́ ∫
E

|f |p ≤
∫
E

||f ||p∞ = ||f ||p∞m(E) <∞. (5.5)

Agora, se α < ||f ||∞ então o conjunto

A
.
= {x ∈ E; |f(x)| > α}
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tem medida positiva e, sendo assim, limp→∞(m(A))1/p = 1.
Como,

||f ||p =
(∫

E

|f |p
)1/p

≥
(∫

A

|f |p
)1/p

≥ α(m(A))1/p,

temos
lim inf
p→∞

||f ||p ≥ α, para todo α < ||f ||∞.

Portanto,
lim inf
p→∞

||f ||p ≥ ||f ||∞.

Por (5.5)
||f ||p ≤ ||f ||∞m(E)1/p

e, portanto,
lim sup
p→∞

||f ||p ≤ ||f ||∞ lim
p→∞

m(E)1/p = ||f ||∞,

pois m(E) > 0.
Assim,

lim sup
p→∞

||f ||p ≤ ||f ||∞ ≤ lim inf
p→∞

||f ||p,

isto é ,
lim
p→∞

||f ||p = ||f ||∞.

□

Teorema 5.6 Se 0 < p1 < p2 ≤ ∞ e m(E) <∞ então Lp2(E) ⊂ Lp1(E).

Demonstração: Se p2 = ∞ o resultado segue do Teorema 5.4.
Suponha que p2 seja finito.
Temos∫

E

|f |p1 =
∫
{x∈E;|f(x)|≤1}

|f |p1 +
∫
{x∈E;|f(x)|>1}

|f |p1 ≤ m(E) +

∫
E

|f |p2 <∞.

□
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Proposição 5.7 Lp(E), 0 < p ≤ ∞, é um espaço vetorial.

Demonstração: O caso p = ∞ foi demonstrado no Corolário 5.3.
Suponha que 0 < p <∞. Sejam f, g ∈ Lp(E) e λ ∈ R.
Temos∫

E

|λf |p = |λ|p
∫
E

|f |p, portanto, ||λf ||p = |λ|||f ||p <∞.

Assim, λf ∈ Lp(E).
Como

(|f |+ |g|)p ≤ (2max{|f |, |g|})p = 2pmax{|f |p, |g|p} ≤ 2p(|f |p + |g|p)

obtemos∫
E

|f + g|p ≤
∫
E

(|f |+ |g|)p ≤ 2p
∫
E

(|f |p + |g|p) = 2p(||f ||pp + ||g||pp) <∞.

Assim, f + g ∈ Lp(E).
□

O Corolário 5.3 diz que || · ||∞ é uma norma. Na demonstração do teorema
acima vimos que se λ ∈ R e f ∈ Lp(E) então ||λf ||p = |λ||f ||p. Também
é claro que ||f ||p ≥ 0 e ||f ||p = 0 se e somente se f = 0 quase sempre, isto
é, [f ] = 0. Para mostrar que || · ||p é uma norma, resta mostrar a desigual-
dade triangular. Note que da demonstração do Teorema 5.7 segue apenas que
||f + g||p ≤ 2(||f ||pp + ||g||pp)1/p.

Lema 5.8 Sejam α, β ≥ 0 e 0 < λ < 1. Então

αλβ1−λ ≤ λα + (1− λ)β (5.9)

com a igualdade valendo se e somente se α = β.

Demonstração: Se α = 0 ou β = 0 a equação (5.9) é trivial e se vale a
igualdade, digamos, com α = 0 então 0 = (1− λ)β, ou seja, β = 0 = α.

Suponha que α, β > 0.
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Defina φ(t) = 1− λ+ λt− tλ, t > 0. Temos

φ′(t) = λ(1− tλ−1)


< 0 se 0 < t < 1

= 0 se t = 1

> 0 se 1 < t

.

Logo, t = 1 é ponto de mı́nimo global de φ, φ(1) = 0 e φ(t) = 0 se e
somente se t = 1.

Assim, 0 ≤ φ(α/β) e φ(α/β) = 0 se e somente se α = β.
Mas,

0 ≤ φ(α/β) ⇔ 0 ≤ 1− λ+ λ
α

β
−
(
α

β

)λ
⇔
(
α

β

)λ
≤ 1− λ+ λ

α

β
⇔ αλβ1−λ ≤ λα + (1− λ)β

e

α = β ⇔ φ(α/β) = 0 ⇔ 0 = 1− λ+ λ
α

β
−
(
α

β

)λ
⇔
(
α

β

)λ
= 1− λ+ λ

α

β
⇔ αλβ1−λ = λα + (1− λ)β.

□
Dado p ∈ [1,∞] definimos o expoente conjugado de p como sendo o único

p∗
.
= q ∈ [1,∞] que satisfaz

1

p
+

1

q
= 1

com a convenção que 1/∞ = 0. É claro que o expoente conjugado de q é p.
Temos que se 1 < p < ∞ então q = p/(p − 1), se p = 1 então q = ∞ e se

p = ∞ então q = 1. Em particular, se p = 2 então q = 2.

Teorema 5.10 (Desigualdade de Hölder) Sejam p e q expoentes conjugados.
Se f e g são mensuráveis em E então vale a seguinte desigualdade

||fg||1 ≤ ||f ||p||g||q. (5.11)



148 CAPÍTULO 5. OS ESPAÇOS Lp

Em particular, se f ∈ Lp(E) e g ∈ Lq(E) então fg ∈ L1(E); além do mais,
igualdade ocorre em (5.11) no caso em que 1 < p, q < ∞ se e somente se e
||g||qq|f |p = ||f ||pp|g|q quase sempre.

Demonstração: Se ||f ||p = 0 ou ||g||q = 0 então f = 0 ou g = 0 quase
sempre. Logo, fg = 0 quase sempre. Dessa forma, valem a igualdade em (5.11)
e ||g||qq|f |p = ||f ||pp|g|q.

Podemos supor então que 0 < ||f ||p, ||g||q.
Se ||f ||p = ∞ ou ||g||q = ∞ então o lado ditreito de (5.11) é infinito e não

há nada mais a provar.
Vamos portanto supor que 0 < ||f ||p, ||g||q <∞.
Se p = 1 então q = ∞ e

||fg||1 =
∫

|fg| =
∫

|f ||g| ≤ ||g||∞
∫

|f | = ||f ||1||g||∞.

De modo análogo se prova o caso em que p = ∞.
Suponha agora que 1 < p <∞ e, consequentemente, temos 1 < q <∞.
Coloque F = |f |/||f ||p e G = |g|/||g||q. Temos ||F ||p = ||G||q = 1.
Aplicando o Lema 5.8 com α = F (x)p, β = G(x)q e λ = p−1, observando

que 1− λ = q−1, obtemos

F (x)G(x) ≤ p−1F (x)p + q−1G(x)q (5.12)

e ∫
FG ≤ p−1

∫
F p + q−1

∫
Gq = p−1 + q−1 = 1. (5.13)

Portanto, ∫
|fg| = ||f ||p||g||q

∫
FG ≤ ||f ||p||g||q,

isto é, ∫
|fg| ≤ ||f ||p||g||q. (5.14)

Agora, como ||F ||p = ||G||q = 1∫
|fg| = ||f ||p||g||q ⇔

∫
FG = 1 ⇔

∫
FG = ||F ||p||G||q = 1
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FG = 1 ⇔

∫
FG = p−1 + q−1

⇔
∫
FG = p−1||F ||pp + q−1||G||qq ⇔

∫
FG = p−1

∫
F p + q−1

∫
Gq

⇔
∫
FG =

∫
(p−1F p + q−1Gq) ⇔

∫
(p−1F p + q−1Gq − FG) = 0.

Mas, por (5.12) p−1F p + q−1Gq − FG ≥ 0. Logo,∫
(p−1F p + q−1Gq − FG) = 0 ⇔ FG = p−1F p + q−1Gq q. s.

Lema 5.8⇔ F p = Gq q. s. ⇔ |f |p/||f ||pp = |g|q/||g||qq q. s.

⇔ ||g||qq|f |p = ||f ||pp|g|q q. s. .

□
Com a desigualdade de Hölder podemos provar que || · ||p satisfaz a desigual-

dade triangular.

Teorema 5.15 (Desigualdade de Minkowski) Se f, g : E → R são mensuráveis
e p ∈ [1,∞] então

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p. (5.16)

Demonstração: Se ||f ||p = ∞ ou ||g||p = ∞, o lado direito de (5.16) e
infinito e o teorema está provado.

Se ||f + g||p = 0 também não há mais nada a ser demonstrado.
O caso em que p = ∞ foi demonstrado no Corolário 5.3. O caso p = 1 é

trivial pois |f + g| ≤ |f |+ |g|.
Suponhamos assim que 1 < p < ∞, que f, g ∈ Lp(E) e ||f + g||p ̸= 0

(portanto, 0 < ||f + g||p < ∞). Seja q o expoente conjugado de p, isto é,
q = p/(p− 1).

||f + g||pp =
∫

|f + g|p =
∫

|f + g|p−1|f + g| ≤
∫

|f + g|p−1[|f |+ |g|]
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=

∫
|f + g|p−1|f |+

∫
|f + g|p−1|g|

Hölder
≤

(∫
|f + g|(p−1)q

)1/q (∫
|f |p
)1/p

+

(∫
|f + g|(p−1)q

)1/q (∫
|g|p
)1/p

(p−1)q=p
=

(∫
|f + g|p

)1/q
[(∫

|f |p
)1/p

+

(∫
|g|p
)1/p

]

= ||f + g||p/qp (||f ||p + ||g||p) .

Portanto,
||f + g||p = ||f + g||p−p/qp ≤ ||f ||p + ||g||p.

□

Corolário 5.17 Se 1 ≤ p ≤ ∞ então (Lp(E), || · ||p) é um espaço vetorial nor-
mado.

Exemplo 5.18 Se 0 < p < 1 então || · ||p não é uma norma em Lp((0, 1)).

Sejam f = χ(0,1/2) e g = χ[1/2,1). Temos

||f + g||p = ||1||p =
(∫

(0,1)

1

)1/p

= 1,

||f ||p =
(∫

(0,1/2)

1

)1/p

= 2−1/p

e

||g||p =
(∫

[1/2,1)

1

)1/p

= 2−1/p.

Assim,

||f ||p + ||g||p = 2 · 2−1/p = 21−1/p < 1 = ||f + g||p.



5.2. FUNCIONAIS LINEARES LIMITADOS 151

5.2 Funcionais lineares limitados

Definição 5.19 Seja X um espaço vetorial normado. Uma sequência (xn) de
elementos de X converge em X se existir x ∈ X tal que para todo ε > 0 existe
N ∈ N tal que ||xn − x|| < ε para todo n ≥ N .

Definição 5.20 Seja X um espaço vetorial normado. Uma sequência (xn) de
elementos de X é chamada de sequência de Cauchy se dado ε > 0 existe N ∈ N
tal que ||xn − xm|| < ε para todos n,m ≥ N .

Definição 5.21 Seja X um espaço vetorial normado. Dizemos que X é um
espaço de Banach (ou completo) se toda sequência de Cauchy em X converge
para algum elemento de X .

Definição 5.22 Seja X um espaço vetorial normado. Dada uma sequência (xn)
de elementos de X dizemos que a série

∑∞
n=1 xn converge em X se a sequência

sn =
∑n

j=1 xj convergir em X .

Definição 5.23 Seja X um espaço vetorial normado. Dada uma sequência (xn)
de elementos de X dizemos que a série

∑∞
n=1 xn é absolutamente convergente

em X se série numérica
∑∞

n=1 ||xn|| for convergente em R.

Teorema 5.24 Um espaço vetorial normado X é um espaço de Banach se e
somente se toda série absolutamente convergente em X é convergente em X .

Demonstração: Suponha que X seja espaço de Banach. Seja (xn) uma
sequência de elementos de X tal que a série

∑∞
n=1 xn é absolutamente conver-

gente em X .
Coloque M =

∑∞
n=1 ||xn||.

Dado ε > 0 existe N ≥ 2 tal que

|M −
N−1∑
n=1

||xn||| =
∞∑
n=N

||xn|| < ε.
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Seja sn =
∑n

j=1 xj . Para todos n,m ≥ N , n ≥ m, temos

||sn − sm|| = ||
n∑

j=m+1

xj|| ≤
n∑

j=m+1

||xj|| ≤
∞∑
n=N

||xn|| < ε,

ou seja, (sn) é uma sequência de Cauchy em X . Como X é Banach, (sn) con-
verge em X , isto é, a série

∑∞
n=1 xn converge em X .

Reciprocamente, suponha que toda série absolutamente convergente em X
seja convergente em X . Seja (xn) uma sequência de Cauchy em X . A estratégia
da prova é encontrar uma subsequência de (xn) que seja convergente. Para isso,
buscaremos uma subsequência que tenha como termo geral a soma parcial de
uma série que seja absolutamente convergente.

Como (xn) é uma sequência de Cauchy, existe n1 ∈ N tal que se n,m ≥ n1

então
||xn − xm|| < 2−1.

Indutivamente, suponha que tenhamos n1 < · · · < nk tal que se n,m ≥ nj
então

||xn − xm|| < 2−j, j = 1, . . . , k.

Como (xn) é de Cauchy existe nk+1 > nk tal que se n,m ≥ nk+1 então

||xn − xm|| < 2−k−1.

Assim, existe uma sequência estritamente crescente de números naturais nk sa-
tisfazendo

||xn − xm|| < 2−k para todos n,m ≥ nk.

Defina a sequência (yk) em X por

yk =

{
xnk

− xnk−1
, se k ≥ 2

xn1 , se k = 1
.

Sejam tk =
∑k

j=1 yj e sk =
∑k

j=1 ||yj||.
Note que

tk =
k∑
j=1

yj = y1 +
k∑
j=2

yj = xn1 +
k∑
j=2

(xnj
− xnj−1

) = xnk
. (5.25)
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Como sk é crescente, para mostrar que ela é convergente basta mostrar que é
limitada. Temos

0 ≤ sk =
k∑
j=1

||yj|| = ||y1||+
k∑
j=2

||yj||

= ||xn1||+
k∑
j=2

||xnj
− xnj−1

|| ≤ ||xn1||+
k∑
j=1

2−j+1 < ||xn1||+ 2,

vemos que sk converge em R, isto é,
∑∞

j=1 yj é absolutamente convergente. Por
hipótese,

∑∞
j=1 yj = limk→∞ tk é convergente. Por (5.25), a subsequência (xnk

)
converge em X . Seja x = limk→∞ xnk

.
Mostremos que (xn) converge para x. Dado ε > 0 existe N ∈ N tal que se

n,m ≥ N então ||xn − xm|| < ε/2. Como x = limk→∞ xnk
, existe K ∈ N tal

que ||x − xnk
|| < ε/2 se k ≥ K. Tome k ≥ K tal nk ≥ N . Assim, para todo

n ≥ N

||x− xn|| ≤ ||x− xnk
||+ ||xnk

− xn|| < ε/2 + ε/2 = ε.

Portanto, X é um espaço de Banach.
□

Teorema 5.26 Se 1 ≤ p ≤ ∞ então Lp(E) é um espaço de Banach.

Demonstração: Vejamos o caso p = ∞.
Seja (fn) uma sequência de Cauchy em L∞(E).
Pela Proposição 5.1 para cada n,m ∈ N existe um conjunto de medida nula

Zn,m ⊂ E tal que

|fn(x)− fm(x)| ≤ ||fn − fm||∞, x ∈ E \ Zn,m.

Coloque Z = ∪n,m∈NZn,m. Temos m(Z) = 0.
Dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que ||fn − fm||∞ < ε se n,m ≥ n0. Logo, para

todo x ∈ E \ Z temos |fn(x)− fm(x)| < ε, se n,m ≥ n0. Ou seja, a sequência
de funções (fn) é uniformemente de Cauchy em E \ Z pois n0 só depende de
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ε. Desta forma, fn converge uniformemente em E \ Z. De fato, como (fn) é
uniformemente de Cauchy em F

.
= E \ Z, é trivialmente uma sequência de

Cauchy. Logo, converge pontualmente para alguma função h em F. Mostremos
que esta convergência é, de fato, uniforme.

Dado ε > 0 existe N ∈ N tal que se n,m ≥ N então, para todo x ∈ F,
temos |fn(x)− fm(x)| < ε/3.

Para cada x ∈ F existe Nx ∈ N tal que se n ≥ Nx, |fn(x) − h(x)| < ε/3.
Coloque Mx = max{N,Nx}.

Dessa forma, se n ≥ N e para todo x ∈ F temos

|fn(x)− h(x)|

≤ |fn(x)− fN(x)|+ |fN(x)− fMx(x)|+ |fMx(x)− h(x)| < ε,

ou seja, fn converge uniformemente para h em F.
Defina

f(x) =

{
h(x), se x ∈ F

0, se x ∈ Z
.

Note que f é mensurável pois é igual quase sempre ao limite de uma sequência
de funções mensuráveis.

Note que fn converge uniformemente para f = h em F = E \ Z. Desta
forma, se α ≥ ε e n ≥ N então

{x ∈ E; |fn(x)− f(x)| > α} ⊂ {x ∈ E; |fn(x)− f(x)| > ε} ⊂ Z

e, consequentemente, m({x ∈ E; |fn(x)− f(x)| > α}) = 0.
Assim, se n ≥ N

||fn − f ||∞ = inf{α ≥ 0;m({x ∈ E; |fn(x)− f(x)| > α}) = 0} ≤ ε. (5.27)

Claramente f ∈ L∞(E), pois f = (f − fN) + fN , e de (5.27) temos que fn
converge para f em L∞(E).

Suponha agora que 1 ≤ p <∞.
Pelo Teorema 5.24 basta mostrarmos que se fn ∈ Lp(E) é tal que

M
.
=

∞∑
n=1

||fn||p
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é convergente então
∑∞

n=1 fn converge para alguma função de Lp(E).
Seja gn =

∑n
k=1 |fk| e coloque g = limn→∞ gn =

∑∞
k=1 |fk|. Temos

gn(x) ↗ g(x) ∈ [0,∞]

e, portanto,
gpn(x) ↗ gp(x) ∈ [0,∞].

Pela desigualdade de Minkowski

||gn||p = ||
n∑
k=1

|fk|||p ≤
n∑
k=1

||fk||p ≤
∞∑
k=1

||fk||p =M.

Pelo Teorema da Convergência Monótona,

||g||pp =
∫

|g|p = lim
n→∞

∫
|gn|p ≤Mp,

isto é, ||g||p ≤M .
Portanto, g ∈ Lp(E), isto é, gp é integrável. Segue que gp é finita quase

sempre e, assim, g =
∑∞

k=1 |fk| também é finita quase sempre. Seja Z ⊂ E um
conjunto de medida nula tal que g(x) ∈ [0,∞) se x ∈ E \ Z.

Assim, se x ∈ E \ Z a série numérica
∑∞

k=1 fk(x) é absolutamente conver-
gente em R. Como R é completo (um espaço de Banach),

∑∞
k=1 fk(x) converge

para todo x ∈ E \ Z.
Seja

f(x) =

{∑∞
k=1 fk(x), se x ∈ E \ Z

0, se x ∈ Z
.

Claramente f é mensurável.
Mostremos que sn =

∑n
k=1 fk converge para f em Lp(E).

Pela definição de f temos que sn converge pontualmente para f em E \ Z.
Também

|sn| = |
n∑
k=1

fk| ≤
n∑
k=1

|fk| ≤
∞∑
k=1

|fk| = g ∈ Lp(E)
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e, portanto, em E \ Z vale |f | = limn→∞ |sn| ≤ g. Assim, ||f ||p ≤ ||g||p e,
consequentemente, f ∈ Lp(E).

Em E \ Z temos,

|sn − f |p ≤ (|sn|+ |f |)p ≤ (2g)p = 2pgp ∈ L1(E)

e
lim
n→∞

|sn − f |p = ( lim
n→∞

|sn − f |)p = 0.

Segue do Teorema da Convergência Dominada que

||sn − f ||pp =
∫

|sn − f |p → 0,

isto é,
lim
n→∞

||sn − f ||p = 0,

ou seja, sn converge para f em Lp(E).
□

Definição 5.28 Sejam X um espaço vetorial normado e F : X → R um funcio-
nal linear. Dizemos que F é limitado se existir K ≥ 0 tal que

|F (x)| ≤ K||x||, ∀x ∈ X.

Proposição 5.29 As seguintes afirmações são equivalentes para um funcional
linear F : X → R definido num espaço vetorial normado.

i) F é limitado.

ii) F é contı́nuo na origem.

iii) F é contı́nuo em X .

Demonstração:
(i) ⇒ (ii) Existe K ≥ 0 tal que

|F (x)| ≤ K||x||, ∀x ∈ X.
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Logo, dado ε > 0 tome δ = ε/(K + 1) > 0. Se ||x|| < δ então

|F (x)− F (0)| = |F (x)| ≤ K||x|| ≤ Kδ =
K

K + 1
ε < ε.

(ii) ⇒ (iii) Sejam xo ∈ X e ε > 0. Como F é contı́nuo na origem existe
δ > 0 tal que |F (x)| < ε se ||x|| < δ.

Assim, se ||x− x0|| < δ então

|F (x)− F (x0)| = |F (x− x0)| ≤ ε.

(iii) ⇒ (i) Como F é contı́nuo em X , é contı́nuo na origem. Logo, existe
δ > 0 tal que se ||x|| < δ então |F (x)| ≤ 1.

Se x ̸= 0 coloque x′ = δx/2||x||. Como ||x′|| = δ/2 < δ temos

|F (x′)| = δ

2||x||
|F (x)| ≤ 1 ⇒ |F (x)| ≤ 2

δ
||x||.

Como a desigualdade acima também é verdadeira para x = 0, vemos que F é
limitado.

□

Definição 5.30 Seja X um espaço vetorial normado. Denotemos por X∗ o
conjunto dos funcionais lineares limitados em X . X∗ é chamado de dual (to-
pológico) de X .

Como combinações lineares de funcionais lineares contı́nuos é ainda um fun-
cional linear contı́nuo, X∗ é um espaço vetorial.

Definição 5.31 Seja F ∈ X∗. Defina

||F || = sup
x ̸=0

|F (x)|
||x||

= sup
x ̸=0

∣∣∣∣F ( x

||x||

)∣∣∣∣ = sup
||y||=1

|F (y)|.

Segue que se F ∈ X∗ então |F (x)| ≤ ||F || ||x||, para todo x ∈ X.

Ex. Resolvido 5.32 Mostre que se F é como acima então

||F || = sup
||y||≤1

|F (y)|.
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Resolução: Temos

||F || = sup
||y||=1

|F (y)| ≤ sup
||y||≤1

|F (y)|.

Por outro lado, dado y ∈ X , ||y|| ≤ 1, y ̸= 0 temos

|F (y)| = ||y||
∣∣∣∣F ( y

||y||

)∣∣∣∣ ≤ ||F || ||y|| ≤ ||F ||.

Tomando supremo em y como acima e lembrando que F (0) = 0 chegamos a

sup
||y||≤1

|F (y)| = sup
y ̸=0

||y||≤1

|F (y)| ≤ ||F ||.

Portanto, ||F || = sup||y||≤1 |F (y)|.
■

Proposição 5.33 A função que a cada F ∈ X∗ associa ||F || define uma norma.
Desta forma, X∗ é um espaço vetorial normado quando munido desta norma.

Demonstração: Sejam F,G ∈ X∗ e λ ∈ R.
Claramente ||F || ≥ 0. Note que ||F || = 0 se e somente se supx ̸=0

|F (x)|
||x|| = 0,

isto é, se e somente se F ≡ 0.
Também,

||λF || = sup
x ̸=0

|λF (x)|
||x||

= |λ| sup
x ̸=0

|F (x)|
||x||

= |λ|||F ||

e

||F +G|| = sup
x ̸=0

|(F +G)(x)|
||x||

≤ sup
x ̸=0

|F (x)|+ |G(x)|
||x||

= sup
x ̸=0

(
|F (x)|
||x||

+
|G(x)|
||x||

)
≤ ||F ||+ ||G||

□
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Proposição 5.34 Sejam p ∈ [1,∞] e q seu expoente conjugado. Dada g ∈
Lq(E) a aplicação que a cada f ∈ Lp(E) associa

F (f) =

∫
E

fg (5.35)

define um funcional linear limitado de Lp(E), isto é, um elemento de Lp(E)∗.
Além do mais, ||F || = ||g||q.

Demonstração: Note que pela desigualdade de Hölder temos que

|F (f)| =
∣∣∣∣∫
E

fg

∣∣∣∣ ≤ ||f ||p||g||q <∞.

Assim, F está bem definido e pela linearidade da integral é um funcional linear.
Ainda pela desigualdade acima temos que F é limitado e ||F || ≤ ||g||q.

Resta mostrar que ||F || = ||g||q. Note que se g = 0 quase sempre, isto é, se
||g||q = 0 então ||F || = 0 = ||g||q.

Suponha que ||g||q > 0.
Consideraremos primeiro o caso 1 < p <∞.
Coloque f = |g|q/p sgn g, lembrando que sgn de um número real t é igual a

1 se t > 0, −1 se t < 0 e 0 se t = 0.
Como |f |p = |g|q e g ∈ Lq(E) segue que f ∈ Lp(E) e

||f ||p =
(∫

E

|f |p
)1/p

=

(∫
E

|g|q
)1/p

= ||g||q/pq = ||g||q−1
q > 0.

Também

|F (f)| =
∣∣∣∣∫
E

fg

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫
E

(|g|q/p sgn g)g
∣∣∣∣ = ∫

E

|g|q/p|g| =
∫
E

|g|1+q/p

=

∫
E

|g|1+q−1 =

∫
E

|g|q = ||g||qq = ||g||q||g||q−1
q = ||g||q||f ||p,

isto é,
|F (f)| = ||g||q||f ||p.
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Portanto, como ||f ||p > 0,

||F || = sup
||h||p=1

|F (h)| ≥
∣∣∣∣F ( f

||f ||p

)∣∣∣∣ = ||g||q,

de onde segue que ||F || = ||g||q.
Suponha agora que p = ∞. Logo, q = 1.
Seja f = sgn g. Temos ||f ||∞ = 1 pois g não é a função nula quase sempre.
Assim,

|F (f)| =
∫
E

fg =

∫
E

(sgn g)g =
∫
E

|g| = ||g||1.

Portando, ||F || ≥ ||g||1.
Suponha agora que p = 1. Logo, q = ∞.
Se mostrarmos que para todo ε > 0 ocorrer que

m({x ∈ E; |g(x)| ≥ ||F ||+ ε}) = 0

então ||g||∞ ≤ ||F ||.
Suponha que para algum ε > 0 tenhamos

m({x ∈ E; |g(x)| ≥ ||F ||+ ε}) > 0.

Como

{x ∈ E; |g(x)| ≥ ||F ||+ ε} = ∪k≥1[−k, k] ∩ {x ∈ E; |g(x)| ≥ ||F ||+ ε}

existe k ∈ N tal que

A
.
= [−k, k] ∩ {x ∈ E; |g(x)| ≥ ||F ||+ ε} ⊂ {x ∈ E; |g(x)| ≥ ||F ||+ ε}

tem medida positiva. Note que também temos m(A) ≤ 2k.
Seja

f =
1

m(A)
χA sgn g.
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Como em A vale |g(x)| > 0 temos | sgn g| = 1 em A e

||f ||1 =
∫
E

1

m(A)
χA| sgn g| =

∫
E

1

m(A)
χA = 1.

Mas,

||F || = sup
||h||1=1

|F (h)| ≥ |F (f)| =
∣∣∣∣∫
E

fg

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
E

(
1

m(A)
χA sgn g)g

∣∣∣∣ = 1

m(A)

∫
A

|g| ≥ ||F ||+ ε,

um absurdo.
□

O próximo teorema diz que se 1 ≤ p < ∞ então todo funcional linear
limitado em Lp([a, b]) é da forma (5.35). Ele também é válido para Lp(E), mas a
demonstração utiliza resultados mais avançados da teoria da medida e integração.

Antes de enunciá-lo vamos demonstrar dois lemas.

Lema 5.36 Sejam E um conjunto de medida finita e g ∈ L1(E). Sejam 1 ≤ p <
∞ e q seu expoente conjugado. Suponha que exista M > 0 tal que |

∫
E
gφ| ≤

M ||φ||p para toda função simples em E. Então g ∈ Lq(E).

Demonstração: Mostremos que a hipótese de que |
∫
E
gφ| ≤ M ||φ||p para

toda função simples em E implica que
∫
E
|gφ| ≤ M ||φ||p para toda função

simples em E
De fato, dada a função simples ψ defina a também função simples η =

sgn g|ψ|. Temos∫
|gψ| =

∫
|g||ψ| =

∣∣∣∣∫ |g||ψ|
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ g sgn g|ψ|

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ gη

∣∣∣∣
≤M ||η||p =M

(∫
|η|p
)1/p

=M

(∫
| sgn g|ψ||p

)1/p

≤M

(∫
|ψ|p

)1/p

=M ||ψ||p.
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Note que se φ é simples então φ ∈ Lp(E), poisE tem medida finita. De fato,
se φ =

∑n
k=1 akχAk

está na forma normal então

||φ||pp =
∫
E

|
n∑
k=1

akχAk
|p =

∫
E

n∑
k=1

|ak|pχAk

≤ max{|a1|p, . . . , |an|p}
∫
E

n∑
k=1

χAk
= max{|a1|p, . . . , |an|p}m(E) <∞.

Suponha que p > 1. Logo, q é finito.
Seja ψn uma sequência crescente de funções simples não negativas tal que

ψn ↗ |g|q. Note que ψn(x) = 0 quando g(x) = 0.
Coloque φn = ψ

1/p
n sgn g e observe que também vale

ψ1/p
n = φn sgn g = |φn sgn g|

Assim, φn é simples e

||φn||p =
(∫

E

ψn| sgn g|
)1/p

=

(∫
E

ψn

)1/p

.

Também

0 ≤
∫
E

ψn =

∫
ψ1/p
n ψ1/q

n =

∫
E

|φn sgn g|ψ1/q
n ≤

∫
E

|φn sgn g||g|

=

∫
E

|φn|g| sgn g| =
∫

|φng| ≤M ||φn||p =M

(∫
E

ψn

)1/p

.

Se
∫
E
ψn = 0 então

∫
E
ψn ≤M q e se

∫
E
ψn ̸= 0(∫

E

ψn

)1/q

=

(∫
E

ψn

)1−1/p

=

∫
E

ψn

(∫
E

ψn

)−1/p

≤M

(∫
E

ψn

)1/p(∫
E

ψn

)−1/p

=M,
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ou seja,
∫
E
ψn ≤M q.

Segue do Teorema da Convergência monótona que
∫
E
|g|q ≤ M q, isto é,

||g||q ≤M . Assim, g ∈ Lq(E).
Suponha agora que p = 1. Logo, q = ∞. Seja F = {x ∈ E; |g(x)| > M}.

Se F tem medida positiva, colocando

φ =
1

m(F )
χF sgn g

vemos que φ é simples e como g ̸= 0 em F ,

||φ||1 =
∫
E

| 1

m(F )
χF sgn g| =

∫
E

1

m(F )
χF = 1.

Mas

M =M ||φ||1 ≥ |
∫
E

gφ| =
∣∣∣∣∫
E

(
1

m(F )
χF sgn g)g

∣∣∣∣
=

1

m(F )

∫
F

|g| =M +
1

m(F )

∫
F

(|g| −M) > M

pois |g| −M > 0 no conjunto de medida positiva F . Uma contradição. Logo
m(F ) = 0 e, portanto, ||g||∞ ≤M .

□

Lema 5.37 Seja f : [a, b] → R mensurável e limitada, digamos, |f | ≤ K para
algum K > 0. Então existe uma sequência de funções escadas gn : [a, b] → R
satisfazendo |gn| ≤ K para todo n ∈ N e que converge para f quase sempre.

Demonstração: Pela Proposição 2.30 para cada n ∈ N existe uma função
escada gn : [a, b] → R satisfazendo |gn| ≤ K e

m({x ∈ [a, b]; |f(x)− gn(x)| ≥ 2−n}) < 2−n.

Coloque En = {x ∈ [a, b]; |f(x) − gn(x)| ≥ 2−n}, Fm = ∪n≥mEn e F =
∩m≥1Fm.

Temos m(Fm) ≤
∑

n≥mm(En) ≤
∑

n≥m 2−n = 21−m e, portanto, m(F ) ≤
21−m para todo m ∈ N, consequentemente, m(F ) = 0.
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Agora, se x ̸∈ F então existe m ∈ N tal que x ̸∈ Fm. Assim, x ̸∈ En
para todo n ≥ m. Portanto, |f(x) − gn(x)| < 2−n todo n ≥ m. Segue que gn
converge para f em [a, b] \ F.

□

Teorema 5.38 (Teorema de representação de Riesz) Sejam 1 ≤ p < ∞ e q
seu expoente conjugado.

Se F ∈ Lp([a, b])∗ então existe uma única g ∈ Lq([a, b]) tal que

F (f) =

∫
[a,b]

fg, ∀f ∈ Lp([a, b]). (5.39)

Além do mais, ||F || = ||g||q.

Demonstração:
Unicidade:
Se g1, g2 ∈ Lq([a, b]) são tais que F (f) =

∫
[a,b]

fg1 =
∫
[a,b]

fg2 para toda
f ∈ Lp([a, b]) então 0 =

∫
[a,b]

f(g1 − g2) para toda f ∈ Lp([a, b]). Pela
Proposição 5.34 temos 0 = ||0|| = ||g1 − g2||q, ou seja, g1 = g2.

Existência:
Se F = 0 basta tomar g = 0. Suponha F ̸= 0.
Para cada s ∈ [a, b], como χs

.
= χ[a,s] ∈ Lp([a, b]), defina φ(s) = F (χs).

Se (si, s
′
i) ∈ [a, b], i ∈ N, são intervalos abertos dois a dois disjuntos, defina

para cada n ∈ N,

fn =
n∑
i=1

(χs′i − χsi) sgn(φ(s′i)− φ(si)) =
n∑
i=1

χ(si,s′i]
sgn(φ(s′i)− φ(si)).

Toda função h : [a, b] → R mensurável e limitada pertence a Lp([a, b]). De
fato,

||h||pp =
∫
[a,b]

|h|p ≤ ||h||p∞(b− a) <∞.

Note que fn é simples e, portanto, pertence a Lp([a, b]).
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Como os intervalos (si, s
′
i] são dois a dois disjuntos, fn converge pontual-

mente para

f =
∞∑
i=1

(χs′i − χsi) sgn(φ(s′i)− φ(si)) =
∞∑
i=1

χ(si,s′i]
sgn(φ(s′i)− φ(si))

e, portanto, |fn − f |p converge pontualmente a zero.
Também

|fn|p = |
n∑
i=1

χ(si,s′i]
sgn(φ(s′i)− φ(si))|p

≤

(
n∑
i=1

χ(si,s′i]
| sgn(φ(s′i)− φ(si))|

)p

≤

(
n∑
i=1

χ(si,s′i]

)p

=
n∑
i=1

χ(si,s′i]
≤ 1 ∈ Lp([a, b]). (5.40)

Logo,
|f |p = lim

n→∞
|fn|p ≤ 1.

Assim,
|fn − f |p ≤ (|fn|+ |f |)p ≤ 2p ∈ L1([a, b]).

Pelo Teorema da Convergência Dominada

||fn − f ||pp =
∫
[a,b]

|fn − f |p → 0,

ou seja, fn converge a f em Lp([a, b]).
Em particular, ||fn||p converge para ||f ||p pois | ||fn||p−||f ||p| ≤ ||fn − f ||p.
Como F é linear,

F (fn) =
n∑
i=1

sgn(φ(s′i)− φ(si))(F (χs′i)− F (χsi))

=
n∑
i=1

sgn(φ(s′i)− φ(si))(φ(s
′
i)− φ(si)) =

n∑
i=1

|φ(s′i)− φ(si)|.
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Portanto,
n∑
i=1

|φ(s′i)− φ(si)| ≤ ||F || ||fn||p.

Como F é contı́nuo em Lp([a, b]) e fn converge para f em Lp([a, b]) temos

F (f) = lim
n→∞

F (fn) =
∞∑
i=1

|φ(s′i)− φ(si)| ≤ ||F || ||f ||p. (5.41)

Por (5.40) temos |fn|p ≤
∑n

i=1 χ(si,s′i]
e daı́

||fn||pp =
∫
[a,b]

|fn|p ≤
∫
[a,b]

n∑
i=1

χ(si,s′i]
=

n∑
i=1

ℓ((si, s
′
i)) ≤

∞∑
i=1

ℓ((si, s
′
i))

e consequentemente, por ||fn||p convergir a ||f ||p, temos

||f ||pp ≤
∞∑
i=1

ℓ((si, s
′
i)) (5.42)

De (5.41) e (5.42) chegamos a

∞∑
i=1

|φ(s′i)− φ(si)| ≤ ||F ||

(
∞∑
i=1

ℓ((si, s
′
i))

)1/p

Assim, dado ε > 0 tome δ = (ε/||F ||)p e daı́, se
∑∞

i=1 ℓ((si, s
′
i)) < δ temos

∞∑
i=1

|φ(s′i)− φ(si)| ≤ ||F ||(
∞∑
i=1

ℓ((si, s
′
i)))

1/p < ||F ||δ1/p = ε.

Portanto, φ é absolutamente contı́nua em [a, b]. Note que φ(a) = F (χ[a,a]) =
0 pois χ[a,a] é zero quase sempre.

Pelo Teorema 4.34 g .
= φ′ ∈ L1([a, b]) e

φ(s) =

∫ s

a

g =

∫
[a,b]

gχ[a,s] =

∫
[a,b]

gχs,
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isto é,

F (χ[a,s]) =

∫
[a,b]

gχ[a,s].

Toda função escada em [a, b] pode ser escrita, a menos de um número finito
de pontos, como

ψ =
k∑
j=1

ajχ[a,sj ].

Temos

F (ψ) = F (
k∑
j=1

ajχ[a,sj ]) =
k∑
j=1

ajF (χ[a,sj ]) =
k∑
j=1

aj

∫
[a,b]

gχ[a,sj ]

=

∫
[a,b]

g
k∑
j=1

ajχ[a,sj ] =

∫
[a,b]

gψ.

Seja f : [a, b] → R uma função mensurável e limitada; temos ||f ||∞ ≤ K
para algum K > 0. Pelo Lema 5.37 existe uma sequência de funções escadas
ψk : [a, b] → R, |ψk| ≤ K, que converge para f quase sempre.

Considere fk = |f − ψk|p. Temos que fk converge a zero quase sempre e
|fk| ≤ (2K)p ∈ L1([a, b]). Assim, pelo Teorema da Convergência Dominada

lim
k→∞

||f − ψk||p = lim
k→∞

(∫
[a,b]

|f − ψk|p
)1/p

=

(
lim
k→∞

∫
[a,b]

|f − ψk|p
)1/p

= 0,

ou seja, fk converge para f em Lp([a, b]).
Como F é contı́nuo

F (f) = lim
k→∞

F (ψk) = lim
k→∞

∫
[a,b]

gψk.

Como

|gψk| ≤ K|g| ∈ L1([a, b]) e lim
k→∞

gψk = gf q. s.,
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aplicando novamente o Teorema da Convergência Dominada obtemos

F (f) = lim
k→∞

∫
[a,b]

gψk =

∫
[a,b]

gf

para toda f mensurável e limitada.
Como F é contı́nuo,∣∣∣∣∫

[a,b]

gf

∣∣∣∣ = |F (f)| ≤ ||F || ||f ||p

para toda f mensurável e limitada; em particular para funções simples em [a, b].
Como g ∈ L1([a, b]) podemos utilizar o Lema 5.36 e concluir que g ∈ Lq([a, b]).

Tome agora f ∈ Lp([a, b]), f ≥ 0.
Defina para cada n ∈ N fn = min{f, n}. Temos que fn é mensurável, fn

converge para f , |fn| = fn ≤ n e |fn| = fn ≤ f . Assim, |fn − f |p tende a zero
e |fn− f |p ≤ (2f)p ∈ L1([a, b]). Segue do Teorema da Convergência Dominada
que fn converge para f em Lp([a, b]).

Pela continuidade de F e por fn ser uma função mensurável limitada, obte-
mos

F (f) = lim
n→∞

F (fn) = lim
n→∞

∫
[a,b]

gfn.

Mas
|gfn| = |g| |fn| ≤ |g| |f | = |fg| ∈ L1([a, b])

pela desigualdade de Hölder (f ∈ Lp([a, b]) e g ∈ Lq([a, b])) e gfn tende a gf .
Nova aplicação do Teorema da Convergência Dominada leva a

F (f) = lim
n→∞

∫
[a,b]

gfn =

∫
[a,b]

gf.

Finalmente, se f ∈ Lp([a, b]) escreva f = f+ − f−. Como 0 ≤ (f±)p ≤
|f |p ∈ L1([a, b]) temos f± ∈ Lp([a, b]) e, assim,

F (f) = F (f+ − f−) = F (f+)− F (f−)

=

∫
[a,b]

gf+ −
∫
[a,b]

gf− =

∫
[a,b]

g(f+ − f−) =

∫
[a,b]

gf.
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Assim, fica demonstrado que existe g ∈ Lq([a, b]) tal que para toda f ∈
Lp([a, b]) temos

F (f) =

∫
[a,b]

gf.

Segue da Proposição 5.34 que ||F || = ||g||q.
□
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estendidos, 84
de Riemann, 101

L p, 141
Lp, 142
Lema

de aproximação por funções sim-
ples, 61

de Vitali, 110
Lema de Fatou, 82

Medida, 10
de Lebesgue, 22
exterior de Lebesgue, 11

Quase sempre, 49
Quase toda parte, 49

σ-álgebra, 5
de Borel , 7
gerada, 7

Teorema
de representação de Riesz, 164
da Convergência Dominada, 88

172
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