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Exerćıcio 1. (2pt) Defina f : [0, 1]→ R pondo f(0) = 0 e f(x) = 1/2n se 1/2n+1 <

x ≤ 1/2n, n ∈ N. Prove que f é integrável e calcule
∫ 1

0
f(x) dx.

Exerćıcio 2. (2pt) Seja f : [a, b]→ R integrável. Mostre que a função F : [a, b]→ R
definida por

F (x) :=
∫ x

a

f(t) dt

é lipschitziana.

Exerćıcio 3. (2pt) Com o aux́ılio de somas de Riemann mostre que para p > 1,
p ∈ N, temos

lim
n→∞

1
np+1

n∑
i=1

ip =
1

p+ 1
.

Exerćıcio 4. (2pt) Sejam f : [a, b] → R cont́ınua e α, β : I → [a, b] deriváveis.
Defina φ : I → R como

φ(x) =
∫ β(x)

α(x)

f(t) dt.

Prove que φ é derivável e que

φ′(x) = f(β(x))β′(x)− f(α(x))α′(x).

Exerćıcio 5. (2pt) Faça os seguinte itens
A. Mostre que se Ai ⊂ R têm medida nula, com i ∈ N, então

∞⋃
i=0

Ai

tem medida nula.

B. A implicação no item A permanece válida se substituirmos a famı́lia Ai por
uma famı́lia NÃO enumerável de conjuntos de medida nula? Justifique sua
resposta.

Exerćıcio 6. (2pt) Seja f : R→ R uma função cont́ınua tal que
i. f(0) = 1,
ii. f(x+ y) = f(x)f(y) para todo x, y ∈ R.

Mostre que f(x) = exp(x).
Errata: Este enunciado está incorreto. De fato, destas hipóteses só
podemos concluir que f(x) = exp(cx), para algum c ∈ R, ou, o que é o
mesmo, que f(x) = ax para algum a > 0.
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