PRIMEIRA LISTA CABELUDA

DANIEL SMANIA

Questao 1. Verifique se os sequintes conjuntos de vetores so L.I. ou L.D.
a) (3,4) e (1,-3) b) (2,-3) e (6,9)
) (4,3,-2) e (2,-6,7) d) u=2—5t+6t> —t3 v =23+2t — 4> 4 5¢>
e) (1,-2,1), (2,1,-1), (7,-4,1) f) (2,-3,7), (0,0,0), (3,—1,—4)

Questao 2. Considere o conjunto das sequéncias infinitas
V ={(x1,22,23,24,...) t.q. z; € R}
Seu = (x1,x2,T3,Tq,...) eV = (Y1,Y2,Y3, Y4, - - . ), defina a soma de duas sequéncias
como
u+v= (21 +y1,T2+ Y2, T3+ Y3, Ta + Ya,...)
e, se A € R, defina
Au = (Ax1, Az, Az, A2y, .. .).

Mostre que V', munido desta soma e multiplicagao por escalar, é um espaco vetorial
(verifique as 8 condigoes que definem um espago vetorial).

Questao 3. Seja V' como no exercicio anterior. Mostre que 0s sequintes conjuntos
sao subespacos vetoriais de V.

o Vi ={u=(x1,29,...): existe um n t.q. xx =0, para todo k > n}.

o Vo ={u=(x1,22,...): 22y + 3Tpt1 = TTpy2, para todo n > 0}

Questao 4. Seja V' como nos dois evercéios anteriores. Seja p(x) = —2° + ax? +
bx + ¢ um polindmio com trés (distintas) reais raizes, 61, 02 e 0s5. Seja Vs o sube-
spacos das sequéncias u = (x1,%2,...) €V tais que Tpi3 = aTpia + Tyt + cy,
para todo n > 0.
(1) Dados e, f,g € R, mostre que em V3 existem uma tdnica sequéncia u =
(x1,22,22,%4,...) € V3 tal que x1 = ¢, xo = f e x3 = g.
(2) Considere as sequéncias

1)12(1,0,0,...), 1122(0,1,0,...) 6’(}3:(0,0,1,...)

Mostre que {v1,v2,v3} € uma base de V3.
(3) Considere as sequéncias

up = (1,01,02,03,...), ug = (1,04,03,05,...) e uz = (1,05,03,605,...).
Mostre que B = {uy,us,usz} C Vs e € um conjunto l.i. (Sugestao: mostre a
matriz, cujas primeira, sequnda e terceira linhas sio (1,601,0%), (1,02,03) e
(1,05,03) tem determinante ndao nulo). Conclua, utilizando o item anterior,
que B € uma base para V3.
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(4) Conclua que toda sequéncia u € Vs se escreve como
u=(a+pB+7,ab + [0z + 03,007 + 303 + 02, a3 + 505 +~63, ...),
para algum o, 8,7 € R.
Questao 5. Seja V' o conjunto das fungoes diferencidveis f: R — R tais que
f'(z) = f(x), para todo x € R.

Mostre que V', munido com as operacoes usuais de soma e multiplicacao por escalar
para fungoes, € um espaco vetorial. Mostre que a funccao e® pertence a 'V .

Questao 6. Ezpressar o vetor X dado como sendo uma combinacdo linear dos
outros vetores dados.

a) X:(l,O), A:( 71)a
1

1 —(0,1) b) X=(1,1); A=(2,1), B=(1,0).
c) X =(4,3); A=(2,1),

B 1
B=(-1,0)d) X =(1,1,1); A= (0,1,—-1), B=(1,1,0), C = (1,0,2)

Questao 7. Considere os espaco vetorial de todas as fungdes reais de uma varidvel
x. Mostrar que os sequintes pares de vetores sao linearmente independentes
(1) 1, «.
(2) 5861, 2z
(3) cos(x), cos(3x).
(4) x, 22
(5) x, sen(x).
Questao 8. Suponha que o conjunto S = {vy,...,v,} gera o espago vetorial V.
Demonstre:
o Sew €V, entio {w,v1,va,...,0,} €Ld. e geraV.
e Sew; é combinagao linear dos vetores em S" = {v1,v2, ..., Vim1,Vit1,y -+, Un}},
entao S' gera V.

Questao 9. Seja W um subespago vetorial de uma espago vetorial V. Fize v € V
e defina o conjunto W +v :={u+v t.q. u € V}. Mostre que o conjunto W +v €
um subespacgo vetorial de V' se e somente se v pertence a W .

uestao 10. Seja (aq,...,a,) € R™. Defina
)

W ={(z1,...,2,) t.q.Zaixi =0}
1

Mostre que W € um subespaco vetorial de R™.

Questao 11. Determine se os sequintes conjuntos de vetores formam uma base de

R3:
(1) (L la 1) € (17 717 5) b)(17 27 3)v (15 07 71)a € (37 71a 0)
c)(1,1,2), (1,2,5) e (5,3,4)
Questao 12. Seja V' um espago vetorial que € gerado pelos n vetores {vy,...,v,}.
Suponha ainda que V' admita um conjunto l.i. com n vetores {w1,...,w,}. Prove

que dim V =n.



PRIMEIRA LISTA CABELUDA 3

Questao 13 (Métodos das fragoes parciais). Seja qo(z) = um polindémio de grau
n com n raizes reais distintas, r1,72,...,T,. O objetivo deste exercicio é mostrar

que toda fungdo racional da forma po(x)/qo(x) onde o grau de py € menor ou igual
an—1 pode ser escrita da forma

qgo(x) x—m1r T —Ty

A A,
po(I) o 1 R

(1) Considere os conjunto de fungoes racionais

p(z)

V = {u(z) t.q. u pode ser escrita da forma u(r) = ——=, com grau p <n —1}

2)

()’
Mostre que V' é um espaco vetorial com as operagoes de soma e multi-
plicacdo por escalar usuais para fungoes.
Mostre que o conjunto

1 T a1 )
()" q(x)”  qo(z)
gera V. Conclua que dimV < n.
Mostre que
€V, para todo i <n
r—T;
Mostre que
1 1 1
S={—— o, ——}
T—17T] X — Ty -1,

é um conjunto linearmente independente de vetores de V. (Sugestdo: Use o
sequinte fato: se dois polinomios a(x) e b(x), ambos de grau < k, coincidem
em k+1 pontos da reta real, entao a(x) = b(x), para todo x € R.) Conclua
que S € uma base para V (em particular dim V =n).

Use o item anterior para concluir que toda funcao racional uw € V' se escreve
como combinacgdo linear de elementos de S.



