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INTRODUÇÃO

Neste estudo consideramos um conjunto Semi-Algébrico como espaço métrico. O conjunto de todos os espaços métricos pode ser considerado como uma categoria, tal que, objetos nesta categoria são espaços métricos, morfismos são aplicações Lipschitzianas e isomorfismos são aplicações Bi-lipschitzianas, ou seja aplicações inversíveis Lipschitziana com inversa Lipschitziana.

Esta teoria fornece uma conexão entre a Geometria Métrica e a Geometria Algébrica Real. Estamos interessados nas propriedades métricas dos Conjuntos Algébricos e Semi-Algébricos. O problema central em cada categoria é a classificação de objetos pela relação de equivalência isomorfismo. Dois objetos são ditos equivalentes se eles são isomorfos.
Seja X  um conjunto semi-algébrico do 
[image: image1.wmf]n

Â

, conexo. Y. Yomdin demonstrou que estas condições são equivalentes a  X  ser  semi-algébrico conexo  por caminhos,  logo podemos definir duas métricas  em X:  uma é a métrica induzida do 
[image: image2.wmf]n
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, e  a outra é  a métrica do comprimento ou métrica interna.

A métrica interna é  definida da seguinte forma: dados dois pontos em X, consideramos todos  os caminhos em X  suave por partes ligando estes dois pontos, e tomamos o ínfimo do comprimento  destes caminhos. É de fácil verificação mostrar que isto define uma métrica em X .  A classificação nestas  duas métrica são diferentes porque nem sempre elas são equivalentes. Em geral elas são equivalentes, se o conjunto X é uma variedade suave compacta. Se o conjunto tem singularidade então estas  métricas  nem sempre são equivalentes. Um exemplo que  veremos mais adiante, disto será a cúspide.

Um  conjunto é dito Normalmente Mergulhado se a métricas induzida e a métrica do comprimento são  equivalentes. 

Nosso objetivo principal é mostrar que sendo X um conjunto semi-algébrico e compacto, a classe de todos os conjuntos semi-algébricos equivalentes a X com respeito a métrica do comprimento,  contém pelo menos um conjunto normalmente mergulhado.

CAPÍTULO 0
DEFINIÇÕES BÁSICAS

0.1 PRELIMINARES

DEFINIÇÃO 0.1: Um conjunto
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 é dito semi-algébrico se ele admite alguma representação   da forma:   
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Exemplos: 
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3: Um  k-simplexo  no  
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    onde  
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  satisfaz a  seguinte condição: se um subespaço linear 
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 EMBED Equation.3  [image: image26.wmf]k
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4: Um poliedro (finito) do 
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é um subconjunto 
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admitindo uma decomposição  simplicial  finita. Este último é uma coleção dos seguintes dados:

   - Uma coleção finita de simplexos disjuntos 
[image: image30.wmf]{

}

d

S

S

K

,...,

1

=

 
[image: image31.wmf]j

i

S

S

Ç

(

= (,
[image: image32.wmf]j

i

se

¹

,

) t.q.

   - 
[image: image33.wmf]d

r

,...,

1

=

"

todas  as faces  de 
[image: image34.wmf]r

S

 pertencem a K;

   - 
[image: image35.wmf].

1

U

d

r

r

S

X

=

=

  

Por definição, temos que qualquer poliedro é semi-algébrico.

5: 
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DEFINIÇÃO 0.2: Dois espaços métricos 
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 são ditos bi- lipschitz equivalentes  se existe  um  homeomorfismo    
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 O homeomorfismo  F é chamado uma aplicação bi-lipschitz.
Observações:  
1) A Classificação bi-lipschitz é forte enquanto topológica, pois se dois espaços   são bi-lipschitz equivalentes então eles são homeomorfos, mas a classificação é  fraca enquanto analítica.

[image: image743.wmf]i
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Por exemplo: 
[image: image46.wmf]b

-horn  (corneta) e o disco fechado. Veremos que ambos estão normalmente mergulhado.

2) Os resultados posteriores são desenvolvidos para algumas propriedades métricas de conjuntos semi-algébricos com  singularidades. A teoria métrica de singularidade  considera conjunto como  espaço métrico, pois sempre podemos definir  nele a métrica interna.

DEFINIÇÃO 0.3: Por uma estratificação de um subconjunto X do 
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, entendemos uma partição
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1) Cada 
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(chamado um estrato da estratificação ou, estrato de X) é uma subvariedade  do  
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,  localmente  analítica;

2) Se 
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Uma estratificação  é dita finita se existe um número finito de estratos, e é dita semi-algébrica se cada estrato é um conjunto semi-algébrico.

Vamos agora relembrar um importante resultado que precisaremos  posteriormente:

Lema: Em qualquer espaço métrico a função distância a um conjunto fixo é uma função 1-lipschitz.

Dem.]: ([E.L.1], p. 18.)

Seja (X,d) um espaço métrico, Y
[image: image54.wmf]Ì

X , não vazio.

Tome x , z 
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como vale para todo  
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Por outro  lado,  trocando x por z,  temos: 
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Analogamente,
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Portanto, por  (1) e  (2), temos: 
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DEFINIÇÃO 0.4: Sejam X e Y conjuntos semi-algébricos. Uma aplicação 
[image: image66.wmf]Y
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é dita semi-algébrica se seu gráfico é um conjunto semi-algébrico.

Antes de finalizarmos este capítulo enunciaremos um importante resultado. Como a demonstração foge ao nosso objetivo não a apresentaremos , mas convidamos o leitor para  consultar em  ([B.R] , p. 69-75).

2º  TEOREMA PRINCIPAL DE ESTRUTURA(Aplicação):

Todo conjunto semi-algébrico X, do 
[image: image67.wmf]n
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, possui uma estratificação semi-algébrica finita.

CAPÍTULO I 

MERGULHO NORMAL DE CONJUNTOS  SEMI-ALGÉBRICOS

1.1 CONJUNTOS MERGULHADOS

Seja X um subconjunto do 
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, conexo por arcos. Podemos definir duas métricas sobre X.  

A primeira é a métrica induzida do 
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Â

que denotamos por 
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. A segunda é a métrica do comprimento (ou  métrica interna), definida da seguinte forma: 
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DEFINIÇÃO 1.1: Um conjunto X é dito normalmente mergulhado no 
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se 
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Observações:  
1) Para todo 
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, pois a reta no espaço euclidiano é sempre a menor distância ligando dois quaisquer pontos.



2) Podemos definir mergulho normal  em subconjuntos 
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, conexos por arcos ,estratificados, se cada estrato estiver normalmente mergulhado.

3) Se  X está normalmente mergulhado em Y, e Y está normalmente mergulhado em Z,  então X está normalmente mergulhado em Z.

Dem.]: 3):
Vamos denotar 
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Sabemos que  existem constantes  
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Logo para todos x , y
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DEFINIÇÃO 1.2: Um conjunto X é dito localmente normalmente mergulhado num ponto 
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está normalmente mergulhado, ou o germe de X em 
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Observamos que se X está normalmente mergulhado no 
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 então,  X está localmente normalmente mergulhado  em cada ponto x 
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 X. Mas a recíproca não é verdadeira, pois considerando a variedade X, abaixo temos: Dados x
[image: image109.wmf]Î

X, como X é variedade. Existe uma vizinhança de x, Vx em X, tal que. Vx  está localmente normalmente mergulhada, mas, dado 
[image: image110.wmf]0

>

e

, existem pontos  x1 , x2 
[image: image111.wmf]X

Î

, tal que 
[image: image112.wmf]e

<

)

,

(

2

1

x

x

d

I

 e 
[image: image113.wmf]e

1

)

,

(

2

1

³

x

x

d

L

.

[image: image744.wmf]n

Â


DEFINIÇÃO 1.3: Seja X conjunto  semi-algébrico e 
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 . Dizemos que Y está relativamente normalmente mergulhado em X  se existe 
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Proposição 1.1:  Seja 
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            Dem.]:  Como cada 
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Proposição  1.2:  Seja X um conjunto, compacto, localmente normalmente mergulhado em cada ponto x 
[image: image131.wmf]Î

 X. Então X está normalmente mergulhado.

Dem.]: 
Como X é compacto tome 
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Colorário 1.2:  Toda subvariedade compacta X  do 
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Logo, P é lipschitz.
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Ou seja, V está normalmente mergulhado no 
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Como o ponto x
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Observação: Poderíamos ter demonstrado o colorário acima de uma maneira mais concisa e elegante da seguinte forma: Sabemos que em cada ponto 
[image: image222.wmf]Î

0

x

X  existe uma vizinhança aberta 
[image: image223.wmf]0

W

 de X, tal que a aplicação exponencial é um difeomorfismo. Podemos tomar um aberto convexo 
[image: image224.wmf]0

V

 tal que 
[image: image225.wmf]0

0

W

V

Ì

 (basta considerar 
[image: image226.wmf]0

V

uma bola aberta em 
[image: image227.wmf]0

W

). Portanto pela desigualdade do valor médio ([E.L.2], p.264), temos que 
[image: image228.wmf]0

|

exp

V

 é bi-lipschitz. Como a topologia induzida por 
[image: image229.wmf]L

d

e a topologia dada pelas cartas de X coincidem ([M.P.], p.164). Concluímos que 
[image: image230.wmf]L

d

e 
[image: image231.wmf]I

d

 são equivalentes.

1.2 CONJUNTO NORMALMENTE MERGULHADO

Exemplo  1.1:  A cúbica cuspidal 
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Exemplo  1.2:  Um 
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está normalmente mergulhado. 
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Exemplo 1.3: a)   Triângulos 
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Dem.]: Análogo aos triângulos 
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Nosso objetivo neste trabalho é  demonstrar o resultado abaixo.
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     No próximo capítulo desenvolveremos mais propriedades importantes para que possamos provar o Teorema 1.1, ou seja a existência do mergulho normal para conjuntos semi-algébricos compactos. 

CAPÍTULO II

MÉTRICA PANCAKE

2.1 DECOMPOSIÇÃO PANCAKE

Iniciaremos este capítulo  admitindo o resultado abaixo sem demonstração, pois ela foge nosso objetivo.   

TEOREMA DE  EXISTÊNCIA  DA  DECOMPOSIÇÃO  PANCAKE: 
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Como um exemplo de decomposição  Pancake  consideramos  os dois ramos da cúspide.

2.2  MÉTRICA PANCAKE
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iii. Desigualdade  Triangular .
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 satisfaz a condição 1 e 2 da definição de  métrica pancake,  exceto possivelmente, a condição 3. Para recuperar isto usaremos o  seguinte procedimento: se dois pontos consecutivos na seqüência Z pertence a uma mesma pancake 
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TEOREMA 2.2: A métrica pancake  
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CAPÍTULO III

TENTS  E TENT-PROCEDURE

3.1 CONSTRUÇÃO E MECANISMO DA i-TENT
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Vejamos  agora o  seguinte resultado que será fundamental  para o nosso teorema principal.
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Para  provarmos a  desigualdade acima consideremos os seguintes  casos, abaixo:

i) Suponhamos inicialmente que: 
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Como 
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Por definição  da métrica pancake ,  temos:
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Logo, por  (1.3), temos que:
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Usando agora o Teorema2.2 (Capítulo II), temos que 
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Portanto, 
[image: image655.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

,

3

,

3

,

y

x

Cd

y

x

Cd

y

x

d

i

i

I

I

L

m

m

£

£

 a última desigualdade ocorre por  (4.)-(*). 

ii) Suponha agora que  
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Portanto valem as desigualdades:

Portanto usando desigualdade triangular para a métrica 
[image: image659.wmf]I
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, obtemos:
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Usando agora a hipótese,  e novamente  que 
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Por outro lado, como 
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Portanto
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Usando,  (4.3) e o fato que 
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Seja 
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2) Se 
[image: image678.wmf](

)

(

)

(

)

y

x

d

x

y

d

y

I

P

i

,

~

,

>

=

r

 , por  (5. 3),

   
[image: image679.wmf](

)

))

(

),

(

(

))

(

),

(

(

3

,

1

y

x

d

K

y

x

Nd

y

x

d

i

i

I

i

i

I

L

m

m

m

m

£

<

.

 Ou seja,  
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Definição 3.1:  Ao conjunto 
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Proposição 3.2: Seja 
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Usando que 
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 é  bi-lipschitz com  respeito a métrica do comprimento  e a desigualdade acima, temos que:
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Portanto, 
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  Agora, tome 
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3.2  EXISTÊNCIA DO MERGULHO NORMAL

Finalmente estamos em   condições de demonstrar  o Teorema Principal (Teorema 1.1) ,  ou seja, a  existência do  mergulho normal  para  conjuntos semi-algébricos,  compactos.

Para tal vamos definir o conjunto 
[image: image709.wmf]k
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da seguinte  forma:

(1): Pelo teorema da  decomposição pancake ,fixe  alguma  decomposição pancake de
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(2): Aplique o mecanismo de 
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[image: image714.wmf]'
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 (veja gráfico na página 33).

(i+1): Agora, indutivamente,  defina  
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Ponha 
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, onde k é quantidade de pancakes.

No passo final  obtemos uma decomposição 
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Pela proposição 3.2  todos os 
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Logo, pela Observação 3) e Proposição1.1 (Capítulo I), obtemos que 
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está normalmente mergulhado no 
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Segue  da  proposição 3.1,  que em cada etapa  i, 
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semi-algebricamente bi-lipschitz equivalente a 
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com respeito a métrica do comprimento, consequentemente , 
[image: image732.wmf]X

é bi-lipschitz equivalente a 
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com respeito a métrica 
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Acabamos de Provar então a parte (1) e (2) do Teorema 2.1.

Para provar (3), ou seja,  que 
[image: image735.wmf]X
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 pode ser escolhido próximo de  
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,no sentido da distância Hausdorff (*), é suficiente trocar na construção dos 
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, onde k é  o número de pancakes e 
[image: image741.wmf]X
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 é o diâmetro de 
[image: image742.wmf]X

na métrica pancake. (
(*): Para a definição de distância Hausdorff , o leitor pode consultar [E.L.1], p-27.
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