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Embora tenhamos abdicado de defmir fulgulo entre dois vetores nao-nulos, optando por traba-
Tharcom 0 conceito de medida angular, vamos preservar, por conveniencia, alguns termos utiliza-
dos na Geometria (sera urn abuso de linguagem benefico). Assim, se u e v SaDvetores nao-nulos e
a medida angular e entre eles, em graus [respectivamente, em radianos], e menor que 90 [re,spec-
tivamente, menor que .n:/2], diremos que u e v formam Cingulo agudo. Empregaremos t~bem
expressoes como "u e v formam fulgulo reto", "u e v formam fulgulo obtuso", "u forma angulos
congruentes com 17ew", "u forma fulgulos suplementares com 17ew" etc.

Verdadeiro ou falso?· "

(a) A medida angular entre um vetor nao-nulo e ele mesmo e 0 (graus ou radianos).

(b) A medida angular entre do is vetores nao-nulos e ortogonais e n/2 radianos.

(c) A medida angular entre dois vetores de senti do contrario e 180 graus.

(d) Nao existem u e vtais que ang(u,v)::: arcsen(-1/2).

9-2 Em uma roleta de centro 0, 0 preto 17 ocupa a posigao P. Apes um giro de 7n/5 radianos, passa

a ocupar a posigao Q. Qual e a medida angular em radianos entre Qi5 e 00?

9-3 Seja ABCDEFum hexagono regular de centro 0, como na Rgura 2-10. Obtenha as seguintes

medidas angulares em graus:

(a) ang(AC,D,E) ,

(c) ang(AO +CE,CF)

(b) ang(AC + AE,BF)

(d) ang(DE,BF)
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9-4 Os vetores nao-nulos u e V sac ortogonais, tem normas iguais, ewe gerado por eles. Sabendo

que w·u = w.ve que w nao e nulo, obtenha as medidas angulares, em graus, entre u e we entre
vew.

9-7 Sao dados os numeros reais positivos a e b,e 0 vetor U, de norma a. Dentre os veto res de norma

b, qual e 0 que torna maximo 0 produto escalar u.v? E minimo? Quais sac esses valores maxi-
mo e minimo?

Decorre de [9-2]e da defini,!ao de produto escalar que, se u e v nao sao nulos, vale a igualdade
u.v = ajaZ + bjbz + CjC2• Por outro lado,se urn desses vetores e nulo, ela tambern vale, pois ambos
os rnernbros sao nulos. Ficaassirn dernonstrada a proposi,!ao seguinte.

9-8 Sao dadas as bases ortonormais E e F. Determine a e b, sabendo que u = (1,1 ,2)E = (b,a,1)FE!

v = (1,2,3)E = (3,1 ,2)F'

Em rela,!ao a urna base ortonormal, sao dados u = (2,0,-3) e 17= (1,1,1). Calcule, em
radianos, a rnedida angular entre u e v.
Resolw;ao

Sendo

u.v = (2,0,-3).(1,1,1) = 2·1 + 0·1 + (-3)·1 =-1
lIull = 11(2,0,-3)11= 1/22 + 02 + (_3)Z = m
111711= 11(1,1,1)11= 1/12 + 12 + 12 = f3

cose = u·v = -1 _ --=..L
Ilullllvll mf3 - {3§

(pela Proposi,!ao 9-4)

(por [7-4])

(por [7-4])

(por [9-3])

9-9 Sao dad as as eoordenadas de u e vem relayao a uma base ortonormal fixada. Caleule, em
radian os, a medida angular entre u e V.
(a) u = (1,0,1), v = (-2,10,2).

(e) u=(-1,1,1),v=(1,1,1).

(e) u = (300,300,0), v = (-2000,-1000,2000).

(b) u = (3,3,0), v = (2,1,-2).

(d) u = ('i'3/2, 1/2,0), v = ('i'3/2,1/2,'i'3).
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(a) U = (x,0,3), V = (1,x,3).

(c) U = (x+ 1,1,2), v= (x-1,-1,-2).

(b) U = (x,x,4), v = (4,x,1).

(d) U = (x,-1,4), v = (x,-3,1).

9-13 (a) Obtenha os vetoresde norma 3--13que sac ortogonais a u = (2,3,-1) e a v = (2,-4,6).

(b) Qual dos veto res obtidos no item (a) forma angulo agudo com (1,0,0)?

9-14 Obtenha a tripla de coordenadas do vetor que tem norma --13,e ortogonal a (1,1,0) e a (-1,0,1),

e forma angulo obtuso com (0,1,0),

9-16 Dados v = (1,1,1), W = (0,1,-1) e t = (2,1,-1), obtenha u de norma~, ortogonal a t, tal que

(u,v,w) seja LD, Algum dos vetores encontrados forma angulo agudo com (-1,0,0)?

9-17 Obtenha U ortogonal a (1,1,0) tal que Jlull = -V2 e a medida angular em graus entre u e (1,-1,0)

seja 45.

9-18 Descreva 0 conjunto de todos os veto res w ortogonais a v = (2,1,2) tais que u = (1,1,-1) seja

combina<;:ao linear de v, W,

9-19 Decomponha u = (1,0,3) como soma dos veto res ve w tais que v, (1,1,1) e (-1,1,2) sejam LD e

w seja ortogonal aos dois ultimos.

(a) Prove os itens (b), (c) e (d) da Proposi<;:ao anterior. I
(b) ~rov: qu.=: qua~~uer ~':: sejam os veto res U, ve we os escalares a e f3 vale a i ual f

U·(av + f3w) = au·v + f3u,w, Esta propriedade e chamada bilin' ' 9 dad~l;
(Usando 0 Principio de Indu<;:aoFinita pode-se r ean~ade do produto escalar~;
numero de parcelas: u.(a

1
v + a ii + ' - p o~a~ que aJ~oprJedade ~~e para qualque~;

1 2 2 '" + anvn) = a1U'V1 + a2u,v2 + ... + anu.v ) -.'ill.'
n' eM

Verdadeiro OU falso? Justifique sua resposta.

(a) u·u= 0 ~ u = 0
(c) u·(v- w) = u.v - ii.w (b) u.v= 0 => u= 0 ou v= 0

(d) u = -v => u.V:5 0

Observe a Proposi<;ao 9-7, Apenas como exercicio ois _ . ..~
usada, relacione as palavras comutat,'v,'<>e 'd" • t 'b ',P esta nomenclatura nao e habitualmente.,;

'" 's TI utlVa a um ou mais 't d '"
que a ausencia de uma propriedade associativa que ser,'a "(u- _) _ I e~s(_ ~ enunciado. EXPIi-.•-.".i.·

, ·v ·w = u· v.w)",S
J!
!
39-23 Sendo u e v unitarios IlWiI = 4 U.W - 2 - - -,-_

( ) (
_ _ _ _' ,- - , v·w = -4, e ang(u, v) = n/3 radianos, calcule:

a u + v + w).u _ _ _
. _ (b) (2u - v + w)'(-u + v)

(c) (5u - w).(w- 2u)" . . _ __
(d)(w - v+ u)·(-u + 2w + v)



9-24 (a) No exercfcio resolvido anterior, suponha que U, iie w sejam nao-nulos, nao necessariamente
--- ?unitarios. Pode-se ainda concluir que (u,v,w) e base.

(b) Mostre que, se U, ii e w sac veto res nao-nulos e ortogonais dois a dois, entao (u,ii,w) e L1.

Vale 0 mesmo resultado para dois veto res?

9-25 Sejam W;l!: 6 e T 0 conjunto dos vetores ortogonais a W. Prove que

(a) w nao pertence aT;

(b) qualquer combinagaolinear de vetores de T pe~ence a T;

• (c) se u e iisac dois veto res LI de T, entao (u,v,w) e L1;

• (d) tres veto res quaisquer de T sac LD;

• (e) se u e ii sac veto res LI de T, entao u e ii geram T, isto e, todo vetar de T e combinagao linear
de U, ii(compare com 0 Exercfcio 6-18).

Prove que as coordenadas de qualquer vetor u na base ortonormal B = (i,j,k) sac iguais aos .

produtos escalares de u por i, j e k, ou seja: u = (u.i)i + (u.j)j + (u.k)k.



9-27 Sej.am U. v, a e b veto res nao-nulos tais que u = aa e V = f3b. Mostre que ang( U,v) = ang( a,b) se

c;J > 0 e ang(u,v) =;r - ang(a,b) se af3 < 0 (estamos usando 0 radiano como unidade de medida

-- u vangular). Conclua que ang(u,v) = ang(-::;- ,-::;-). Interprete geometricamente.lIull II vII

9-28 Sabendo que u + v + W = 6, lIulI = 3/2, IIvll = 1/2 e Ilwll = 2, calcule U.V + v.w + w.u.

9-29 Sejam U, ve w veto res de norma 1 tais que u.v = v.w = w·u = 1/2. Verifique se we combinagao
linear de U, V.

9-30 Na Figura 9-3, a circunferelncia de centro 0 tem raio r. Calcule BA.Be em fungao de r e das

medidas a e f3 dos angulos indicados. Aplique 0 resultado para provar que todo angulo inscrito
em uma semicircunferencia e reto.

9-31 Calcule 112u+ 4~12, sabendo que u e unitario, II~I = 2, e a medida angular entre u eve 2rc/3
radianos.

9-32 0 lado do quadrado da Figura 9-4 (a) mede 2 e Me 0 ponto medio de BC.

(a) Escreva 15MeBB como combinagao linear de OC, DA.
(b) Calcule a medida angular entre 15Me 00.

9-33 A Figura 9-4 (b) mostra um cubo. Sabendo que 0 comprimento de CM eo dobro do comprimento
de GM, calcule a medida do angulo BAM.

9-34 Na Figura 9-4 (c), a aresta do cubo mede 3 e P e um ponto sobre HFtal que a medida angular

entre l5P e DR e 30°. Calcule as normas de l5P e HP e a medida em radianos do angulo POCo

F

; 0.....~.: .

F

: 0.~.: .
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9-38 Prove que:

(a) 4uov = Ilu + vll2 - Ilu - v1l2;

(c) as diagonais de um paralelogramo tem comprimentos iguais se, e somente se, 0 paralelo~

gramo e um retangulo.

9-39 Prove que:

(a) (u + v)-(u - v) = IIull2 - IlvW;

(b) as diagonais de um paralelogramo sac perpendiculares se, e somente se, 0 paralelogramo e

um losango;

(c) IIvIIu + Ilullve ortogonal a Ilvllu - lIullv.

9-40 A medida angular em radianos entre u eve n/4, Ilull = -{5 e Ilvll = 1. Calcule a medida angular

em radianos entre u + ve u- v.

9-41 Prove que:

(a) lIu + V112+ Ilu - vll2 = 2(llull2 + IIv1l2);

(b) a soma dos quadrados dos comprimentos das diagonais de um paralelogramo e igual a
soma dos quadrados dos comprimentos dos quatro lados;

(c) a diagonal maior de um paralelogramo e maior do que cad a um dos quatro lados.

9-42 Sejam A, BeG pontos nao-colineares, u = AB, v = AG. Prove que, se a e u sac de mesmo

sentido e 0 mesmo ocorre com be V, e se lIall = IIbll, entao a + b e paralelo a bissetriz de BAG.

Em particular, 0 vetor soma dos versores de u e ve paralelo a bissetriz de BAG.

9-44 Prove que:

(a) amediana e a altura relativas a base de um triangulo isosceles coincidem, e estao contidas

na bissetriz do angulo do vertice;

(b) um triangulo e isosceles se, e somente se, ele tem dois angulos internos··congruentes.



9-4fj 5e:a:- :;= .A3 e :;= AC veto res nao-nulos, de normas p e q, respectivamente. Prove que 0 vetor

;; = i:- :71e paraJelo a bissetriz de BAC.

9-47 Prove que sac verdadeiras as afirmar;:6es seguintes .

• (a) AB·CD + BC.AD + CA..BB = 0, quaisquer que sejam os pontos A, B, CeO (Rela~ao de Euler).

(b) Se um tetraedro tem dois pares de arestas opostas ortogonais, as duas arestas restante~

sac ortogonais.

(c) As tres retas que contem as alturas de um triangulo sac concorrentes num ponto, chamado

ortocentro do triangulo. (Este resultado foi objeto do Exercfcio 5-21. Sua verificar;:ao, com 0

auxflio da Relar;:ao de Euler, fica muito simplificada.)

9-48 (a) Prove que lIu + v + wII2 = lIull2 + IIvll2 + IIwII2 + 2(u,v + u.w + v.w), quaisquer que sejam u, v
ew .

•• (b) Dados os veto res nao-nulos U, ve W, sejam a = ang(u,v), f3 = ang(u,w) e y = ang(v,w). Prove

que -3/2 :5 cosa + cosf3 + cosy :5 3.

•• (c) Supondo, no item anterior, que a = f3 = y, verifique se (u,v,w) 13 base.

9-49 No paralelogramo ABCD, os lados AB e AD medem, respectivamente, 3 e 9, e 0 angulo interno

de vertice A mede 60°. Sejam M 0 ponto de DC e No ponto de AD tais que IIDMII = 311MCIIe
311ANII = 211ADII.Calcule:

(a) a medida do angulo MAB;

•• (b) a norma de AX, sendo X 0 ponto de interser;:ao de AM com BN.

9-50 •• Seja ABCD um retangulo de diagonal BD. Prove que IIDPII2 + IIBPI12 = IIAPII2 + IICPII2, qualquer

que seja 0 ponto P.

9-51 Prove que:

(a) lu.~ :5 lIuli II~I (Desigualdade de Schwarz);

•• (b) vale a igualdade em (a) se,e somente se, (u,v) 13 LD;

•• (c) lIu + vII :5 lIuli + IIvii (PropriedadeTriangular);

•• (d) IlIuli - II~II ::;; lIu - ~I; •

•• (e) uma condir;:ao necessaria e suficiente para que valha a igualdade em cada um dos itens (c)

e (d) 13: u e v sao de mesmo sentido ou u = 0 ou V = O.



(a) v= (1,-1,2), U = (3,-1,1).

(c) v = (1,3,5), U = (-3,1,0).

(b) v= (-1,1,1), u= (-2,1,2).

(d) v = (1,2,4),U = (-2,-4,-8).

9-54 Em cad a caso, decomponha v como soma de dois veto res p e q, de modo que p seja paralelo e

q seja ortogonal a U.

9-55 Determine os veto res unitarios U = (x,y,z)s tais que a projegao ortogonal de U sobre k seja kJ2 e

a medida angular entre v = (x,y,O)s e i seja n;/6 radianos.

9-56 (a) Mostre que, se U e unitario, entao projiiv = (v,u)u.
(b) Seja B = (i,j,k) uma base ortonormal. Mostre que todo vetor U e a soma de suas projegoes

ortogonais sobre i, j e k. Isto esta i1ustrado na Figura 9-8.

9-58 Prove que:

(a) Projiiv = V se, e somente se, (u, v) e LD;

(b) projiiv = use, e somente se, (v- u)-lU;

(c) se A, Be C sac pontos' distintos e AC = projACAB, entao 0 triangulo ABC e retangulo (diga,l

neste caso, qual e a hipotenusa).

Sejam a e b nao-nulos'i

• (a) Enuncie uma condigao necessaria e suficiente para que a projegao ortogonal de a sobre b 'it
seja ;gual a projegao ortogonal de b sobre a.



_.• (b) Enuncie uma condi¢o necessaria e suficiente para que a projec;:ao ortogonal de a sobre.b e

a de' b sobre a ten ham normas iguais. ' .

• (c) Prove que, se proj;;v = projijv, entao a e b sac ambos ortogonais a v ou a e b sac paralelos.

9-61 Em relac;:ao a uma base ortonormal, sabe-se que AB = (2,;/3,1) e AC = (-1,;/3,1).

(a) Verifique que A, Be C sac vertices de um triangulo.

(b) Calcule 0 comprimento da altura relativa ao vertice A e a area do triangulo ABC.

- -2

(a) Prove que proivprojiiv = ~u.v~ V.
lIull211vll2

(b) Obtenha uma expressao para projiiproivprojiiV .
• (c) Por analogia, tente generalizar os resultados dos itens (a) e (b) para n projec;:6es sucessivas.

(d) Na trelic;:a representada na Figura 9-9, a barra AB tem 20 metros de comprimento. Calcule a

distancia entre A e H.

9.63 Sejam u ;c 6, e v paralelo a u. Se projiix = v, entao, como ja vimos, existe um unico w ortogonal

a u tal que x = v + W. Prove a reciproca: se we ortogonal a u ex = v + W, entao projiix = V. Conclua

que 0 conjunto-soluc;:ao da equac;:ao projiix = ve formado pelos veto res v + W, em que W percorre

o conjunto dos vetores ortogonais a v (Figura 9-10).


