1 Lista de Exercicios de Calculo II - Curvas e Fungoes Vetoriais

. Desenhe a imagem:

a) F(t) = (1,4,1), teR
b) F(t) = (1,1,1), t = 0
c) F(t) = (t,t,1),t >0
d) F(t) = (cost, sent, 2)
e) F(t) = (t,t,1+ sent), t >0
) F(t)= (1,1, ) t>0
g) F(t) = (cost,sent,e™t), t > 0
h) F(t) = (1 + sent, 1 + sent, cost), —g <t< g

i) F(t) = (e'cost, et sent), t > 0

. Sejam F(t) (t, sent, 2) e a(t):(i’), t, t2). Calcule:

-
a) F(t) = (3t%,e L in(t? + 1))
b) F(t)= V2 7 +cost® +3tk

— — — —
c) F(t) = senbt i +cosdtj —e 2tk
. Calcule:
a) [l [t + et dt

b) [7, sen3t7—|—1 tQ?—i—? dt

o) [737 +2F + kdt
— - = - = —

Sejam F(t)=ti + j +e'k e G(t)= i + j + k. Calcule
—

b) [ (t) e G(t)dt
. Ache o comprimento da curva C, determinada por r(t), em cada um dos itens abaixo:
a)r(t) = (5t,4t2,3t%), 0 <t < 2 byr(t) = (t,tsin(t),tcos(t)), 0 <t <1
c)r(t) = (2t, 4bln(3t) 4cos(3t)), 0 <t g 2 d)r(t) = (1 —t23,4t,3+2t%), 0 <t <2
e)r(t) = (e', tsin(t), tcos( ), 0<t< Hr) = (3t2 ) 6t) 0<t<1
g)r(t) = (cost,sent,e™*), 0 <t < 2w h)r(t) = (e tcost,e tsent,e™), 0 <t <1

. Seja 7 [a,b] — R™ continua. Prove que existe M > 0 tal que || ?(t) |< M em [a,b].
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Seja F' : I — R3, I intervalo, derivavel até a segunda ordem em I. Suponha que exista um ntimero real

— —
d*F(t dF(t
A tal que, para todo ¢t em I, dtQ( ) = )\Z_T)(t). Prove que F)(t) X dt( ) é constante em 1.
Seja 7 definida em R, com valores em R®, e derivdvel até a segunda ordem. Prove que se 7 (t) X
2T dt
for constante em R, entdao 7 (t) x dth =0 emR.

Dé exemplos de curvas v e § tais que I'my = Imd, mas que seus comprimentos de curvas sejam
diferentes.

Dizemos que uma curva 0 : [, 5] — R™, com derivada continua, estd parametrizada pelo comprimento de
arco se || 6 (s) ||= 1, para todo s € [a, f]. Verifique que cada uma das curvas abaixo estd parametrizada
pelo comprimento de arco. Interprete o parametro s.

a) 0(s) = (cos(s), sen(s)), s >0
b) §(s) = (Rcos(j),Rsen(£)> , §>0, onde R >0 é um real fixo
R R
s 2s
c)é(s)=(—=,—],s>0
o-(33)
Um ponto move-se sobre uma curva C de modo que o vetor posi¢ao r(t) e o vetor tangente r’(t) sejam

ortogonais. Mostre que C' estd sobre uma esfera de centro na origem. (sugestdo: mostre que |r(t)|> = 0,
para todo t.)

Uma hélice é uma curva cuja tangente faz angulo constante com um vetor unidrio u. Mostre que a curva
C:r(t) = (3t —3,3t2,3t + t3), t € R, é uma hélice, determinando um vetor apropriado .

Encontre as equagOes paramétricas da reta tangente a C' em P, nos seguintes casos:

a)C:r(t) = (263 —1,-5t2 + 3,8t +2), P = (1,-2,10) b) C :r(t) = (!, te!, 1> +4), P = (1,0,4)
c)C :r(t) = (!, tsin(t), tcos(t)), P = (1,0,0) fC:r(t) = (3t2,t3,6t), P = (3,1,6)

Um barbante é enrolado ao redor de um circulo e entao desenrolado, sendo mantido esticado. A curva
tracada pelo ponto p no final do barbante é chamada de involuta do circulo. Se o circulo tiver raio r e
centro O, a posigao inicial de P for (r,0) e se o pardmetro ¢ for escolhido como na figura, mostre que as
equacgoes paramétricas da involuta sao

x = r(cos(0) + 0sin(h)),y = r(sin(f) — 6 cos(h)).

Aproveite e calcule a curvatura da involuta.
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Se uma curva C tem vetor tangente 4 em um ponto P € C, entdo o plano normala C em P é o plano que
passa por P normal ao vetor #. Encontre a equagdo do plano normal a curva C' no ponto P nos seguintes
casos:

a)C:r(t) = (et te! 12 +4), P = (1,0,4) b) C : r(t) = (tsin(t), tcos(t),t), P = (7/2,0,7/2)
¢)C:r(t) = (', tsin(t), teos(t)), P = (1,0,0)

Encontre os pontos na curva onde a tangente é horizontal ou vertical. Entao use uma anélise do intervalos
nos quais a curva sobe e desce.

)@=t —3),y=3(t" - 3)
) x =13 =32, y=1t> -3t

(c) 3t 3t>
)

T=1 Y= 104

Seja a curva dada em forma paramétrica por: x = costcos2t , y = sentcos2t

Calcule a drea dentro da curva fechada definida acima para ¢ € [r/4, 37 /4]
Calcule os comprimentos das curvas dadas em forma paramétrica por:
(a) z=elcost , y=elsent ,parate|0,n]
(b) x =tcost , y=tsent ,parate|0,n]
Desenhe a curva dada em coordenadas polares (r, ) por:
(a)r=e? 6>0 (b) 7 = cos 360
Resolva os exercicios (18) e (19) usando coordenadas polares.

Calcule as dreas das curvas fechadas dadas em coordenadas polares (r,6) por:
(a) r=1—cosd (b) r = cos 30

Calcule as areas entre as curvas dadas em coordenadas polares por:

(a) r=2—cosf e r=1+cosb

(b) 72 =cosf e 1r?=send

(¢) r=senfd e r=1-—cosb



Exercicios extras

24. Mostre que a curvatura de r(t) = (x(t), y(t)) no plano, definida por fungdes duas vezes derivdveis, x e y ,
é dada pela férmula
[ —
(&2 +2)*

que generaliza para o caso de 7 (t) = (z(t),y(t), 2(t)) como:

25. Mostre que a torcao de 7 (t) = (x(t),y(t), 2(t)) definida por funcdes tres vezes diferencidveis, x , y e z , é
dada pela férmula:

26. Calcule a curvatura e a torgao das curvas, ou funcoes vetoriais, dadas nos exercicios 1, 3, 6 e 13.



