Respostas da 2¢ Lista de Exercicios de Variaveis Complexas

Professora: Denise de Mattos 17/08/06

. a. As trés raizes cibicas de zg = 1 sdo: 1, w = —% + z§ e w? = — z§ As raizes estao

espagadas de um angulo 6 = 27/3.
b. As trés raizes cibicas de zg = 1 + 7 sdo: wg = 2 (‘/61‘/5 —|—i*/61‘/§>, w, = V2 (—72 + z@)
e wy = V2 (_\/64_5_\/5 — i‘/gzﬂ). As rafzes estdo espagadas de um angulo 6 = 27/3.

c. As duas raizes quadradas de zy = i sdo: wy = g + zg e w = —g — zg As raizes estao

espacgadas de um angulo 0§ = 7.

d. As duas raizes quadradas de zy = —1 sdo: wg =i e w; = —i. As raizes estdo espacadas de um
angulo de § = 7.

e. As quatro raizes quartas de zy = 2i sio: wg = v/2 (cos(7/8) + isen(r/8)),

wy = /2 (cos(57/8) + isen(57/8)), wa = v/2 (cos(97/8) + isen(97/8)) e

w3 = /2 (cos(137/8) + isen(137/8)). As raizes estdo espagadas de um angulo 0 = 7 /2.

f. As trés raizes cibicas de zp = \_752—5 + %i s30: wo = V2 + iv/2, wy =2 (_\/54_\/6 + i_\/%j\/g) e

wy = 2 ("/54*‘/6 +1 "/54’\/6). As raizes estao espacadas de um angulo 6 = 27/3.

g. As duas raizes quadradas de zg = 3 — 4i sdo: wyg = —2+1i e wy; = 2 — i. Nesse caso, é mais

simples resolver a equacao w? = (x + iy)? = 3 — 4i. As raizes estdo espacadas de um angulo § = 7
h. As raizes quartas de zp = —8 + 8v/3i sdo: wy = V3 +4, w; = —1 +iV3, wo = —V/3 —i e
w3 = 1 —iv/3. As raizes estdo espacadas de um angulo 6 = /2

. a. As trés raizes ctibicas de zg = —64 sao: wg = 2 + 2\/§i, wy = —4 e wy =2 — 2V/3i.

b. As duas raizes quadradas de zg = —167 sdo: wg = 2v2 4+ 2¢/2i e wy = 2v/2 — 24/2i.

c. As duas raizes quadradas de zg = —H—sz/g S80: wo = % + @2 e w; = —% - ?z
d. As duas raizes quadradas de 29 = - sdo wy = % + gi e w; = —% — %i.

. A circunferéncia tem centro na origem e raio 3, logo ela intercepta os eixos coordenados nos pontos
(3,0), (0,3), (—3,0) e (0,—3). Assim, os outros trés vértices sdo representados pelos nimeros

complexos: 3, —3 e —3i.

. Os nimeros complexos sao i +wg = i+2i = 3i, i+w; = i—vV3—i=—V3eitwy =i+V3—i= \/3,
onde wp, w e wy sdo as raizes ciibicas de zy = —8i. Geometricamente, os afixos: (£+/3,0) e (0, 3),

desses niimeros complexos representam um triangulo equilatero.

. Temos que wy = —2 é uma raiz sexta de zp. Fazendo wy, = wow® = —2w*, com k =1,---,5, onde
w = cos(2m/6) + isen(27/6) é uma raiz sexta da unidade, obtemos w; = —1 — v/3i, wy = 1 — /31,
w3y =2, wg =1+ ivV3ews=—-1+ i\/g, as quais sao as outras cinco raizes sextas de zg.

. As raizes quartas de zg = —4 sdo0: wg =144, wy = —1+14, wo = —1 —i e wg = 1 — 4. Portanto,

wh+4 = [w—(1+9)][w— (1—9)][w— (=1+1i)][w— (—1—1)]. Efetuando o produto dos dois primeiros
fatores, obtemos o polinémio w? — 2w + 2. Analogamente, efetuando o produto dos dois tltimos
fatores, obtemos w? + 2w + 2. Portanto w* + 4 = (w? — 2w + 2)(w? + 2w + 2), que é um produto

de dois polinomios de grau 2 com coeficientes reais.



7. a. As raizes cibicas de zg = 4v/3 — 4i sdo:
wo = 2 [cos(—7%) + isen(—7%)], w1 = 2 [cos(4F) + isen(LT)]
e wy = 2 [cos(ZF) + isen(Zr)].
b. As raizes quartas de zg = 128 + 128+/3i sdo:
wo = 4 [cos(5) + isen(%)], w1 = 4 [cos(1Z) + isen(1Z)],
wy = 4 [cos(LX) + isen(LL)] e wy = 4 [cos(LF) + isen(L4)].
c. As raizes quintas de zp = 16v/2 + %z sa0:
wo = 2 [cos( ) + isen(g5 )] w; =2 [cos( 1) + zsen(g—“)
wy = 2 [cos(A) + isen(')], wy = 2 [cos(F) + isen(%)]

e ws = 2 [cos(5) + isen(55)].

d. As raizes sextas de zg = % =1 sdo

wo = [cos(Z) + isen(%)], wy = [cos(3%) + isen(33)],

wy = [cos(92) + isen(93)], ws = [cos(L2F) + isen(LT)],
21

wy = [cos(LF )—i—zsen( 5 ] e ws = [cos(3g) +isen(%F)].

8. Sugestao: denote por S = 14+ w + w? + ... + w" ™! e multiplique essa igualdade por w, para

concluir que S = 1’“’1 =0.
o

11 a. E o interior do ramo esquerdo da hipérbole |z — 2| — |z + 2| = 3.

b. E uma elipse com focos (—2,0) e (2,0).

d. E a faixa delimitada pelo eixo real e pela reta y = —1, incluindo o eixo real.

e. E a hipérbole com vérices +a.

f.Eo semi-plano esquerdo, delimitado pelo eixo imagindrio (nao incluindo esse eixo) .
g. Solugao: em coordenadas polares x = rcosf e y = rsinf

Trabalharemos primeiro com a equagao |22 — 1| = 1.

|22 =1 =1= |2? —y? — 1+ 2zyi| = 1 =

(22 —y? —1)2 +42%y? =1 = [r?cos? 0 — r?sen? § — 1]? + (4r% cos? 0) (r? sen? 0) = 1 =
[r2(cos? § — sin? @) — 1] +7r%(2senf cosf)(2senfcosf) = 1 =

(r2 cos(20) — 1)2 + r sen(26) sen(29) =1=

r4 cos?(260) — 272 cos(260) + 1 + r*sen?(20) = 1 =

r4(cos?(26) + sin?(20)) = 212 cos(20) =

rt = 2r%cos(20) =

r?2 = 2c0s(20), que é a equagio de uma lemniscata: 2 = a cos(26).

Assim a equacdo |22 — 1| < 1, implica que 72 < 2cos(260) e a regido procurada sdo os pontos que

estdo no interior da regido limitada pela lemniscata 72 = 2 cos(26).

h. E a regiao delimitada pela pardbola de equagao x = f%yZ + %



