5¢ Lista de Exercicios de Variaveis Complexas‘

Professora: Denise de Mattos 25/09/06

1. Use a férmula integral de Cauchy para calcular f7 5(2;_632) dz, onde:
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b) v ¢ a circunferéncia de centro zo = 3 e raio r = 1. R:(9 + €3)2}¢

a) v é a circunferéncia de centro zp = 0 e raio r = 1. R:—

2. Mostre que a funcgao f(z) é analitica em C, onde:
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f(z){ . ,z2#0
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3. Seja g(z) = Z —. Mostre que essa série converge uniformemente em A = {z € C;|2| <7}, 0 <r < 1.
n
n=1
Sugestao: Use o teste M de Weierstrass.

4. Determine a série de Taylor de f(z) em torno de zy e calcule o seu raio de convergéncia:

a) Log(1+2); 20=0 D) zil; 20=0 c¢)iz=1 d ) senh(z); z0 =0
e) coshz; 29 =0 f) €2*; 20 =0 g) etz =1
Obs. No item (a) considere o ramo principal do Log.
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5. Mostre que se |z| < 1, %Log(}fi) :z+§+§+~--22§10%.

6. Determine os quatro primeiros termos da série de Taylor das seguintes fungdes em torno dos pontos
indicados:
sen (z
a) sen (2) i ozp=1 b) 2%e*; 20 =0 Rz (b) Y07, Lz"t?
P .

R: (a) sin(1) + [cos(1) —sen (1)](z — 1) + [% - cos(l)] (z—1)?+ [3cos(1) — isen (1)] (z —1)3 +- -~

1 (oo}
7. a) Diferencie a série 11~ para mostrar que i =1/2 Z(n +2)(n+1)2", se |z| < 1.
-z
n=0
b) Mostre que 1 i(—l)"(n—&— 1z*, se |2 < 1
oo
(Sugestao: Use a série geométrica T w = ngow”, lw| < 1, com w = —22)
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8. Encontre a série de Laurent de f(z) = =2 no anel:
z(1—=z

a) {z; 0 < |z| <1}. R: f(2) =1+ 307 2

z

b) {z;0<|z—1] <1}. R: f(z) = =25 + >0 o(-1)"(z — 1)".

9. Encontre a série de Laurent de f(z) em torno de zp :

(a) sen(1/z), z0=10; (b) i—; 20=0; (c) ez_zo—j(i_l), =1, (d) se;hz7 zo = 0.
e (_1)n+1 1 > Zn—2 > e o (_l)n(z_ 1)2n71 > »2n—3
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a) Encontre a série de Laurent de f(z) = z3sen (1/z).

b) Use o item a) para calcular fv 23sen (1/2) dz, onde (t) = €'t 0 <t < 2.

Encontre a série de Laurent de f(z), com zg, 71,72 como indicado:

1
a)z+ i 20=0,711 =073 =00. R. L +1

O | T S =i) | [e=0]"
b)m, ZO_Z’rl_O’T2_2'R'2(z—i)+4’i(l2i+|:2i:| +)
142z 11 it mo
C)m, Z():O,T'l:O,TQ:l.R:?+;—1+Z+"'+(—1) z + .-

Classifique as singularidades de f(z) em zp:
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(a) < 5—; %0 =0. R: Pélo simples.
z

(e —1)? . . .

(b) 5 ; 2 = 0. R: Singularidade removivel.
z

z 3 P

(c) = + T A= 0 e zp = m. R: Pdlo simples.

Mostre que se zp é um zero de ordem k de uma fungao analitica f(z), entdo zg é uma singularidade

removivel de &
(z — 20)*
Calcule Res(f, zp) onde:
- _* . =4 1 __F . _ 1
a) f(Z)—m, zZ0 = 1. R 3 b) f(Z)—T_ll; 20—1. R 1
cos z
c) f(z) =cotz = s 0= 0. R.1 d) f(») = m; 2 =0.R. —3

Mostre que todos os pontos singulares de f(z) sao pélos, determine a sua ordem e calcule Res(f, zo).

a)

1 .
et 5" R. pdlo simples, Residuos: —2, 2 b) tgh(z). R. pélo simples, Residuo: 1

22 _ 202

Determine o residuo de f(z) = 28 em zg e caleule [ f(z)dz:

(a) f(z) =tg(z); z0 = 7/2 e v é uma circunferéncia com centro em zg = 7/2 e raio r = 1. R: —2m1i.

(b) f(z) = cotg(z); 20 =0 e v é uma circunferéncia com centro em zo = 0 e raio r = 1. R: 27i.

senh(z
(c) f(2) = tgh(z) = hg )); 29 = Gi e~y é uma circunferéncia com centro em zy = i e raio r = 1.

cosh(z
R: 2mi.

z
(d) f(z) = ; 20 = 0 e v é uma circunferéncia com centro em zy = 0 e raio r = 2. R: 27i.
senz

Discuta as singularidades de f(z) = Wll/z) R. Tem podlos simples em z = m, n € Ze z=0nao
é singularidade isolada de f(z).
Verifique que a fungéo f(z) = m possui pélo duplo em z; = —1 e pdlos simples em zo =i e

z3 = —1 e use o Teorema do Residuo para mostrar que f,y f(2)dz =0, onde (t) = 2¢', 0 < t < 2.
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Calcule a integral fv ﬁ, onde « é a circunferéncia |z| = 2. R:



