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portanto,
) - B /2, ¢ mesim por diante.

\

e

Fig. 3.20

Doixamos ao leitor a tarefa de calcular a integral da mesma funcao ao
yu e um contorno Cs ilustrado na Fig. 3.20.

.14, Exemplo. Ainda com referéncia a Fig. 3.20, vamos calcular a
Loprnl de v/z ao longo do contorno Cy. Obtemos:

2 2 . -
-/Cz o 2dz — g[z\/ﬂ@ = (—\/—_1+z\/—_?«)-

Fig. 3.19

3.13.
13. Exemplo. Vamos calcular 5 integ

de um contorno C; contj e ral da fineas s !:
) do nos 42, 190 o 20 gz ao loj

(2log 2 — 2) quadrantes, com ponto jpjg
it i — 10 i

; g2, e que 1
logar 2 » qualquer que gej ' ; 7 1e: S ; :
Baritmo, arg(—1 ) que seja o ramo escolhido pary 1 efetuar o calculo desta 1iltima expressao é preciso especificar um ramo

= arg(—i) + 37 /2. Assi
/2. Assim, |n raiz quadrada. Se tomarmos v/—1 = i, teremos v/—i = (=1 +i)/v/2, ao
g0 que se tomarmos v/—1 = —i, teremos v —1 = (1 — i)/v/2. O resultado

| =2 i
.[71 S log 2 — z]e, iln integragao sera

':* ('—l)e arg(—1) g Gl [(=d)i arg(—i) — (—9)] —? [1 + (1 + \/E)} sl g [1 +i(l+ \/ﬁ)] 1
e ?J 5 ol respectivamente.

=i 37
i (1 + _5) — (1+7) arg(—j). 2
EXERCICIOS

Nos Exercs. 1 a 11, mostre que sdo nulas as integrais das fun¢oes dadas sobre os contornos
(! dados. Observe que a orientagfo de C é irrelevante.

L) =25

—i), ou seja,
se fazer essa escolha

4 erto val
log 2 é real quando z for posit or de 2. Por#

de —; e
WM /D ou, se disser

e C é o circulo 2] = 2.

exemplo, basta dizer que
Para fixar o argumento

5 3 2
ivo (ou que log1 = 0) D= : fg

mos que log1 = 97, | - i
g1 2m, 3 Hiz)= z::z-i 3° C é o circulo |z| = 5/4.

s e C é o circulo |2| = 3/2.




dndos.

12.
13,
11,

15,

16,

L7,

19,

20.

=

. Mostre quef P L 0.
|2|=2

o
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J(2) = I—O'E'i-z—_l_%?ﬂ ¢ (' ¢ o quadrado de vértices &1 F 1, TOKs
log(z 4 1) B :
= sipocilionr o logaritmo, ¢ necessdrio introduzir algum corte; por exemplo,

J(2) = =3—5~ ¢ C éo circulo 2 +yt -2z =0,
i W/8 o (e - 20) < /2. Verifique que qualquer outro ramo conduz ao mesmo

8 log(z + i) nltndo,

f(2) Pt 8 ¢ éo cireulo a* +y? + 2z = 0.
w log(s + 1) = loglz — (—1)]. Especifique um ramo adequado do logaritmo e

f2) = bg(i—__i_lg—i_"%_)' e (' é o quadrado de vértices +1 e +i. Suniligue que o resultado independe dessa escolha.
&
Jp(2e - 3) = log2 + 1 + 3/2).
f(2) = 1/2* ¢ C é qualquer contorno envolvendo a origem. jds + 3) B pele+d/2)
- Liilise o Teorema 3.10 e adapte o resultado do Exerc. 24 da p. 88.
= z adrado de vértices +1 e +i. 3 1 1 1
f(2) log(22 1 3) e C ¢ o quadrado de vértices £1 e +i o ——- = 5 (-z—-_—-I - ﬁ), a integral decompoe-se em duas. Outro modo:
cos z g ]
Fafila) = Sants C ¢ o circulo [2] = 1. Wlilize o Teorema 3.10 e interprete o integrando como % e como %; o que é
Hi(z) = sen%z e C é o circulo |z| = 1. - [(+) em cada caso?
cos® z .

Nos Exercs. 12 a 15, calcule as integrais das funcgoes dadas sobre os contornog

ORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

f(z) = 1/z e C vai de —i a +i, passando pelo semiplano Rez > (.
f(2) = 1/z e C vai de —i a +i, passando pelo semiplano Rez < 0.

4.156. Teorema. Seja f uma fungao analitica numa regiao simplesmente

f(2) = log z e C é qualquer arco que vai de —1 a i e que, & exce¢do dos extremos, ox wwa R. Entdo,

gituado no segundo quadrante. Especifique o logaritmo tomando log(—1) = —in. . 1 f(C)
f(2) = Vz+1 e C é qualquer arco que vai de —1 — 4i a —1 + 9i, passando a dir Izl = i Cill de

do ponto —1. Especifique a raiz quadrada tomando f(0) = —1. : " ]
wle =z € R e C € qualquer contorno fechado simples de R, que envolve z

(‘ombinando os resultados dos Exercs. 12 e 13, calcule a integral de f(z) = 1/z soln _ ; S S : : :
i vez no sentido positivo e cujo interior estd todo contido em R.

(ualquer contorno fechado simples C' envolvendo a origem positivamente.

Seja f uma funcdo analitica numa regido simplesmente conexa R contendo o porl

2. Prove que Demonstracao. O resultado aqui enunciado, conhecido como “férmula

ulopral de Cauchy”, é corolario imediato do Exerc. 17 atras. Para vermos
no, basta trocar a variavel z que 14 aparece por ¢ e trocar zy por z.

No entanto, dada a importancia dessa férmula, vamos demonstra-la de-
ulhadamente. Seja 6 > 0 tal que o disco [( — z| < § nao contenha pontos
(/, como ilustra a Fig. 3.21. Designando por Cj o contorno desse disco,

f _Mdz = 27T'!:f(zl})a
c 2 %0

onde € é qualquer contorno fechado que envolva a origem uma vez no sentido positive
dz '

dz i leorema 3.10 permite escrever:
Mostre que 1| = 0.
s £ f(©)
dz j{ = — dc.
Mostre que —F =0 a& =4 Gl 2
e 22 —z41iz—1

Vimos escrever esta ultima integral como soma de duas outras, de acordo
om a decomposicao :

F(Q) = f(2) + [£(¢) - f(2));




