86 Capitulo 3: Teoria da Integral

e esta expressao mostra que a integral considerada sé depende mesmo d
pontos extremos 2; e zo e nao do contorno C que liga esses pontos.
particular, sendo C' um contorno fechado, teremos z; = 23; portanto,

j zdz = 0.
C

Esta propriedade é verdadeira ndo somente para a funcao f(z) = z,
para toda fungdo analitica; conhecido como “teorema de Cauchy”, esse
sultado é, como veremos, a chave de toda a teoria das fungbes analiticas.

z, =mw

Fig. 3.9

3.3. Observagao. A notagio 5£ f(2)dz é usada com freqiiéncia par

denotar a integral de f(z) ao longo de um contorno fechado C.

EXERCICIOS

Nos Exercs. 1 a 10, calcule a integral de f ao longo do contorno C, onde f e C s

especificados em cada caso.

fe)=|2,C={z=re*: 0< @<}

f(z)=|27|,0={2.’=?‘6w: —7m/2<60 <7}
f)=22,C={z=re’: 0<0 <}

fe)=2,C={2=ré: —n <0< 7}

o=z 0-—{:—re N =0= 27}

e =2 68—~ a0 x}

f(z) = 2z — y + iz®, ao longo do segmento retilineo de zero a 1 + i.

f(2) = |z|, ao longo do segmento retilineo de zero a —2 + 3i.
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f(z) = 2% —y* +i(z — y?), ao longo do segmento retilineo de zero a 3 + 2i.
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I f() y -« a0 longo do segmento da origem ao ponto (2, 0), seguido do segmento

de (2, 0) a (2, 1); depois ao longo de (0, 0) a (0, 1), seguido do segmento de (0, 1) a
(4, 1) (IMig. 3.10). Verifique que os resultados s&o diferentes.
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Fig. 3.10

Prove as propriedades (3.4) e (3.5).
PProve as propriedades (3.9) e (3.10).
Prove a propriedade (3.11).

Seja € um contorno qualquer, ligando os pontos z; a z;. Mostre que

/1-dz=zz—-zl;
G

portanto, esta integral s6 depende dos pontos inicial e final, e ndo do caminho de
integragdo que liga esses dois pontos. Em particular,

fl-dz=0,
c

qualquer que seja o contorno fechado C.

. Utilizando a defini¢do (3.2), mostre que

b b 5
/ et dt = i(em w eib] o / et — %(e:‘fm o eikb)!
a i

onde k é um nimero real nao-nulo.

Seja C' um arco de circulo parametrizado por z = 2z(f) = re'®, a < 8 < 3. Prove que

B :
/f(z)dz=ir/ f(2(0))e do.
C a

Sejam F' e f fungbes analiticas numa regido simplesmente conexa contendo um con-
torno C, e tais que f = F'. Use as equagoes de Cauchy-Riemann e as definigoes (3.2)
e (3.7) para provar que

] $(2)dz = P(22) ~ F(a1),
o

onde z; e z7 sdo os pontos inicial e final do contorno C, por onde se vé que a integral
30 depende dos pontos inicial e final, e nao de C.
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18. Use o resultado anterior para provar que, se n for inteiro e C' um contorng fo A DY JURY _

envolvendo a origem uma vez no sentido anti-hordrio, entio

fz"dz,':() sen#—1 e fd—z=21r£.
c 5

19. Efetuando a integracio, estabeleca os mesmos resultados do exercicio anterior no ¢
particular em que C é o circulo z = re?, 0 < 0 < 2.

el

on 1 segho anterior, i integral de uma fungno entrté doiu: ;::n:: d':
b o1 nho depender do contorno usado na integragiho, He o in e:u 7
funeho analitica, a integral nio depende do contorno, n:iaa np 4
"ﬂlcinl o final, Bete é o teorema de Cauchy: que estu a.ren:it; s
. Pari lsso comegaremos com uma recordagao do teorema ‘
ot da divergencia no plano. :

4 avante, freqiientemente estaremos consi‘derando fungoe? c'ieﬂr;irc:,:n:ln: |
i plmplesmente conexas. Isto nao quer dizer que oS don; moaaie'j B
i funcoes tenham de ser assim; t.)asta n?Ear que ?s un(;te : ;; o
1 é wor restritas a subdominios que sejam regioes simplesmen '
nelas que estaremos fazendo nossas consideracoes.

20. Mostre que f log zdz = 2mi, onde C' é um contorno fechado envolvendo a orlj

c
uma vez no sentido positivo.
: = dz e
21. Sem efetuar a integrag¢do, mostre que i / 7| < 1, onde C é o segmento retilineo ¢

3 C
une 1 al+4i.

d
22. Mostre que p _'z_ 1 < ?—g, onde C é o arco de circulo situado no primeiro quadrant

centrado na oi‘igem e de raio 3.
23. Mostre que

lim/ (log z)°dz = 0,
e—0 c.

onde C: é o contorno z = ee'’, 0 < # < 27 e ¢ é um niimero real qualquer.

wrema de Green

o tratarmos de integrais sobre con.tornos fechados, terenlls: dsn:i"l!l
wilr entre as duas orientacoes possive{s do contorno, uma ¢ ! ((:lomo .
lhhln como a orientagio positiva. Nao vamos 1nos ocupatrecsem i
Lo de orientagéo positiva pode ser introd'uz’xda rigorosamen t,o e
1 [itnicho geométrica. O importante aqui € acen’nfua;'l ac:iue Slii, plss i
lulto, ¢ que, em conseqiiéncia, dado um contorl:lo“ecd 0 SrE ;im
Jupresentacao paramétrica z = z(t), a <t <ba ldelt?. te-?.uo g 3
Lo positivamente corresponde exatamente a0 fato intuitiv y

24. Seja C, o contorno z = re'?, 0 < # < 27 e f uma fungéo continua na origem. Provi
que

lim% Mdz = 2mif(0).
ol

r—0

RESPOSTAS E SUGESTOES

riando

1. —2r2. 2 a1 3. —2r%/3. 4. Zero. . Interior a G, 0 argumento de z(t) — 2o cresce de 27 (lzomlF Zgo -
o at=>0 Em linguagem sugestiva, um observador localiz L

T e g R . orno C de maneira a deixar o interior de C sempre i #l

-pm't-.orreré, o cont

3 erda (Fig. 3.11).
17. Pondo F = U + iV, observe que BRI (Fig

=z(b
Fl(22(t) = (Ue+iV%)@ +iy) =Ued' - Vot +i(Vaz' + Uny/) 2(@) = 2(b)

= U+ U +i(Ved + V) = S0 +V).
21. Use (3.12).
22. |22 +1]| > |2%| — 1 =8 para z € C.
23. |loge + if| < 2|loge|, para e suficientemente pequeno.

24. Escreva f(z) = f(0) + [f(z) — f(0)] e observe que, dado £ > 0, existe § > 0 tal que
lz| < &= |f(2) — f(0)] <&

w




