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sen’z + cos® z = il fie = dnenh g o condz = cosh z,

sen(z1 + z2) = sen 21 cos 23 + COS 21 sen 2, Wi | dy) = sen @ coshy + i coszsenh y.

cos(z1 + z3) = €os 21 €OS z2 — Sen 21 Sen 23,

™ T
senz=co8|l =—2z) e cosz=sen|—- —2z|.

2 2
As duas primeiras dessas identidades sdo conseqiiéncias imediatas da
definicoes de seno e co-seno, e as demais seguem dessas defini¢oes e da
propriedades da fungao exponencial (Exercs. 4 a 7 adiante).
As funcgoes hiperbdlicas, seno e co-seno, sao definidas, como no caso d

variaveis reais, pelas seguintes expressoes: b

~

volie F dy) == cosr coshy — isen xsenhy.
gonl”? 2 = senh® z = 1.

? = senh® x + cos® y.

lonh(x +.iy)|* = senh’ z +sen’y e |cosh(z + iy)
[cosh(x + iy)|* — |senh(z + iy)|* = cos2y.
nonh(z + z2) = senh z; cosh 2> + cosh z1senh z5.

; vosh(z + z2) = cosh 21 cosh z; + senh z; senh z;.
| !
2 s e*4 e=?

senh z = %1 coshz = 3 uenh(z + im) = —senh z; cosh(z + im) = —coshz; tgh(z +im) = tgh=.

- = . . 'rove que |senh x| < |cosh(z + iy)| < coshz.
Como se vé, seus valores sao reais para valores reais de z. Elas surgem natu- we | J il
ralmente quando se procura separar as partes real e imaginaria das funcoes
senz e cosz (Exercs. 9 e 10 adiante). E ficil ver que (senh z)’ = coshz @

1) LOGARITMO
(cosh z)’ = senh 2.

1) logaritmo de um niimero complexo z = re? #£ 0, é definido assim:

EXERCICIOS logz = logr + 6,

uide logr denota o logaritmo real do nimero r > 0. O logaritmo estd
ilefinido para todo nimero complexo z # 0, e se reduz ao logaritmo real
(jnundo 6 = 0. Usa-se também a notagao In z.

Na realidade, a férmula acima permite atribuir ao logaritmo varios valo-
1o distintos, dependendo do argumento usado para o nimero z. Por causa
ilinso costuma-se dizer que o logaritmo é uma funcao multivalente.

"1/ Mostre que os zeros de senz e cosz sdo dados, respectivamente, pelas expressoes .
z=mnmez= (n+1/2)m, n inteiro. Determine os dominios maximos de definicdo das
fungoes tg z, cot z, secz e csc z.

Mostre que sen z e cos z sao fungoes periddicas de periodo 2w, como no caso real.

3. Prove que cosh z e senh z sdo fungées periddicas de periodo 2mi.

Estabeleca as identidades dadas nos Exercs. 4 a 16. p
£ 2.18. Observagao. E claro que o valor de uma fungao tem de ser de-

lerminado univocamente, de forma que a expressao “funcao multivalente”,
i rigor, é improépria, mas é usada por ser conveniente: sabemos do que esta-
mos falando. Em contraposicao, para enfatizar, ou evitar qualquer diivida,
I vezes usa-se também a expressao “funcao univalente”. Em breve en-
contraremos outros exemplos de “fun¢des multivalentes” e veremos como
orna-las univalentes.

4. sen’z+cos’z=1.
5. sen(z + zp) = sen z; cos zy + cos z; sen z3. SugestGo: comece pelo 22 membro.

6. cos(z1 + z2) = cosz; cos 22 — sen z; sen 2.

7 snz—cas(z—z) e osz—sen(f—z)
—ERECILE — D) c = 2 :
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As fungoes trigonometricas inversas

As fungoes inversas dag fun.

_ e gque log - log 21 — log 2, no sentido de igualdade de conjuntos de va-
termos do logaritmo. (g H -

W oo om (2.15),

un tamos do logaritmo a partir de um corte ao longo do semi-eixo real negativo,

'~ 0« n, ¢ identifique as imagens do plano z pelos vérios ramos obtidos.

k+1
2

goes trigonométricas exprimem-se facilmente
ideremos, por exemplo, a funcao

W = arccos z,

e que log(—1) = (2k 4+ 1)7i e logi = 4 =0kl k2

definida por z = cos W, ou seja

que, sendo z # 0,
} 1 :
log(z + iy) = 3 log(z® + 4*) + (6y + 2kn)i,
'_ ilo ) ¢ uma das determinagées de arctg(y/z). Se z = 0, entdo y # 0 e 6y pode ser

Multiplicando por e alo dgual a 47 /2, conforme seja y > 0 ou y < 0, respectivamente.

»reduzimos esta equacgao & forma
Lorinine todas as raizes das equagoes dadas nos Exercs. 5 a 10.

()% - 22(e™) +1 =0, 1 B, e T € ==y/34 8

donde e 0 = 5. 9, i1 10. logz = mi/2.

e — 4 + V22— 1, uilre que, uma vez fixado o argumento da constante ¢ # 0, a funcio w = ¢ é
nnlitien, com derivada (¢*) = ¢* loge.

o, finalmente, ) i j :
Aitnbeleca as seguintes propriedades das poténcias:

W=arccosz = —ilog(z +ivV1 — 22).

Temos aqui uma funggo multivalente, cujos ramos particulares sio obti

dos considerando ramgg particulares de V22 —1 e do logaritmo que af
aparece, '

b b = 1
205 =za+ Ny a=_, (zn)b=zub’
zﬂ

il © £ 0 e a e b sdo nimeros complexos quaisquer.
Demonstre que 27| = |z|", onde 2 £ 0 e r é um niimero real qualquer.

- Moutre que todas as determinagdes de i’ sio reais e dadas por

S —(dk + 1)w
= exp_'z_s

A derivada da fungi gy cos z pode ser calculada facilmente a partir da

CXPIEssao acima, com a ajuda da regra da cadeia. Temos: k=0, £1, £2,1d

- Unleule todas as determinaces das seguintes poténcias:

(L+4)5 (1-9% V3+i); (1-iv3).

(arCCOSz); e _(z“}‘iv 1 e 22 £ i, ‘—‘]_
= —1 = <
z+ i1 — 22 V1 — 22

1

1 Montre que arcsen z = —ilog(iz + /1 — 22), e que (arcsen z) = ——— .
q g(iz + V1= 27), e que ( I

As df:ma.as :fungoes Inversas, trigonométricas e hiperbélicas, sio obtidas
de maneira anéloga. 1

|z ’
——, e que (arctgz) =
i—z

Determine todas as rafzes da equacgio cosz = 3.

i
- Muostre que arctgz = = lo ]
M q gz = 5log e

Observamos que as notacoes cos™! z, sen! z etc. sdo freqiientemente

usadas em lugar de arc cog z, arcsen z etc. Elas ndo devem ser confundidas

Sy o F
com (co 1 : . : ; =
( 82 ) ) (sen z) etc. 1l Delermine todas as raizes da equacdo sen z = 3.




