52 Capftulo 2: Fung¢oes analiticas

funcdo composta ou derivagao em cadeia: se g ¢ derivivel no ponto z ¢ [
derivével no ponto g(z), entao f(g(z)) é derivavel no ponto z e

£ 1o(=) = £(9(2))9'2).

Todos esses teoremas e outros mais se demonstram como no caso
varidveis reais. A titulo de ilustracao, vamos demonstrar que se uma funca
f € derivdvel num ponto zy, entdo f € continua nesse ponto.

Como f é derivavel no ponto zp, a expressao

o

z — 29
tende a zero com z — zy. Em conseqiiéncia, o ultimo termo da expressao

f(2) = f(20) + (2 — 20)f'(20) + (2 — 20)9

tende a zero com z — z3. Como o peniiltimo termo também tende a zero,
passando ao limite obtemos o resultado desejado: lim._,., f(z) = f(z0).

Chama-se funcao inteira a toda funcao que é analitica em todo o plano.
Os polinémios sdo os exemplos mais simples de funcoes analiticas. Eles
sao fungoes inteiras. A seguir vém as funcoes racionais, definidas como o
quociente de dois polinémios. Estas sao analiticas em todos os pontos que
nao anulam o denominador. Por exemplo, a fungao

23 1)?
&)= e—aarip

é analitica em todo o plano, excetuados os zeros do denominador, isto é,
=0 8 =,

EXERcCIicIOS

1. Prove que a soma de um nimero finito de fungdes analiticas é analitica e a derivada
da soma é a soma das derivadas das parcelas.

2. Prove que o produto de duas fungdes analiticas f e g é funcéo analitica, com derivada
(fg) = f'g+ fg'. Prove, por indugéo, a regra de derivagao de Leibniz:

n

n n n— nin-—1 e o i ey '
{fg)( )=f( ]g-l-ﬂf( l)gf+ ( ; )f( 2}g‘f+___+fg(!}:z:(j)f( J)g(:f)

i=0
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e o guociente de duas fungoes analiticas f e g num ponto z, onde g(z) # 0,

fungho nnalitien o (f/g) = (of' = fd')/g*-

Patuhiologn i regra de derivagio da fungio composta, ou regra da cadeia: se g é

divtvdeel no ponto = e f ¢ derivdvel no ponto g(z), entdo f(g(z)) € derivdvel no ponto
)

0/ (9(2) = ['(9(2))g'(2)-

tidenle ag derivadas das fungoes dadas nos Exercs. 5 a 7.

z—3i

6. [(:)= (- Pz +1% T f(:) =2

) = 1 - 2* + 4i2°;

I'iave, por indugio, que (2")" = nz""!, para todo inteiro positivo n.

I'rove que (2") = nz"~! vale também para os inteiros negativos n.
W Hondo z # 0, prove que (1/2) = —1/2°.

Il I'rove, por indugdo, que
de i’ (=1

dz" z znt+l

MG ESTOES

1l 1} preciso provar que a expressao

Ifaeb s ol Lo 0k

hvzaeh = z2_22(2+h)
tende a zero com b — 0. Dado £ > 0, é preciso encontrar § > 0 etc. Observe que
|z + h| = |z] — |h| > |z]|/2, desde que se tome |h| < |z|/2.

AS EQUACOES DE CAUCHY-RIEMANN
Heja f = uw + v uma fungado deriviavel num ponto z = z + iy. Entao, o

(juociente
f(z+ Az) — f(2)
Az
tem limite f'(2) com Az — 0, independentemente do modo como Az tende
a zero. Em particular, podemos fazer Az tender a zero por valores reais
Az = k e, separadamente, por valores imagindrios Az = it (Fig. 2.8).
Obtemos, respectivamente,

ff(z) £ }11_1310 U(ﬂ'} 15 k: y) . U(..."'J, y) +'I:[U($ -+ k: y) ™ U(:‘C: y)]




