02 Capltulo 20 Fangoes analiticas

0 e o fungho ¢ @ injetiva em qualquer faixa horizontal do plano, dada por
VRN
i quo axponencinl ¢ uma fungio w = f(z) = u + iv, analitica em todo o plano
ke () = f(2) e f(0) = 1. Prove que existe uma e uma s6 funcéo satisfazendo
i ('nmll(,t‘ﬁnn, de forma que a funcio exponencial pode ser por elas definida. (Su-
ealdos ty oowe v, = v sao equagdes diferenciais ordindrias de 12 ordem em x, cujas

[0, 27). Entao, p permanecerd fixo e o ponto w descreverd um cfreulo ¢
raio p, centrado na origem. Para @ = 0 esse circulo tem raio unitario; pa
x> 0, ele é exterior ao circulo unitério, e para x < 0, ele é interior.

Fissas observagoes comprovam, no caso da fungao exponencial, o que dig
semos ao final da subsecdo anterior (veja o Exerc. 13 adiante): as imagen

das familias de retas coordenadas x = const. e y = const. sao ortogonaiy wliigoon who u = ge' e v = he”, onde g e h sao constantes em relagao a z, portanto,
Vemos também que toda a faixa do plano complexo z, dada por 0 <y < 2, rtlm" depender de y. Use as equagdes de Cauchy-Riemann e obtenha g” + g =0 e

¢ levada, de maneira biunivoca (Exerc. 14 adiante) sobre o plano complexe | b 0. Daqui e de f(0) = 1, segue-se que g(y) = cosy e h(y) = seny.)

w, excluida a origem deste plano. Como e® é periédica de periodo
ualquer outra faixa 2k < y < 2(k+ 1)7 é transformada exatamente como
a faixa 0 < y < 2, no plano w com a origem excluida.

N I'UNCOES TRIGONOMETRICAS
i HIPERBOLICAS

EXERCICIOS \Viiion introduzir agora as fungoes trigonométricas e hiperbélicas. Comega-

S observando que das relagoes

I.  Prove o Corolério 2.16. : ;

4 : = :

2. Mostre que as equagoes de Cauchy-Riemann sio equivalentes a cada uma das formas e =cosy+iseny e e 'Y =cosy—iseny
seguintes:

opliose ios i

- scorrem as seguintes formulas de Euler:
oz dy dy Yoz’

Use as equagoes de Cauchy-Riemann para verificar, no caso decada uma das fungoes i el el g e’ e ¥
dadas nos Exercs. 3 a 10, qual é analitica e em que dominio. Em caso positivo, calcule a HER Y= 2 E ey 2
derivada f'(z). (Observe que esta derivada, quando existe, é dada por df/9z.)
e L e 5 w=% |'lus sao usadas para estender as fungoes trigonométricas a todo o plano
tumplexo. Assim, definimos:
: - ST e y_ -t
6. w=1/z 7. w= (e +e V)senz + (¢! — e ')cosz. g7 _ iz o 4 o7
SEN 2 == e————— COSZ— ——
8. w=e'(cosz + isenz). 9. w=e Y(cosz + isenz). 21 ! 2
S ; sen z cos z
10. w = /z = /r[(cos(8/2) + isen(6/2)], 0 < 8 < 2m. tgz = . cotz= . secz =  cscz= ¢
11. Dada a fun¢iio w = 2° = u + iv, faca o grafico das curvas das fimilias u(z, y) = ¢; e _ Lo ol e o ks
v(z, y) = ¢z, para diferentes valores das constantes ¢; e ¢y, e observe que essas curvas _ As conhecidas férmulas de derivagao,
se cruzam em angulo reto.
12. Faca o mesmo para w = 1/z. (senz) =cosz, (cosz) = —senz etc.,
13. Dada uma fungdo w = f(z), analitica numa regido R, consider¢ as seguintes familias :
Fy e F> de curvas do plano w, parametrizadas por x e por y, rspectivamente: E B seguem das definicoes acima e de ( e?) = €.
Fi: u=u(z, w0), v=v(z, %) e F: u=u(m,y)v="1r(z,y) l: As identidades trigonométricas familiares permanecem todas validas no
Prove que em cada ponto f(z), onde f'(z) # 0, essas curvasse cruzam ortogonal- _ campo complexo. Assim,

mente. Faga um grafico. -
1 sen(—z) = —senz, cos(—z)=cosz,
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