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Por exemplo, sendo f(z) = 22 + 3z — 5, temos:
u=:t2—y2+3x—5 e ©=2ry+ 3y.
Outro exemplo é dado por f(z) = exp(z? + 42), em cujo caso,

u=et VT cos(2zy +4y) e v= e“’z_yzﬂzsen@xy + 4y).

EXERCICIOS

Determine as partes real e imaginaria de cada uma das fungées dadas nos Exercs. 1 a 6.

2
1. = zf —Rraa 2. w= 5 : 3.w=z+ ;
z—2>5 Z 2
z— 4 z—3iz . 5
4'w_z+3i' 5 w= e 6. w=e"(z—1).

Determine o dominio maximo de definicio das fungoes dadas nos Exercs. 7 a 9.
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(z—i)seny’

9. f(2) = T Dy

Zf = 8. f(z)=§—g.

LIMITE E CONTINUIDADE

A definicao de limite que daremos agora é formalmente a mesma dos CUrsos
de Célculo e Andlise na reta. E, como veremos, sua importamndia é de na-
tureza tedrica, pois ela permite provar todos os resultados que sio essenciais
a construgao da teoria do limite.

Seja f uma fungéo com dominio D. Desejamos atribuir si grificado pre-
ciso & expressao “f tem limite L com 2 tendendo a zy”. Isto de~verd significar
que a distancia |f(z) — L| entre f(z) e L pode ser feita arbitrariamente pe-
quena, & custa de restringir z a uma vizinhanca conveniente de z). Mas
a variavel 2 apenas aproxima zg, sem nunca assumir este valer. E claro
também que z deve pertencer ao dominio da funcio e 2, deve ser ponto de
acumulacdo desse dominio. Essas observacoes ajudam a bem compreender
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! que damos o seguir. (Veja a Fig, 2.3.)

Fig. 2.3

2.1, Definicdo. Seja zy um ponto de acumulacdo do dominio D de
W fungio f. Diz-se que f tem limite L com z tendendo a 2z se dado

lquer € > 0 existe 6 > 0 tal que
ze b 0<|z=2<d=|fz)—L]<5E
i tinda, de maneira equivalente:

z € DNVy(z) = f(z) € Ve(L).

5 Waereve-se:
lim f(z) = L.

z—2z)

Sendo essa defini¢ao formalmente a mesma que damos para fungoes reais,
li we reduz a este caso quando todos os niimeros envolvidos sdo reais. 'or
promplo, a fungdo f(x) = (senz)/x estd definida para tlodo ndmero real
1 # 0; e, como o leitor deve se lembrar do seu curso de Calculo,

v senx
lim —je
r—0 T

liute é um exemplo tipico de fungdo que tem limite num ponto sem estar
ilefinida neste ponto; ele evidencia bem o fato de que o limite L nada tem

i ver com o valor da fungao no ponto zp. .
Quando o ponto z pertence ao dominio de f e L = f(z), dizemos que

[ ¢ continua no ponto zp e escrevemos:

lim () = f(z0).

JE——— .




1 . . Ny
UNCOON nalft Fﬁ L

Capitulo 2: Fungoes analfticas 43

Poderfamos também ter simplificado um pouco mais, tomando || >1
donde 2]z| < 1 = |z|; portanto,

3 _'.- p Bl o 4z 51
' Be) = =0+ 164, 2, ;]_l_f',‘,-(%"'y)_‘l’ 3 h_.;z+1 T

; i 7 o2t . 6z+T
30 1t 17 S = 00, 5. lim = co. 6. lim =
2] - e T — TR z—o0 Z2— 3 zo0 22— 3
VU 2| = 3@k =) < 2
' i —q——'-kl =0 8. lim —-—-—3 3z2+1_00 9 limez—i_?—
que é < € < [2| > 7/2¢, de forma que, pondo M = max{1, 7/2¢}, . -7 " imoeo 22452-3 0. S

terfamos, como antes,
Hondo a e b niimeros complexos constantes, prove que

lim (az+b) =az +b e lim (a2’ +bz+¢) = azl + bz +c.

¥=z z— zq

M>M#p@—%<a

| Prove que lim. .., az" = azj, onde a é uma constante complexa e n um inteiro

2.7. Exemplo. Vamos provar agora que ponitivo.

9 ' I"tove que um polinémio de grau n,
2T —1

3z+5

P(2)=anz" +an-12""'+ - - +ap, an#£0,

filz) =

— 00 COm z — 0Q.
tonde a 0o com z — oo.

4 ad P : . , f {Rekeibal
Clom a restrigao |z| > 5, teremos: 11 I'tove que o quociente de dois polinémios,

1ol =

londe a zero, a an /by, ou a oo, com z — oo, conforme seja m < n, m = n oum > n,
tenpectivamente.

Azl ham 2% e tay
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) = 132 + 5] = 3|2| +5 42| 42| R

Dado K > 0, basta entdo fazer |z| > 8K e |z| > 5 para termos |f(z)| > K

into ¢, sendo M o maior dos nimeros 5 e 8K, teremos: 11 I'tove que a funcdo w = 1/z é continua em todo ponto z.

I P'rove que a fungdo w = lim 1/2 é continua em todo ponto z # 0.
2] > M = |f(2)| > K.

1. Prove que a fungdo w = lim 1/(z — ) é continua em todo ponto z # o.
11, Prove que lim._.., f(z) = L = lim._.., |f(2)| = |L|.

Como ilustram esses exemplos, para demonstrar, diretamente da defini-

¢ho de limite, que f(z) — L com z — 2y, temos de obter uma desigualdade MUGESTOES
do tipo |f(2) — L| < K|z — z|. Conseguimos isto por meio de simplificacdes, _ i
i custa de desigualdades triangulares do tipo [a + bl < laf + ’b} & Dumey - 1 Lembre-se de que |[Rez| < || e [Im 2| < |z|. Supondo, de inicio, |z — z]| < 1, prove

radores, e do tipo |a + b| > |a| — [b| em denominadores. Evidentemente, # que |z| < 1 e |y| < 3. Entéo,
neste ultimo caso € preciso que |a| seja maior do que |b|. Para obter uma W
desigualdade do tipo |f(z)| > K, devemos inverter o uso das desigualdades

|22 +y°) — 4] 2z + (y — 2)(y + 2)]

' <2 -2
triangulares. < 20l +ly —2[(Jyl +2)
< 5lz| + 5y - 2| < 10|z — 2i].
EXERCiCIOS i, Observe que, sendo, digamos, |z| > 5, entéo,

|z3 =327 +1, o — 1327 +1] |2 —8l2P 1 _ | —8l2*/5— |2}/5 _
2+52-31% |2 +5lz[+3 = 22 +5[z[+3 = [P+ 52 + |2

listabelega, diretamente da definigio, os limites indicados nos Exercs, 1 a 9.




