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logo, passando ao limite com R — oo em (5.9), obtemos:

\8 dr
T2 +1

™,

que é o resultado procurado.

Cr

\j

Fig. 5.2

Embora esse exemplo seja dos mais simples que se possa imaginar, ele
apresenta um procedimento que é aplicavel ao cédlculo de toda integral de
—00 a +0o de fungoes racionais f(z) = P(z)/Q(z), onde Q(z) nao se anula
para z real e

grau@ —grau P =m > 2.

De fato, como 2" P(z) e Q(z) sao polinémios de mesmo grau, 2" f(z) tem
limite finito e diferente de zero com z — oo; portanto, existem N e K

positivos tais que
K

Rm’
Em conseqiiéncia,
K

[ sG] < [ e < g [ el =

como m > 2, a integral sobre Cg tende a zero com R — o0.
Por outro lado, para R bastante grande,

R P(2)

\lm Q(z)

|2l = R>N = |[f(z)| <
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de = mﬂ.MU (res. f)(zi),
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miplano Im z > 0. Fazendo entao R — oo, obtemos:

QORRE (2 .

ined OMNW&N = wiM (res. f).

' 5.7. Observagao. Devemos notar que o contorno Cr pode ser tomado
miplano inferior Im z < 0. Neste caso, o caminho de —R a R, seguido
micirculo Cg, constitui um contorno fechado e com orientagao neg-
va, como ilustra a Fig. 5.3. Logo, na férmula anterior, o membro da
ita leva um sinal negativo e a soma se estende aos pélos z; do semiplano
2 < 0.

Fig. 5.3

ar o caminho de integragao [—R, R] no semiplano superior, incluindo o
rno C'p. Pela observacao anterior, podemos também dobrar o caminho

(ERCICIOS

Calcule \,
1 e

‘Sendo a, b, ¢ ntimeros reais, com b* < 4ac, calcule \

— 00

dx
zt+1°
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dx
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- Mostre que
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onde a > b > 0. Considere as duas possibilidades: a # b e a = b. sro com R — co. Entdo Ir — 0 com R — oo.

Calcule cada uma das integrais dadas nos Exercs. 4 a 9. =
 Demonstracao. Comegamos observando que

* z%dx - dx < dz
4. 1 @ B ||m|||H 6. 5 . . . . .
0 T L TP+ 1 o 2°+1 In = \ m:,w?onw?lmmumv.\.Amm%v&mm%&%
0
- zdz < 2ldr L | m L
Ve .\,Ioo a 8. \cv AR.N|+M~m|vmq a>0. 9. ‘\oy H» T H&.&. = sm\o mlﬂmmmﬁ%.\.Amﬁs%vm;ﬂmnnvm%.?%v&%“
;&m
RESPOSTAS E SUGESTOES % /2
|Ix| < RG(R) \ e~ "Rsn8gg — 9RG(R) \ e~mRsené g
0 0
2T
1. ©/V2. 2. — L
Vdac — b2 omo sen f > 26/ no intervalo 0 < 6 < 7/2', temos:
3. O integrando f(z) é fungdo par, logo a integral de —oo a zero é igual a integral de /2
Zero a 0o. |Ir] < 2RG(R) \ e~ 2rRO/m 49
0
™2 mG(R
4. Y. 7. —m/27. 8. m/4a. _ M VAH _ mllwv — 0 com R — oo.

LEMA DE JORDAN to completa a demonstracao.

Muitas vezes temos necessidade de calcular integrais impréprias do tipo ) O leitor nao teré dificuldade em verificar resultado anlogo para r <0

\|o“o e f(z)d

Somos entdo levados a dobrar o caminho de integragao e considerar a integral

T = \o ¢ f(2)d

onde Cg é um semicirculo de centro na origem e raio R. O lema de Jordan,
que consideramos a seguir, estabelece condigoes suficientes para que esta
integral tenda a zero com R — oo.

'5.10. Exemplo. Como aplicacao do lema de Jordan, seja calcular

8&mmba
\ j&.ﬁu QVO.
0 a°+¢z

bservando que o integrando é uma fungao par e que senz = Im '’ tere-

0o zsenz , > xsenw 1 ©  ze¥?
\ j \ 5 m& = —1Im \ j&&. (5.10)

0 a -+ 2 a‘*+z % —x0 @°+ 2
'Para provar isso, consideramos a fungio f(#) = sen — 26/ no referido intervalo. Sua
vada, f'(6) = cos® — 2/, se anula para um certo valor a, é positiva para 0'<P<'a
gativa para a < 6 < 7/2. A fungdo f é entdo crescente no intervalo 0 < 0 <ae

crescente em a < < /2. Como f(0) = f(r/2) = 0, concluimos que f(¢#) = 0 em todo
intervalo 0 < § < 7/2; logo, senf > 26/m nesse intervalo.

5.9. Lema de Jordan. Sejam r >, R > 0 e Cr o semicirculo

= Re?, 0 < 0 < w. Suponhamos que f seja uma fungdo regular, N0
m@iESS Imz > 0, @ excegdo, eventualmente, de um nimero finito de sin-
gularidades isoladas; e que o mdrimo G(R) de |f(z)| para z € Cg tenda @
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ﬁm
Fig. 5.4

Entdo, passando ao limite em (5.12) com 6 — 0 e R — o0, e tendo
também em conta que, pelo lema de Jordan, a integral

zero, obtemos:
00 piz
e .
\ —dz = Ti.

& &

Substituindo em (5.11), chegamos ao resultado final:

o0
sen x
\ dz =T

—oai &

EXERCICIOS

Calcule as integrais dadas nos Exercs. 1 a 4.

* cosazx *  rsenx
i d : 2. ——————dx.
\o 2t 420 \.8am+§+mos
*  senz * cosz
. —_—d . 4. ——dx.
3 \|8 % & o) z, >0 \c Aam+5m&a

5. Seja f(z) uma funcdo regular no semiplano Rez > 0, tal que o maximo G(R) de

|f(z)| sobre o arco Cr: z = Re'’, || < m/2, tende a zero com R — oco. Mostre qué.

lim (2)e"*dz=0, r<DO0.
R— o0
Cr

6. Prove que %m.x e *dz — 0 com R — 00, onde Cg é 0 arco z = Re'®, 0 < § < /4.

7. Calcule as chamadas integrais de Fresnel,

o0 o0
QH\ cosz’dr e .m.H\ senz’dz,
0 0
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nostrando que ambas sdo iguais a v/27/4.

JPOSTAS E SUGESTOES

2. me *(2 cos2+sen2)/2.

4. w/4e.

s y eim/4 - .
mostrar que [r = %om e’ dg = e~i"/ om e dz = [(1-1)/V2) %cz e "' dz+ten,

sobre Cg tende g3
A m. onde eg — 0 com R — oo.

0o pk—1
\ —dz, 0<k<]1,
o z—1

consideramos a determinacéo real de x*~1.

/ Ci=|[r, R], argz=0,

circulo Cg de centro na origem e raio R, do segmento
Qw = —ﬁ .NNT

argz = 2m

0 circulo C, de centro na origem e raio r, onde r < 1 < R (Fig. 5.5).
0, a tnica singularidade da fungao

k—1
z
A=,
1) zi+1
interior de C é o ponto z = —1, que é pélo simples, no qual o residuo de

AlewIH — mtnls_omT: _ Q».!Ci.



