160 Capitulo 5: Singularidades e residuos

A férmula (5.7) se generaliza para o caso de um pélo de ordem m qual-

quer. Deixamos ao leitor a tarefa de estabelecer o seguinte resultado gera]:

Se zy € polo de ordem m de uma fungao f, entdo
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(res. f)(z0) = =7y B, e [(z — z0)™ f(2)]. (5.8)

EXERCICIOS

1. Seja f(z) uma fungao analitica e diferente de zero no ponto z = z;. Mostre que a

fungdo g(z) = f(2)/(z — 20) tem pélo simples nesse ponto, com residuo igual a f(z).

2. Sejam p(z) e q(z) fungdes regulares no ponto zo, p(z0) # 0, q(20) = 0 e ¢'(2) #

0. Mostre que zp é pélo simples da fungao f(z) = p(z)/q(z), com residuo igual a

p(20)/q' (20).
3. Use a regra (5.8) para determinar o residuo de
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no seu pélo z = m. Obtenha o mesmo resultado desenvolvendo e'™* = '™ ¢'™(* i
em série de poténcias de z — 7.

Determine os pélos, as ordens e os residuos correspondentes de cada uma das fungoes
dadas nos Exercs. 4 a 11.
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Neste tltimo exercicio, considere o plano cortado ao longo do semi-eixo (—oco, —1].

12. Calcule a integral
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tomando para C, sucessivamente, os seguintes circulos, todos orientados positivamen-
te:

a) de raio 3, centrado na origem;

b) de raio 3, centrado em z = —3i;

¢) de raio 1/3, centrado em z = 2i;

d) de raio 2, centrado no ponto z = 1.
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- Calcule as integrais dadas nos Exercs. 13 a 15.
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SPOSTAS E SUGESTOES
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Pélos simples em z = ki, k inteiro.

Pélos simples em z = +im/2.

[ TEGRAIS IMPROPRIAS DE FUNCOES RACIONAIS

remos agora como o teorema do residuo pode ser utilizado para calcular

integrais improéprias de fungoes racionais. Comegamos com um ex-

iplo concreto.

‘ 5.6. Exemplo. Seja calcular
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tos z = +i. Seja Cr o semicirculo do semiplano Imz > 0, de raio R
ntro na origem. Supondo R > 1, o contorno formado pelo segmento
R], seguido de Cr (Fig. 5.2), contém o pélo z = i, onde o residuo de
8 1/2i. Pelo teorema do residuo,
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O integrando, f(z) , possui polos simples nos

or outro lado, |f(2)| < 1/(]z|? — 1), donde
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‘mostra que
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