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Se todos os coeficientes a,, se anulam, entdo f se anula em toda a vizj-
nhanga |z — 29| < r. Excluido este caso, deve existir m > 0 tal que a,, seja

o primeiro coeficiente nao-nulo em (4.24), isto ¢, A série de Laurent costuma ser escrita na forma

o0

f(2) = MU an(z=2)", r<|z—2]|<R. (4.27)

n=-—0oo
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Dizemos, entao, que zp é um zero de ordem m da fungao f. Fatorandg
i i a i éri ntes, uma
AN - NoVS no desenvolvimento anterior, obtemos: ~ (Deve-se entender entdo que temos aqui duas séries separadamente converge !
. que é asomaden =0an =00 eaoutra asoma den=-1la n= Iwo.v.UmEouﬂHm
m - n ~ que, se essa série converge na regiao indicada, entdo a convergencia e uniforme para
f(2) = (z — 20) M am4n(2 — 20)". a < |z — 20| < b, quaisquer que sejam a e b,comr <a<b<R.
e Demonstre que a série de Laurent é tnica, desde que fixados olmmwno 20 e a regiao
onde ela é considerada. Sugestdo: Multiplique (4.27) por (z—20) e integre termo

4 termo ao longo de um contorno C' conveniente.
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QANV - oQS+:AN R0l Trmmv Nos Exercs. 3 a 8, obtenha as séries de Laurent das fungoes dadas, nas situagoes
n= i
dicadas.
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concluimos que se zy é um zero de ordem m da funcao f, entdao, numa
vizinhanga de zj,

f(z)=(2—2)"g(2) e g(z0)#0 (4.26) i) = g @1 kUL
Reciprocamente, suponhamos que exista uma fungao g satisfazendo a Bf(2) = = sw? 3y w=2 0<|z-2/<V5

relacao (4.26) numa vizinhancga |z — zp| < 7 de 2. A fungao g possui, nessa
vizinhanca, desenvolvimento de Taylor do tipo (4.25), que, substituido em
(4.26), nos da o desenvolvimento (4.24) com ag = ... = a;—1 =0, a;, # 0.
Fica assim demonstrado o seguinte teorema.

Nu

o) =— 2=0, |d>1

L f(z)=2e%, 2=0, |2/>0.

mmbu

fR)=—» =T, Nwmﬁ..
(z =)

Seja f uma funcao regular no ponto Zzo. Mostre que zp é um zero de ordem m de f

se e somente se

flzo)=f(z20)=-..=f" V(2)=0 e ™) (20) # 0.

4.24. Teorema. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que 2
seja um zero de ordem m da fungao f € que exista g satisfazendo a relagao
(4.26); ou ainda, que (z — zy)~™ f(z) tenha limite finito e diferente de zero
com z — 2.

Determine a ordem do zero z = 0 das fungdes dadas nos Exercs. 10 a 15.
Se uma fungao f é regular no ponto z = oo, este ponto é chamado um

(1 — cos z)sen’z £ N\ aan?
N opsoa 3 . 12 (e 1 — z)’sen”z.
zero de ordem m de f(z) se { = 0 é um zero de ordem m de f(1/¢). E facil (cosz — 1)’sen z. 11. — ( )
ver que isto é equivalente a dizer que ossui desenvolvimento —
q q que f p A 4 (& —D(sns - ). 15, e — e,
Qm am+1
\AannlS+N3i +..., an #0,

Determine os zeros e as respectivas ordens das fungoes dadas nos Exercs. 16 a 18.
valido numa vizinhanga |z| > K do infinito.

6. 2’senz. 17. (cosz — 1)log(1 + 2). 18. (2% —4)% (e’ —1).



