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Isto completa a demonstragao. ‘ ; ; -
Desenvolva em série de poténcias de z e (z — 2), respectivamente, as fungoes

(=g ¢ 993

4.22. Exemplo. Seja desenvolver em série de poténcias de z a funggg
inteira f(z) = €*"*. Usando a regra de multiplicacao e o Teorema de Weier-

strass, obtemos: epresente graficamente seus discos de convergéncia.

esenvolva em séries de poténcias de z as fungoes
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z 1 % 1 z ostre que sen z = MU (z —nm)”*', onde n é um inteiro qualquer.
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g Obtenha o desenvolvimento de cos z em poténcias de (z —nm —7w/2), onde n é um
z il 1 1 1 inteiro.
=l+24+ =+ (-t |+ (—m+5)2"+. . ,
2! 3! 3! 3! + 4! sy iz-se que uma fungdo f é par (impar) se f(z) = f(=2) (f(z) = —f(==2)) para todo
o 8ela Demonstre que o desenvolvimento de uma funcao par (impar) em poténcias de z
Ja, ;2 4 contém poténcias pares (fmpares).
z

SN =142+ ———+... Ao fazer o produto de duas séries de poténcias (4.17), em _geral elas tém raios de
2 8 nvergéncia distintos. Mostre que o raio de convergéncia da série produto (4.18) é

minimo o menor dos raios de convergéncia das séries (4.17). Dé exemplos de séries

de poténcias cujo produto seja uma série com raio de convergéncia igual ao menor

dos raios de convergéncia das séries dadas; e exemplos em que 0 produto seja uma

rie com raio de convergéncia maior que o menor dos raios de convergéncia das séries

adas, ou mesmo tenha raio de convergéncia infinito.

btenha os primeiros quatro termos do desenvolvimento de z/(e* — 1) em poténcias
e z. Mostre que

Esta expressao nos mostra, em particular, que as fungoes ™" e e* coinci-
dem até segunda ordem com z — 0 :

N —e* =0(2%), z2—0.

¥4 z
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EXERCICIOS

Obtenha os desenvolvimentos em séries de poténcias de z dados nos Exercs. 1 a 4, e
verifique que eles sao validos para todo z.

o0
z By i
manIMM_IN

o0 o <}
_ A|Hv: 2n+1 A|H 5 2n
1. mmzulmﬁwlaﬂvl_w . 2. GOmNH._Mumezlw_-u . |
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0 2n-1 x  9n es B, sao os chamados nimeros de Bernoulli (Jacques Bernoulli (1654-1705)).
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Desenvolva em séries de poténcias de z as fungdes dadas nos Exercs. 5 a 7, cujos .
tuindo z por 2z, obtém-se z cothz = M 3&. .

ramos sao fixados pelas condigoes arccos0 = 1, arctg 0 =0 e Y1=1.

5. arccosz. 6. arctg z. s |~|+|~I

8. Desenvolva em série de poténcias de z — 1 a determinagao principal (log1 = 0) de

1\ 1 [~ (k+2). . (k+n) |
f(z) = zlog z — 2. sGA V|Q+S+M:_ M A o

1—2
n=2



144  Capitulo 4: Séries de Poténcias Capitulo 4: Séries de Poténcias 145

nde os coeficientes an, n =0, £1, £2,..., sio dados por

H 20

ondo C um contorno fechado em G, envolvendo zy wma vez no sentido
08itivo.

18. Determine os trés primeiros termos do desenvolvimento

oo
n
logcosz = M cn ;

n=1

tomando log1 = 0.

19. Sejam f uma fungdo analitica numa regiao R, 20 € R e 7 o raio de um disco centradg
em z e todo contido em R. Mostre que os coeficientes a, = f")(29)/n! da série
de Taylor da fungao f relativa ao ponto z sao tais que |a,| < M/r", onde M ¢ ¢

méximo de |f(z)| em |2 — 20| = r Demonstragio. Dado z € G, sejam 71 e 19 tais que r <.71 < |z — 20|

- ry < R (Fig. 4.5). Designemos por C; e Cy os circulos de centro zg e
ios T e T2, respectivamente, orientados no sentido positivo. Ligando Q_
5, por um arco L, obtemos um contorno fechado v = C» + L — Cy — L,
uma regiao de regularidade da funcdo f; logo, pela férmula de Cauchy,

SUGESTOES

9. Observe que f(z) = (1/4*)/(1 — z/4)® e aplique o desenvolvimento binomial; oy £(0)
desenvolva 1/(4 — z) em poténcias de z e derive duas vezes. Quanto a g(z), proceda f(z) = — dc.
de modo anélogo, escrevendo z = 2 + (z — 2). w\\._.s A — Z

10. Use decomposigao em fragdes simples. s integrais ao longo de L e —L se cancelam mutuamente; portanto,

flaf= RN (9 dc— L f(©) dc. (4.22)

2ni Jos € — 2 2mi Jo, ¢ — 2

= _1\nt+1
18. Observe que log(l + z) = M #w: e cosz =1+ (cosz—1).
n=1 :

SERIE DE LAURENT

Vimos, no caso da série de Taylor, que é sempre possivel desenvolver em
série de poténcias de z — zp uma fungdo que seja regular em z;. Veremos
agora que o desenvolvimento pode ainda ser possivel, mesmo que a funcio
nao seja regular em zj, desde que se admitam poténcias com expoentes
negativos. Um exemplo dessa situacao é dado por i
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Esse tipo de série, conhecido como série de Laurent, é uma generalizacao
da série de Taylor. O resultado geral é dado pelo teorema seguinte.

4.23. Teorema. Seja f uma funcdo univalente e analitica numa regiao

anular G: r < |z — z9| < R. Entao, para todo z nesta regido, Fig. 4.5

oo o0
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n=1 n=-—00

A primeira destas integrais é tratada exatamente como no caso da série

AN — z)" Taylor (Teorema 4.14) e resulta na série de poténcias positivas que




