(G Capitulo 1: Nimeros complexos

Maédulo e complexo conjugado

Definimos 0 médulo, valor absoluto ou norma de um nimero complexo z =
-+ iy como sendo o nimero nao-negativo |z| = /a? | y*. Como se vé, ele
¢ a distancia do ponto z a origem.

O complexo conjugado de z = x + 1y é definido como sendo = = x — 2y.
A Fig. 1.4 ilustra exemplos de complexos conjugados.

I=x +j."

Fig. 1.4
Em (ermos do médulo e do conjugado, temos:
(¢ + iy)(z — iy) = (2° +9°) +i(—ay + yz) = * + 97,

isto é, 2% = |z|?. Esta propriedade permite calcular o quociente z = z /22
de dois nitmeros complexos z1 e 29, z2 # 0, que é definido pela condicao
vz = 2. Para isso, basta multiplicar 0 numerador e o denominador pelo
complexo conjugado do denominador. Exemplos:
34i (=3+4)(1+21)) —5—5i 1
1 -2 (1-2)(1+2) 12422 '

Fm geral, com z) = x1 + z1 e 22 = T3 + T3, temos:

2 _ 2% _ 122 + iy + i3z — T1yp)
2o %o x5 + y3

Deixamon ao leitor a tarefa de provar as seguintes propriedades:
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21+ 2 =71+ 22, Z122 = Z129; — | ==
22 Z2

I'sta tdltima segue da pentltima e da definicdo de quociente:

X

zzg = z1; logo, ZZy =%, donde Z = —.

ERCICIOS

Itoduza & forma a + bi cada uma das expressoes dadas nos Exercs. 1 a 11.

(3+5)) +(=2+14). 2. (-3+4i)—(1-2i). 3. (V3-2i)—i2—i(vV3+4)).

i , . vy B , 1 i

(3 - 5i)(~2 — 4). 5. (1+3)(-5+3). 6 Q1))

S 21 2 2

, -2%(2——5—). 8. (2+3i)%. 9. (4-2i).

(1+4) 11, 1+ 20 + 3% + 44 + 5¢* + 645,
N

Mostre que Z i" =1, 1414, i ou zero, conforme o resto da divisao de N por 4 seja
n=0

sero, 1, 2 ou 3, respectivamente.

Mostre que (z + iy)? = 2? — ¢ + 2ixzy.
Mostre que (z — iy)? = 2% — y* — 2iay.
Mostre que (z + iy)* (z — iy)® = (2 + v*)%
Mostre que (2 + iy)" (z — iy)" = (2 + y*)".

teduza & forma a + bi cada uma das expressdes dadas nos Exercs. 17 a 27.

| 1 144 3—4

2+ 3i B 4-3i el v e ol

] =i 141 4—3 1—i
22 : : ; ; :

| 4 Ty 2 i—1 “ V2 -1
| L 1+ ¢y 30 : o

Lk B 3o 1) 27. (1-4)(v3+i).



Nos Exercs. 28 a 32, represente graficamente os nimeros complexos zy, 22, 2122 ¢

21/3’2‘
; 1-4 1+1iV3 V3+i
28. =344 = —. 29. = — ]
z1 +4i, z 5v3 z1 2 Z2 )
1+ z : ;
30. z1=2—\/§, 22 =1+ iV3. 31 21 =1+42i, 20=2—1.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

a=3-1, z=3-i/2

Mostre que Re[—i(2 — 31)%] = —12.

1 —iv3
Mostre que : z\/._ =—
V2+i
— 1 2
Mostre que Im[(] - z\/ﬁ) ] = 2 +2\/§).
i—2 ]
Mostre que -1——4;125—2 = cos 26 + isen 26.
1—itgd
Dados dois niimeros complexos a e 3, prove que

o+ BI° + o — B = 2laf* + 2|8,

Faga um gréifico e obtenha a seguinte interpretagio geométrica: a soma dos quadrados
dos lados de um paralelogramo € igual & soma dos quadrados das diagonais.

Dados trés vértices de um paralelogramo pelos niimeros complexos z1, 22 e z3, deter-
mine o vértice z4 oposto a zz. Faga um gréfico.

Prove que o produto de dois niimeros complexos é zero se e somente se um dos fatores
se anula.

O Teorema Fundamental da Algebra afirma que todo polinémio com coeficientes com-
plexos possui uma raiz (real ou complexa). Prove, como coroldrio, que todo polinémio
P(z) de grau n possui n raizes, contadas as multiplicidades; e sendo ay,...,a, essas
raizes, entdo P(z) se escreve P(z) = a(z — a1)...(z — a ). Prove também que se o
polinémio tem coeficientes reais, e se & é uma raiz complexa, entdo @ também é raiz.

REPRESENTACAO POLAR

Considerando a representacao geométrica de um nimero complexo z # 0,
chama-se argumento de z o angulo # formado pelo eixo Oz e o vetor Oz (Fig.

B Como om Trigonometein, on Angulos so nqui orfentadon: conn
Hve o nentido de porcurso oposto no dos ponteiros do reldgio,

O nrgumento de = w6 pode ser definido quando = £ 0; mesn

||l;n'|l.um!. o argumento 56 fica determinado o menos de multiplos int

i Como o |z cond e y = |z[sen 0, temos a seguinte representag

tanhiocida como representagao polar ou representacao trigonomelr

z=r(cosf +isenf), r=|z|;

1o o designados as coordenadas polares de z.

121

\J

Fig. 1.5
I'drmulas do produto e do quociente

l)o posse da representagdo polar, vamos deduzir uma regra muito
iente para a multiplicagido. Sejam

z1 =r1(cosf +isenf) e 2y = ry(cosby + isen 62)
(lols niimeros complexos quaisquer. Entéo,

i = mir2(cosfy + isenb))(cosby +isenby)

= r172[(cos 0 cos @y — sen f1sen fy) + i (sen 0 cos b + cos b ¢

2129 = r17r9(cos(f; + 0s) + a'/(sen(é'l + 65)).

Vemos assim que o produto de dois niimeros complezos € o niime
mddulo € o produto dos mddulos dos fatores e cujo argumento € a so



l. z=-242i. 2
T \5

4. Z=(m) . bi

L _ 343 ¢

1+iV3’ '

‘10, z= -1+ 3. 1

. z=14iV3. 3. 2= -3 +i.
1
2= — 6. z=—1—i.
-1-iv3
—4
2= —. 9. z=1+2i.
V3—i
1. z=—3 - 2i. 12. z2=4—1i.

Nos Exercs. 13 a 18, reduza os niimeros 2; e 22 a forma polar e determine as formas
polares de z; 22 e 2z /z2. Represente esses quatro niimeros num gréafico.

3—iV3

13. 21=vV3+3i, 22 = 5

15. 21 =1—14, 23 = —1+iV3.

17 21=142i, 220 =2+1.

14, z1 =144, 20 =3 +1.

16. 21 =1—1i, 20 =—1+1iv3.

18. z1 =1—14, 20 = -1+ 2i.

19. Prove que se |z1| = |22] = |23] = 1 e 21 4+ 22 + 23 = 0, entdo 2, 22 e 23 sdo os vértices
de um tridngulo eqiiilatero inscrito no circulo unitario de centro na origem. Faga um

grafico.
20. Prove que

cos30 = cos® @ — 3cosfsen’d e sen30 = —sen’ 6 + 3cos’ fsend.

21. Obtenha férmulas andlogas as

22. Prove, de um modo geral, que

cosnff = cos" 6 —
= P(cosé,
sennf = mncos'
= Q(cosb,

do exercicio anterior para cos 46 e sen 46.

Mcos“'z Bsen’ @+ ...

2
senf),
fsenf — w cos" ¥ sen® 0 +. ..
senf),

onde P e @ sdo polindmios convenientes, homogéneos e de grau n nas duas varidveis

cosf e senf.

RESPOSTAS E SUGESTOES

1l Zﬁ(cos?%r—f—isen:%).

2 z=2({:03% +isen%)‘

f fin I UT b
# (0w <5 o+ dnen <), 4 1= A (con =5+ inen -
2 o B(eond 4 tnend), onde 0 = arceon(1/v8), 0 < 0 < m/2.
Lo 1T (con® A dsen®), onde 0 - arccos(4/v/17), -1/2<0<0,

~ PIOPRIEDADES DO VALOR ABSOLUTO

Au woguintes propriedades sao de verificagao imediata:

2| 20, [2]=0%2=0;

lzl =] -2l [|Rez]l < 2], [Imz| <|e|.

A propriedade

|z122] = |21]|22]

e da seguinte observagao: |2122]2 = (2122)(Z1Z2) = (21%1)(20%2)
| |"|#2]*. Menos trivial é a desigualdade do tridngulo,

|21 + 22| < |21 + |22, (J

wuniin chamada por exprimir propriedade geométrica bem conhecida: a s0
ilun comprimentos de dois lados de um triangulo é maior ou igual ao cc
primento do terceiro lado (Fig. 1.8). Para demonstra-la, observemos qu

21 + z2|2 = (n1+2)(Z1+22) =271 + 2% + (5122 + Z122)
|21]? + |22” + 2172 + Z1%2 = |21 2 + |22[* + 2Re(21 %)
< |21]2 + |ZQ|2 + 2|21Z9|
|21 + |22[* + 2|21 |2
(la] + |22])?.




Clomo exemplo, soja determinar as rafzes cibicas do nimero @ — 8. Uma
dolag ¢ 20 = 20 As radzes cibicas da unidade sao dadas por 1, w, w?, sendo

[Im. n.p;tll'"-
V3

w~(~032—ﬂ+i‘%0112ﬂ— -
U e S
Logo, a8 raizes ciibicas de 8 sao (Fig. 1.11):

: ‘/g) = —1+14V3,

20=2; 2 :2(_54_3'_2_

n=

y 4 4
2? = 2(003 ?ﬂ + isen ?ﬂ.)

Fig. 1.11

Raizes primitivas

(‘hama-se raiz n-ésima primitiva da unidade qualquer raiz n-Gsima 2 #1
F - . ] 1 " £,

(al que n ¢ 0 menor inteiro positivo tal que 2" = 1. I claro que, qualquer

que seja 1y

I Za 2

W = COS — -~ 2 861 ==
n

{ raiz primitiva. Ela é a primeira raiz primitivi que ocorie (uaiida percorre-
1o o cfreulo unitério no sentido anti-hordrio n partiy da unddnde real. Mas
pode ndo ser a inica raiz primitiva; por exemplo, 1o caso das tnizen triplas
(n unidade, como vimos hd pouco, w ¢ rada privitive, s o’ tumbém é.
14 no caso das raizes séxtuplas, w e w" §io rafson P, snguanto w?,

w! uho o who. Voja o Bxere. 22 adiante para uma caracterizagao das
primitivas,

Obworvagiho, O processo de cdlculo de raizes, utilizando a repre-
Laeno trigonomdétrica, é de cardter geral; mas nem sempre é o mais con-
Soiento, Por exemplo, no cdlceulo da raiz quadrada do ntiimero —7 — 244, é
s el proceder assim:

V~T7~24i =z +1iy, donde z°—1y?+ 2ixy=—T7— 24i.

Mun Into equivale a
z? — y? =1, Ty = —12.

Hinolvendo esta tdltima equagéo em relagdo a z e substituindo na primeira,
ulilbemos uma equagio quadrética para y?, cuja solucao é y? = 16 (como y
¢ onl, y* > 0). Logo, y = +4 e = = F3. Finalmente,

V=T = 24i = +(3 — 4i).

pxnrcicros

L ulunle ns raizes dos nmimeros complexos dados nos Exercs. 1 a 8 e faga a representagio
wialien correspondente.

V=1 2. (1+iV3)V2 3. V2. 4. /=20
Vi, 6. V=i 7. (-14+i/3)Y4. 8. (-1-iv/3)V2,

Usando o procedimento descrito na Observagao acima, calcule as raizes indicadas nos
Ixores. 9a 11,

10.

), V=5—12i. V3 4i. 11. 1+ 2iV6.

12, Decomponha o polinmio P(z) = ' + 1 em fatores do 2 grau com coeficientes reais.

111, Faga o mesmo com o polinémio P(z) = z* + 9.

Nos Exercs. 14 a 21, decomponha cada polinémio dado em um produto de fatores
do 12 grau.



14. P(z) = 2* —64. 15. P(z) = 2° + 64. 16. P(z) = 32

17. P(a) =548 18. P(z)=22-2z+2.
20. P(2) =2 — (1+ i)z + 5i.

2l P(2)=2'—(1-1i)2? —i.

22. Prove que w = cos(2km/n) + isen (2kn/n) é raiz n-ésima primitiva da unidade se e
somente se k e n forem primos entre si. Em consequeéncia, sendo n > 2, as rafzes
primitivas sao sempre em nimero maior do que 1; e exatamente n — 1 se n for niimero

primo.

23. Prove que se w = cos(2kw/n) + isen (2km/n) é raiz n-ésima primitiva da unidade,
entao as n rafzes n-ésimas da unidade sio dadas porl, w, w? ..., w

24. Proveque 1 + w4+ w? +... + "~ ! = 0, onde w é qualquer raiz n-ésima da unidade,

diferente de 1.

25. Prove que

n
w-1’
onde w é qualquer raiz n-ésima da unidade, diferente de 1.

142w+ 3w’ +.. . 40" ! =

RESPOSTAS, SUGESTOES E SOLUCOES

1. li;‘/g Ty S 41—
L L N 7. 1:_1:"“/5 e :I:\/:?-H.

2 V8 V8
12. Pondo w = (1 + 1) /v/2, temos:

P(x)

[(z = w)(z +w))[(z — D) (= +@))
(@ = w)(z - @))[(z + w)(z + @)]
(@® = V2+1)(2® + V2 +1).

I

25. Seja § a referida soma. Entao,

5 = (1+w+w2+..‘+u”'_])+w[1+2w+3w2+...+(
w(S - nw" 1),

o

19. P(z) =22 + 24+ 1.

n-—

k]

=i = (@~ )@ +i) = (2 — )2 - )

n—1w""?)

ONENCIAL

Winon que o lottor tenhan familinridade com 08 l'um,;:"mn.t.rlg'nnnn
Sonntante de BEuler ¢ ¢ a fungho exponencial e ::mlu:uit.un onton
wdndon now curson do Cidlenlo, Lembramos, em particular, os de
dbon depsng Tungoes em séries de MacLaurin, validos para todos o

ole da varidvel a:

P i ot .
t ,.-*:Z__'-=1+u;+§+ﬁ+.--,
n=0 """
0 n..2n 2 4 Pt}
(=1)"a? s o IOE m_mi_p,,
cosx = Z —@E)'_ =1 921 i 41 6! :
n=()
) (_1)11m2n+1 o g 2T
e e =P — e o — s
senx = Z (2n + 1)! “ 31 " 5! 7!

n=0
A constante de Euler e, que é um niimero irracional compreend
Yol (er~2,71828...), é dada pela série

Coi 1 1
n:

(e se obtém de (1.5) com = = 1. )
Vamos tomar o desenvolvimento (1.5) como base para definir
ramplexo. Se e* ja tivesse significado para z complexo, e o desenvo
(1.hh) fosse valido neste caso, entao teriamos, com y real,

y? | (y)? | Gyt ) (i) (i)
_ _ i iy) Yy Yy
D) 3 4 5 6 4
: g Y _ LYY Y Y

Admitindo ainda que seja possivel rearrumar os termos desta sér
juntos os termos reais e separadamente os termos imaginarios, ob

5 7

2 4 6 = Y.
, ¥ .Yy Yy ily- L+ 2 ¢
ezy=(1—§!~+ﬁ—a+---)“(y TR T T



