Lista de transformacaoes lineares, ntcleo e imagem

SME141 — Algebra Linear e Equacdes Diferenciais.

1) Resolva todos os exercicios do capitulo 5 da apostila.

2) Seja T : V — W uma funcio, em que V e W sio espagos vetoriais de dimensao finita com escalares reais.
Determine se as afirmagoes sao verdadeiras ou falsas.

a) Se T é linear, entao T preserva somas e produtos por escalar.

)

) T ¢ injetora se e somente se ker T = {0}.

) Se T linear, entao T(0) = 0.

)Se T :V — W é linear entdo dimker 7'+ dimIm 7 = dim W

) Se T é linear, entdao T leva conjuntos L.I. em conjuntos L.I.

) T,U : V — W sao ambas lineares e coincidem em uma base de V, entdo T' = U

h) Dados x1,22 € V, 21 # 22 € y1,y2 € W, existe T linear tal que T'(z1) = y1 e T'(z2) = yo

3) Para cada operador linear abaixo, encontre bases para o nicleo e a imagem, cheque o resultado do teorema
do ntcleo e da imagem e determine se T' é bijetora.

a) T:R® — R?, T(a,b,c) = (a —b,2c).

b) T:R? - R3 T(a,b) = (a +b,0,2a — b)
) a b c\ _ (2a—b c+2b
C) Tngg(R)—)MQ(R),T d e f = 0 0 >
d) T': P(R) — P3(R), T(p(t)) = tp(t) +p'(1).
e)T: My[R) = R, T(M) =tr M, onde tr M é o trago da matriz, ou seja, a soma dos elementos da diagonal

principal.

4) Seja P(R) o conjunto dos polindémios. Mostre que T : P(R) — P(R) dada por

é injetora mas nao é sobre.

5) Dé exemplos de transformagoes lineares T : V — W e U : V — W tais que ker T =kerU e ImT = Im U,
mas T # U.

6) Sejam V e W espagos vetoriais de dimenséo finita e T : V' — W linear.

a) Prove que se dim V' < dim W ent@o T nao pode ser sobre.
b) Prove que se dim V' > dim W entdo T nao pode ser injetora.
c¢) Prove que V é isomorfo a W se e somente se dim V' = dim W.

7) Seja T : R® — R. Descreva geometricamente as possibilidades para o niicleo de T

Gabarito
2) a) V. b) F. (Uma explicagdo pouco convincente: se fosse sé isso para a transformacao ser linear, os
textos nao ensinariam que ¢é necessario também que T'(ax) = oT'(x)). Existem contra-exemplos onde falha



T(az) = oT(z), a € R, mas é dificil exibir um :-). Se est4 curioso, leia mais abaixo no rodapé’ c¢) V d) V
e)F f)F,tome T =0 g) V h) F, tome zo =221, y1 =y2 #0

3) a) By = 9,ImT = R3, T éinjetora. b) Byerr = J, Bimr = {(1,0,0),(0,0,1)},T é injetora. c)
Brerr = {(§293). (58 %2)} ndo é injetora, Binr = {($9),(8§)}, d) T(a+bt+ct?) = b+ (a+2c)t +bt? +
CtB,BkerT =9 (é injetora),BImT = {t, 1+ t2,2t + tS} e) ByerT = {((1) 91) s (8 é) s (? 8)} , BT = {1}

4) A integral de um polinémio é polinémio e a integral é linear. O nicleo é {0} mas é facil ver que ¢(0) =0
se q esta na imagem de T, e hd polindomios que nao zeram em ¢t = 0

5) V=W=R, T(z)=1,U(x)=2V=W=R3 Te; =Ue; =0, Teg =Uez = e1, Tez = Uey = e

6) a) Pelo Teorema do nicleo e da imagem, dimIm7 < dim V' < dim W e portanto Im T néo coincide com
W. b)dimIm7 < dimW < dimV = dimkerT 4+ dimIm7 = dimkerT > 0. c¢) (=) Pelos itens a) e b),
se existe um isomorfismo entre V' e W (transformacao linear bijetora), entdo s6 pode ocorrer dim V' = dim W'.
(<) Sejan = dimV = dimW. Sejam By = {v};,...,v, € By = {w},,...,w, bases de U e W e seja
T:V — W dada por Tv; = w;, i = 1,...,n. T é sobre pois By também gera ImT, e pelo teorema do
nucleo e da imagem, ker T' = {0}.

7) Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, como a imagem é um subespago de R, s6 pode ser {0} (dim = 0)
ou R (dim = 0), entdo a dimensdo do nicleo é 3 ou 2. Se é 3, ker T' = R3. Se é 2, entdo ker T é gerado por
dois vetores L.I. em R?, o que é um plano que passa pela origem.

1Ezemplo de funcdo T : R — R tal que T'(xz +y) = T(x) + T(y) mas ndo vale que T(ax) = oT(x),
Yo,z € R, ou seja, T ndo € linear. Se T(x +y) = T(x) + T(y), Vo,y € R, é ficil ver que T'(nx) = nT(z)
n € Z. De fato é facil mostrar que T'(¢qx) = ¢T(x), ¢ € Q (exercicio). Considerando escalares em Q (o
que pode ser feito, pois Q é um corpo), R, como conjunto, é um espago vetorial (de dimensdo infinital).
Denotemos este espago vetorial como Rg. V2 é irracional e portanto o conjunto {17 \/ﬁ} é LI em Rg (este

)

foi o truque, pois {1, \@} é LD em R, que tem dimensdo 1 com escalares reais). Complete uma base B de
Rg a partir de {1,v/2}. Defina T(1) = 1 e T'(v) = 0 para todo v € B, v # 1. Esta T ¢ linear com escalares
em Q e portanto aditiva (isto é, T'(z +y) = T(x) + T(y) para todo x,y € R), mas nao é linear com escalares

em R, pois 0 = T'(v/2) # V2T (1) = V2.



