Lista de Matrizes e Sistemas Lineares
SME141 — Algebra Linear e Equacoes Diferenciais.

1) Calcular os seguintes produtos
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2) Se A, B € M, (F), vale AB = BA? Mostre ou dé contra-exemplo.

. . . b -, .
3) Seja M o conjunto das matrizes da forma [ “ a] , onde a, b sao nimeros reais.

—b
a) Motre que M é fechado com respeito & adi¢ao e & multiplicagdo matricial, isto é, a soma ou multiplicagao
de duas matrizes de M é uma matriz de M.
a b
b a

b) Faga a matriz
corresponder ao niimero complexo a + bi. quais niimeros complexos correpondem as seguintes matrizes?

N N R

¢) Usando a correspondéncia da parte b entre M e C, mostre que M é um bom modelo matricial para nimeros
complexos, isto é, a adigdo em M corresponde & adi¢do em C, e 0 mesmo para a multiplicacdo em M e C.

4) Uma matriz triangular estritamente superior é uma matriz triangular superior cujas entradas da diagonal
sao0 0, isto é, a;; = 0se > j. Seja S é uma matriz triangular estritamente superior nxn e sejam ey, ez, ..., ey
os vetor coluna correspondentes & base canénica do R".

a) Mostre que Sey, é a k-ésima coluna de S.

b) Mostre que Se; = 0 e que Sey, é uma combinagao linear dos vetores e, ea, ..., ex_1.

¢) Mostre que S™ = 0.

d) Mostre que (I —S) "' =T+ S +---+ Sn~1

5) Sejam A, B matrizes quadradas de ordem n. E verdadeiro que (A + B)2 = A2 + 2AB + B2? Mostre ou
dé um contra-exemplo.
6) Encontre todas as matrizes X de ordem 2 x 2 tais que X2 = I5.

7) Classifique os sistemas quanto a serem impossiveis, possiveis determinados ou indeterminados.

z+y=0 b) z+y=0
20—y =0 24+y=0
z+y=0 d z+y=20
20 +2y =0 20+ 2y =2

8) Pode um sistema linear de equagoes algébricas ter exatamente duas solugoes?

9) Para cada um dos seguintes pares de matrizes A e B, encontre uma matriz inversivel P tal que B = PA.

12 3 12 3 111 111
a) A= (2 4 6/, B=|0 0 0 b)A=|1 0 1|, B=1[2 0 2
1 2 3 0 0 000 2 1 2
111 101

c)A:[é 8] B:[(l)g dA=1[0 1 0/, B=|0 10
010 00 0



10) Encontre a forma escalonada reduzida das seguintes matrizes e dé o rank das mesmas.

(1 -3 0 2] 1 9 -1 1 -1
a) [1 -3 1 1 b){95} o1 -1 1
0 -3 0 1 11
[1 2 3] 1 01 ;
Hl2 4 6 ol1 10 0|5
-3 -6 -9 -1 1 1
i . 4
11) Encontre as solucdes do sistema Az = 0, onde x = (z1,...,2,)? (para o valor conveniente de n) onde A

é cada uma das matrizes do exercicio 10.

12) Seja A é matriz n x n invertivel e b é um vetor coluna com n entradas, entao o sistema Az = b é possivel
e determinado.

13) Escreva cada uma das matrizes abaixo como produto de matrizes elementares, e encontre suas inversas.
100 1 2 3

a){éfﬂ b |0 2 0 oo 4 5 d)ﬁ?]
0 0 3 0 0 6

14) Mostre por meio de um exemplo que nao vale em geral det(A + B) = det A 4 det B.

15) Mostre que (A + B)T = AT + BT e (AB)T = BT AT

16) Seja A € M,,(R) uma matriz que satisfaz A% — 542 + 84 — 41, = 0. A matriz A é invertivel? Em caso
afirmativo, exiba a sua inversa.

17) Sejam A € M5, (F), X,Y € M,,1(F). Mostre que XTAY = YTATX.

18) Seja A uma matriz quadrada invertivel. Mostre que (A7)~ = (A=1)T.

19) Escrever a matriz X em fungdo das matrizes invertiveis A, B e C.

a) (AXB H)T =(C b) (BC)"'X =A c) (AB)TXC =1,

20) Matrizes de Vandermonde. Mostre (sem fazer as contas) que

1 1
det |a b c¢|=(c—-b)(c—a)b—a)
a? b 2

através dos seguintes passos:

a) Pense em ¢ como uma varidvel e denote o determinante por f(c). Explique porque f(c¢) é um polindémio
de segundo grau em c.

b) Explique porque a e b sdo zeros de f(c) e conclua que f(c) = k(c —b)(c — a).

¢) Calcule f(0) pela férmula no item anterior pelo determinante, e entao calcule k.

d) Prove agora que

1 1 1 1
a b ¢ d

det | & o | =A== Bd=a)c-bc-a)b-a)
a® ¥ E &P

e) Note que, fazendo por indugdo os mesmos passos, é possivel mostrarmos o caso geral.

21) Calcule a matriz adjunta das seguintes matrizes:

a)A:[(z Z] b) A = é

O =N
o v W



Gabarito

1) a) [£ 10]. b) igual ao anterior. c) [s2] d) [‘g‘ i g} e) 0y f) Iy

2) Teste com A= [§3]e B=[{]].

4) a) Seja dqap = 1 sea =be gy = 0se a #b. Entao ey é a matriz coluna com entradas d;;. Se Sey é a matriz
coluna com entradas ¢;, temos ¢; = Z?Zl a;;0k = i, que é a i-ésima entrada da coluna ke S. b) Se; éa
coluna 1* coluna de S, que é 0. Se k > 1, Si tem entradas nulas a partir da linha k, que é combinacao linear

de ey, es,...,ex—1. c) Cada vetor é combinagao linear de ej, ea, ..., e,. Entdo basta mostrar que S™e; = 0.
Usaremos o item b repetidas vezes. Sej, é combinacio linear de ey, ...,ex_1. S%ex = S(Sex) é combinacio
linear de eq, ..., ex_o. Assim, S™e, = 0 para todo k e portanto S™ = 0. d) Basta multiplicar a matriz dada
por I — S.

5) (A+ B)? = (A+ B)(A+ B) = A2 + AB + BA + B2. Entéo sé vale se AB = BA, o que nao é verdade
em geral. Ver a resposta do exercicio 2

6) Se a =d =0 entdo bc =1, sendo a,d € {£1l} eb=c=0

8) Se ha duas solugoes, entdo hd pelo menos uma varidvel livre. Entéo, é possivel se F = Zs, e impossivel
nos outros casos.

9) Dica: faga a matriz aumentada de A com I3 e aplique as operagoes elementares de linha que levam A em

B; no lado direito aparecera PI3 = P.
100 1 1-10 123 5

10) a) [010—-% | ,rank3 b) Iy, rank2 c) [0 0 1],rank2 d) {000},rank1 e) I3,rank3 f) ||, rankl
001 -1 000 000 9

12) Multiplicando o sistema por A~!, encontra-se a tinica solugdo x = A~1b.

14) A= (48], B = [89], A+ B I,
15) Mostraremos s6 a segunda parte. Seja A = (a;;), B = (bij), AT = (¢ij), BT = (d;j). Entdo ¢;j; = aji,
dij = bji, AB = (mij), onde mi; = ZZ:l aikbkj = ZZ:l Ckidjk = ZZ:l djkcki = Nji, onde BTAT = Nyj.
Logo (AB)T = BT AT.

16) Neste caso, A é invertivel. Note que, da equagao, é possivel isolar I,, e fatorar A, obtendo a inversa:
4I, = A —5A2 + 8A = A(A2 —5A+81,) = Al = i(A2 —5A+8I1,)

[caso ficou curioso: se A satisfaz esse tipo de equagio, é possivel mostrar que o polindmio caracteristico de
A divide o polinémio da equagao. A sé nao é invertivel se 0 é um autovalor, ou seja, o termo com I,, nao
aparece na equagao.|

17) Note que o produto de matrizes é 1 x 1, daf o tltimo passo: XTAY = ((XTAY)T)T = YTATX)T =
YTATX.

18) (A1)TAT = (AAY)T =17 =1. Logo (A~1)T = (AT)~1,

19) a) X = A"'CTB b) X = BCA ¢) X = AT 'BT"'Cc—1 = (CBTAT)!

21) a) adid = [ 4] byadia= 3 & 2]

—C a 4



