Lista de espacos vetoriais, base e dimensao

SME141 — Algebra Linear e Equacdes Diferenciais.

1) Faga todos os exercicios do capitulo 3 da apostila.

2) Seja V um espago vetorial de dimensdo n e U C V um subspago também de dimensao n. Mostre que
u=V.

3) Soma direta. Seja V um espago vetorial e U, W subespagcos de V. Definimos a soma de U e W por
U4+W={u+weV:ueclUweW}

Se UNW = {0}, este fato é enfatizado denotando U + V por U @ V. Este conjunto chama-se soma direta

deUeW.

a) Mostre que U + W é subespago de V.

b) Mostre que se V. = U @ W, entao todo elemento de V se escreve de maneira tinica como soma de um
elemento de U com outro de W.

c) Mostre que se By é base de U e By é base de W e V. =U 4+ W (isto é, UNW # {0}), entdo V = [B1 U By],
mas B; U By nao é base de V.

d) Mostre que se By é base de U e By é base de W e V =U @& W, entao By U By é base de V.

4) Verifique, em cada um dos itens abaixo, se V=U & W.

a) V =R2, U, W sao retas distintas que passam pela origem
V =R3, U, W sao planos distintos que passam pela origem

b)
OV =Mm),v=1_*"0
)V

d ‘ b}|abeR} W_{[O }c,deR}.

d 0
M, (R), U ={S € M,(R)|S = ST} (matrizes simétricas),
W {A € M,(R)|A = —AT} (matrizes antissimétricas)
Dica: B = 3(B+ B")+ (B - B"),VB € M,(R)
e) V=CR,R),U={feV|f(—z) = f(x)} (f. pares),W ={f € V|f(—x) = —f(x)} (f. impares).
Dica: () = 3(f(@) + f(-a)) + 1) - F(~)

5) Seja S = {u,v,w} um conjunto L.i. em V. Verifique se os conjuntos abaixo sdo l.i. ou L.d..

a) S1 = {u,u+v,u+v+w} b) So ={u—v,v —w,w—u} c) Ss={u+v,u+v+ww}
6) Encontrar uma base para cada subespago abaixo.

a) W= {(z,y,2) € R®|z — 2y = 0}

b) W= {f € P3(R)|p'(t) = 0}
) W = {A € My(R)|A = AT}

0 1 0
d) W = {X € My(R)JAX =0}, onde A= |2 1 0

1 1 4
) W = {X € My(R)|AX = XA} onde A_E g],V_MQ(R).
£) W = {X € My(R)|AX = X}, onde A:B °lL v = ().

7) Verifique se P2(R) tem como base os vetores ui(t) = 1 + ¢, ua(t) =t + 2t e uz(t) = 1 — 2.

8) Em cada item abaixo, encontrar uma base para os subspagos U, W, UNW e U + W de V.
a) U = [(1,0,0), (1,1,1)], W = [(0,1,0), (0,0,1)], V = R®.
b) U = {(x,y,2) € R3|z +y =0}, W =1(1,3,0),(0,4,6)], V = R3.
) U = {Ac My(R)|A = AT}, W = H(l) 1LV = ).
A U=[B3 442 —t+ 3,2+ 52+ 5383, W= [t3+ 4%t — 1,1], V = P3(R)



9) Determinar as coordenadas do vetor u = (2,6,7) € R? em relagao a cada uma das bases de R? abaixo.
a) base canonica

b) {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}

c) {(1,2,1),(0,3,2), (1,1,4)}

10) Determine uma base ortonormal para o subespaco W = [(1,1,0,0), (1,1,1,1),(1,0,1,0)] de R*.

11) Encontre uma base ortonormal de

W ={(z,y,z,w) ERYzx +y+2z+w=0}

Gabarito
2) Seja By = {u1,...,u,} uma base de U. Suponha que U # V. Entéo existe v € V tal que v ¢ U. Vamos
mostrar que C = {uq,...,u,v} é Li.. Tome a equagdo ajuy + -+ + ayu, + fv = 0. Se § # 0, podemos
escrever v como combinagao linear de By, o que é absurdo, pois v € U. Entao 8 = 0, e a equagdo é uma
combinacao linear de elementos de By resultando 0. como By é base, segue que a; = - -+ = a,, = 0. Entao
C é um conjunto l.i. com n + 1 elementos dentro de um espago vetorial de dimensao n, o que é impossivel
pelo Teorema 3.5, p. 84 da apostila.
3) a) Feito em sala de aula, mas é bom que o aluno saiba fazer. b) Para todo v € V, existem u € U e
w € W tais que v = u+ w, pois V.= U & W. Suponha que v = u; + w; = us + we, com uq,us € U,
wy,wy € W. Entdo u; — us = wy —wy € UNW = {0}, o que implica u; = ug e w; =wy. ¢) Todov eV é
T T
soma de elementos de U com elementos de W. Logo, v é combinagao linear de elementos de B; e B;. Logo
By U Bs gera V', mas nao € L.i., pois existe v € U NW, v # 0. Entao v é combinacgao linear de elementos de
B; e também de elemntos de Bs. Fazendo a diferenga, encontramos uma combinacao linear de By U By com
nao todos os coeficientes nulos, dando 0. d) Igual ao anterior, mas agora By U By é 1.i., pois 0 se escreve
de maneira tnica como soma de elementos de U e W, istoé, 0 = _0 + 0 e a Gnica combinagao linear
~ =~
€V evu ew
possivel de elementos das bases By e By que da 0 é a com todos os coeficientes nulos.
4) a) Como as retas sdo distintas, seus vetores diretores sao li., digamos U = [u] e W = [w]. U+ W =
[u,w] = R2. O tnico ponto em comum das retas é a origem (sendo seriam retas coincidentes). Logo
V=U@®W. b) Da geometria analitica, dois planos concorrentes tém pelo menos uma reta em comum, ou
seja UNW # {0}. Neste caso, R®* = U + W, mas a soma nao ¢ direta. c¢) Qualquer matriz de My pode
facilmente ser decomposta como soma de elementos de U e W, e portanto Mo = U +V. Se Ae UNW,
entdo A = 0. Logo a soma é direta. d) Use a dica, mostre que uma das parcelas pertence a U e a outra a
W.Logo M, =U+W.Se AcUNW, AT =A=AT — 2AT =0 = A =0. Portanto V=U @ W.
e) Semelhante ao item anterior.
5) a) Considere a equagdo 0 = au+ S(u+v) +y(u+v+w) = (a+ B +7y)u+ (8 +7)v+yw. Como S é 1i.,
entdao 0 =v =+~ =a+ S+, que implica a« = 8 = = 0. Portando, S é L.i. b) Ld. c¢) Ld.
6) Nota: ndo ha resposta tnica a estes itens. a) By = {(2,1,0),(0,0,1)} b) p =a+bt+ct? + dt3

W:>0:b+2ct+3dt3:>b—c—d:0:>p():a:>BW—{1} :[gg]e
(e8] =184 = b=c = A=[7}] =al§g]l+0[05]+d[§?] = BWZ{[ 0. (361, [891} d)
det A = —8, entdao AX =0 = X = 0; logo ndo hé vetores ndao nulos em W; portanto By = &. e)

B = {[391.198]} ©) Bw = {[3].[45]}

7) dim P,(R) = 3 e portanto basta verificar se o conjunto é Li.. O sistema au;(t) + bus(t) + cus(t) = 0,

. i . . 101 a 0 .
escrito em coordenadas da base canonica, é equivalente ao sistema [ 11 01} {b} = [8] O determinante da
— c

matriz é 1, logo o conjunto é li. e portanto o conjunto é base de P»(R).
8) a) Buaw = {(0,1,1)}, U+ W =R3. b) By ={(1,-1,0),(0,0,1)}, Burw = {(1,1,-3)}, U + W = R3.
¢) Bu ={[§31,[981, 1991}, UnW = {0}, U+W = My(R) d) Bynw = {4t3+4t+1,t+1}, U+ W = P3(R).

9 [¢] v [4] o [{]
10) By = {%(1,1,0,0), %(0,0,171), 1(1,-1,1,-1)}
11) Primeiro, encontrar uma base de W, e depois aplicar Gram-Schmidt. Por exemplo: By = {(1,—1,0,0),

(0,0,1,-1),(1,0,0,—1)}, obtendo a base ortonormal B = {%(17 —-1,0,0), %(0,0, 1,-1),4(1,1,-1,-1)}.
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