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Capitulo 1
Introducao

Neste texto apresentamos recentes resultados obtidos pelo candidato, junto com alguns colabo-
radores, mostrando existéncia e multiplicidade de solugoes para equacgoes diferenciais parciais
elipticas com varios tipos de nao-linearidades.

Como exemplo, podemos considerar o problema modelo

—Au=g(u) em €,

u=>0 em O,

sendo g : R — R uma funcao de classe C' tal que g(0) = 0. Neste caso u = 0 ¢ solugao e torna-
se interessante o problema da existéncia de (uma ou mais) solugoes nao triviais. Dependendo
do caso as solugoes procuradas serao apenas as positivas, ou também as que mudam de sinal.

Em geral, demonstrar a existéncia de mais solucoes torna-se possivel desde que estejam
satisfeitas algumas condigoes sobre a interacao da nao linearidade com o espectro do operador.
A funcao dessas condicoes é permitir a aplicacao de técnicas como sub e supersolucoes ou de
teoremas de tipo Passo de Montanha ou Enlace, e também permitir distinguir entre elas as
solugoes encontrados. Tal distingao pode ser obtida por varias técnicas, como por exemplo
comparando os niveis criticos, os grupos criticos associados (veja-se por exemplo em [Cha93]),

o sinal das solugoes correspondentes, ou usando principios de maximo e de comparagao.

Os artigos completos nos quais foram obtidos os resultados que apresentaremos sao os

seguintes:

[dPMO07] F. O. de Paiva and E. Massa, Multiple solutions for some elliptic equations with a
nonlinearity concave at the origin, Nonlinear Anal. 66 (2007), no. 12, 2940-2946.

[MUO09] E. Massa and P. Ubilla, Superlinear elliptic problems with sign changing coefficients,
aceito para publicagdo em Commun. Contemp. Math. (2009).
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[IMSU10] L. Iturriaga, E. Massa, J. Sanchez, and P. Ubilla, Positive solutions for the p— La-
placian with a nonlinear term with zeros, J. Differential Equations 248 (2010), no. 2,
309-327.

[ILM10] L. Iturriaga, S. Lorca, and E. Massa, Positive solutions for the p-laplacian involving
critical and supercritical nonlinearities with zeros, aceito para publicacao em Annales de
I'Institut Henri Poincare / Analyse non lineaire. doi:10.1016/j.anihpc.2009.11.003(2010).

A seguir serao introduzidos os problemas considerados, os resultados obtidos e serao bre-
vemente discutidas as técnicas e as probleméaticas envolvidas, junto com uma descricao da

literatura relacionada.

1.1 Multiplicidade de solucoes para nao-linearidades de

tipo concavo-convexo e coeficientes indefinidos

Os primeiros dois trabalhos que apresentamos consideram uma classe de problemas da qual um

exemplo simples mas significativo é o seguinte:

—Au = Nb(2)|u|!?u+au+ |ulf?u em Q,
(1.1)
u=>0 em 02,

onde Q C RY é um dominio aberto e limitado com fronteira 0f2 suave, a € R, A > 0 sao
parametros reais, os expoentes satisfazem 1 < ¢ < 2 < p e a fungdo b(x) pode mudar de sinal
e ser nao limitada.

Quando b(xz) = 1 e a = 0, temos a chamada nao-linearidade de tipo “concavo-convexo”
considerada num famoso trabalho por Ambrosetti, Brezis e Cerami [ABC94]. Eles mostraram
a existéncia de um valor A > 0 tal que existem pelo menos duas solugoes positivas para
A € (0,A), pelo menos uma para A = A e nenhuma solugao positiva para A > A. Neste caso,
uma das solugoes era obtida sem restrigoes sobre o crescimento da nao-linearidade (isto é, sem

limitacao superior para o expoente p), usando sub e supersolugoes; a outra era obtida, nos casos

2N
N-2

Se b(x) ¢ uma fun¢do em um oportuno espago L7 (possivelmente mudando de sinal mas sendo

subcritico e critico (isto é, para p < 2* = ), usando o Teorema do Passo de Montanha.

positiva pelo menos num pequeno aberto) e o termo superlinear é subcritico, os resultados em
[DFGUO03| implicam que ainda existem duas solu¢oes nao-negativas para A pequeno; neste caso
as solugoes sao obtidas via minimizagao numa bola pequena e Passo de Montanha.

No caso de una superlinearidade com crescimento critico, isto é, quando p = 2* = %, 0
resultado em [ABC94] continua valendo, enquanto o caso em que o coeficiente b(x) é variavel

foi considerado em [dFGUO6], encontrando novamente duas solugoes positivas, mas com as
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restricoes b € L>® e b > 0; a ultima condicao é importante pois implica numa dependéncia
monoétona de A da nao-linearidade, o que é fundamental para aplicar o argumento de sub e

supersolugoes.

Se considerarmos a > A; (o primeiro autovalor do Laplaciano em €2) e um termo superlinear
mais geral no lugar de |u[P~2u, entdo torna-se interessante também a busca por solugoes que
mudam de sinal. Observe-se que se pusermos a > A; no problema (1.1), entdo solug¢des nao-
negativas podem existir apenas se b(z) é negativo pelo menos em uma regiao de medida positiva.

Em [Per97b], Perera considera o caso a > A; quando o coeficiente b = —1, mas com
hipéteses diferentes das nossas sobre o comportamento da nao-linearidade no infinito, a saber,
a nao-linearidade é assumida ser sublinear no infinito. Isso impoe uma interagao com o primeiro
autovalor, de maneira que um papel chave nas demonstracoes é jogado pela coercividade do
funcional; neste trabalho Perera obtém até cinco solugoes nao triviais, das quais duas nao-
positivas e duas nao-negativas.

Por outro lado, usando teoria de Morse, o mesmo Perera obtém em [Per97a] duas solugoes
nao triviais quando b(x) = 1, enquanto uma solugao nao trivial foi obtida em [Mor03] com um
coeficiente b € L>° que muda de sinal, desde que a esteja abaixo de um certo valor que depende
de b(z).

Outros problemas relacionados com (1.1) foram considerados em [WY01] e [LWZ02], onde o
coeficiente b é assumido em L> mas pode mudar de sinal e a nao-linearidade é assintoticamente
linear. Em [WYO01] uma solugao nao trivial é obtida para a pouco acima de A, enquanto em

[LWZ02] é considerado o caso a < A; e sdo encontradas duas solugdes nao-negativas.

Nos trabalhos que apresentamos aqui consideraremos uma classe de problemas mais ampla

com respeito a (1.1):

—Au = A, (x,u) +au+g(zr,u) em Q, 12

u=>0 em 02,

onde agora g é um termo superlinear (possivelmente com crescimento critico), g > 0 é um outro
parametro e f,(x,u) um oportuno termo sublinear, que pode mudar de sinal.

No primeiro trabalho que consideramos, [dPMO07], com o objetivo principal de estender os
resultados de [Per97b] ao caso em que g tem crescimento superlinear, consideramos o caso em
que f,(z,u) = —|u|?%u (isto é, b(z) = —1 em (1.1)) e g é superlinear e subcritica. Nesta
situagado encontramos uma solugdo nao-negativa (e uma nao-positiva) para qualquer a € R e
A > 0, via Teorema do Passo de Montanha, e uma terceira solu¢ao nao trivial quando \ é
suficientemente pequeno e a > A;; esta terceira solucao é obtida via Teorema de Enlace.

No segundo trabalho, [MUOQ9], nosso objetivo foi melhorar mais um pouco os resultados

acima, em duas dire¢oes principais.
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O primeiro objetivo foi determinar uma classe de fungoes f,(x, u), para as quais os resultados
em [dPMO07] continuam validos, isto é, para as quais podemos obter pelo menos uma solucao
nao-negativa e uma nao-positiva para todo A > 0 e a € R, e uma terceira solucao para A pequeno
e a > A, ainda via Teorema do Passo de Montanha e Teorema de Enlace. Como observado
anteriormente, para obter as solugdes positivas precisamos sempre da condigao f,(z,s)s <0
em alguma regido; por outro lado, descobre-se que se f,(z,s)s > 0 em alguma outra regiao,
o que nao acontecia em [dPMO7], entdo aparece mais uma solu¢do nao-positiva (e uma nao-
negativa) via minimizagao perto da origem. Estes resultados sao enunciados com precisdo nos

teoremas 2.1 e 2.2 na pagina 13.

O segundo objetivo de [MUQ9] foi estudar o problema (1.2) no caso mais delicado de cres-
cimento critico da nao-linearidade, o que nao tinha sido considerado em [dPMO07]. Como é
bem conhecido, quando a nao-linearidade tem comportamento critico, o funcional associado
a equacao nao satisfaz, em geral, a chamada condigdo de Palais-Smale (PS), que nos permite
chegar a uma solucao. Logo, precisaremos primeiro mostrar que esta condicao esta satisfeita
em oportunos niveis do funcional, e em seguida mostrar que os niveis criticos provenientes das
caracterizagoes variacionais dos teoremas anteriores estao mesmo nestes niveis. Para esse fim
usaremos varias técnicas introduzidas em [BN83, CFP85, ABC94], veja-se também em [Wil96].

O resultado para nao linearidade critica sera dado nos teoremas 2.5 e 2.6 na pagina 14.

Como veremos, os resultados de [dPMO7] podem ser vistos como uma consequéncia dos de
[IMUO09], por este motivo enunciamos os resultados de [dPMO07] no teorema 2.4 na pagina 13,
inclusive em uma forma um pouco mais geral, mas a prova sera integrada com as provas dos
resultados de [MUOQ9] pois de fato as técnicas e as estimativas usadas neste tltimo trabalho
funcionam também para o primeiro, e permitem considerar também um termo f, mais geral e

0 caso em que a nao-linearidade depende também da variavel x € €).

Por outro lado, vale destacar que em [dPMO07] foram consideradas também nao linearidades
com um crescimento no infinito mais geral, a saber, pediamos limg_,4 %(z’s) = b* sendo
A < a < M\p1 < bF e podendo bt serem tanto finitos quanto infinitos, isto é, podendo incluir
o caso assintoticamente linear de ambos os lados ou assintoticamente linear de um lado e
superlinear do outro, desde que a razao de crescimento no infinito fosse suficiente para garantir
uma interacao com pelo menos um autovalor. De fato, com esta hipdtese mais fraca a geometria
do funcional nao muda, sendo que entao a tnica dificuldade a mais era a de garantir a condicao
de compacidade (PS), o que era obtido com uma hipédtese adicional que relacionava os valores
b* com o chamado Espectro de Fuéik (veja por exemplo em [Fu¢76, Dan77] e em [Mas03]), e
aproveitando alguns resultados em [dF88]. Nao incluiremos estes iltimos resultados de [dPMO07]
neste texto sistematizado por sairem do contexto dos problemas com nao-linearidade superlinear
no infinito, e sendo que, como observado, as diferencas estao apenas em algumas questoes

técnicas.
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1.2 Solucoes positivas para o p—Laplaciano envolvendo

nao-linearidades com zeros

Nos outros dois trabalhos que trataremos a atencao sera concentrada apenas na busca de
solugoes positivas. Em compensacao, sera considerada uma generalizacao quase-linear do ope-
rador Laplaciano, isto é, o operador p—Laplaciano A, u = div(|Vul[P~2Vu) onde p > 1; de fato,
o Laplaciano corresponde ao caso p = 2.

Em particular, estudamos existéncia, multiplicidade e o comportamento com respeito ao

parametro A das solugoes positivas de um problema da forma

—Apu=Ah(z,u) em £,

(£)
u=20 em 0f),

onde A > 0 é um parametro real, ) é ainda um dominio limitado em R™ com fronteira 9
suave, e h é uma nao-linearidade nao negativa com um zero positivo, o qual pode variar com a
varidvel z. Denotamos por a(z) dito zero. Assumiremos para h um crescimento p-linear (isto
é, do tipo u?~1) perto de 0 e p—superlinear no infinito. Um modelo simples para h é dado por

h(z,u) = uPa(x) — ul", onde 2 < r+pe a(x) é uma oportuna fungao positiva.

Problemas com nao-linearidades superlineares no infinito e com varios comportamentos na
origem j& foram bastante estudados, vejam-se por exemplo [dFLN82, ABC94, DFGU03| para
o Laplaciano, e [AGAP96, PS02] para o p—Laplaciano. Na maioria desses trabalhos porém, a
nao-linearidade é estritamente positiva, enquanto que as caracteristicas do problema mudam
consideravelmente quando a nao-linearidade possui um zero de valor positivo. No trabalho
[Lio82], este tipo de problema com zero é considerado para o operador Laplaciano com uma
nao-linearidade h(t) que é independente de x, que satisfaz h(0) > 0, h(8) = 0, e que é positiva
e superlinear para t > # > 0. Usando argumentos de grau topolégico e com condigoes técnicas
adicionais que garantam limitagoes a priori para as solugoes (como por exemplo convexidade do
dominio), é mostrado que existem duas solugbes positivas do problema (Py) para A grande. E
mostrado também que uma solucao esta estritamente abaixo de 3, enquanto a outra possui um
méximo maior que . Um problema andlogo foi estudado também em [Liu99], onde de novo
foi mostrada a existéncia de duas solugoes positivas. Uma solucao era obtida como solucao
minimal positiva, enquanto a outra era obtida como limite de um fluxo gradiente cujo ponto de
partida precisava ser oportunamente escolhido. Esta estratégia permitia mostrar que algumas
hipéteses técnicas em [Lio82] podiam ser enfraquecidas; além disso, podia ser obtida uma melhor

compreensao do comportamento com respeito a A da solu¢ao minimal de [Lio82].

No terceiro trabalho deste texto sistematizado, [IMSU10], estudamos um problema mais

geral do considerado em [Lio82, Liu99]. Consideramos o problema (P,), onde o operador é
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o p—Laplaciano e a nao-linearidade depende de x e é subcritica, que no caso do operador

p—Laplaciano significa que o crescimento no infinito é no méximo do tipo u"~! com r < p* :=
Np
N-p*

Usando principalmente técnicas variacionais mostramos a existéncia de pelo menos uma
soluc@o positiva para todo A > 0 (teoremas 3.2, 3.3 e 3.4 na pagina 33) e de pelo menos duas
para A maior que o primeiro autovalor de um certo problema de autovalores nao linear e com
pesos para o p—Laplaciano (teorema 3.5 na péagina 34). Devido a dependéncia da varidvel z e
como nao estamos pedindo que o dominio seja convexo, mesmo no caso p = 2 estes resultados
melhoram, em certas diregoes, os de [Lio82, Liu99].

Em seguida estudamos o comportamento assintotico das solugoes quando A tende a zero, a
+00 e ao ponto que separa a regiao de uma solugao da de duas solugdes (teoremas 3.7, 3.8 e

3.9 na pagina 35), mostrando em particular, no teorema 3.9, que as solugoes ) satisfazem

)\lim ux(x) = a(r), paratodo z € Q.
—00

Vale destacar que para obter este comportamento quando A — oo, precisamos obter estima-
tivas a priori e demonstrar um teorema de tipo Liouville que considere nao-linearidades com
zeros (veja-se o teorema 3.11 na pagina 35). Precisamos também estender ao p—Laplaciano
um resultado devido a Redheffer (veja-se [Red86, Theorem 1]). Acreditamos que estes dois
resultados possam ter interesse por si mesmos; veja-se na secao 3.5 para uma breve introducao

sobre os teoremas de tipo Liouville.

E importante observar que a presenca do zero na nao-linearidade implica que nosso problema
possui algumas das propriedades dos chamados “problemas logisticos”, isto é, nos quais a nao-
linearidade é positiva até um certo valor e depois é negativa. De fato, qualquer solu¢ao do nosso
problema que esteja abaixo de a(z) é também solugdo de um problema logistico correspondente
obtido modificando a nao-linearidade acima desse zero.

Para problemas logisticos, é comum estudar o comportamento assintotico das solugoes
quando A — oo, e descobre-se que as solugoes tendem a fungdo a(x) que descreve o zero
da nao-linearidade. Estes resultados de convergéncia a a(x) se aplicam a primeira solugdo do
nosso problema, pois mostraremos que ela estd abaixo de a(z) e entao nao depende do com-
portamento de h acima de a. O resultado do teorema 3.9 é bem mais geral, pois mostra que,
quando A — oo, todas as solucoes obtidas tendem a funcao a, pelo menos pontualmente em 2.

Outro fenomeno importante e amplamente estudado no caso dos problemas logisticos é a
ocorréncia de “coincidence sets”, isto é, conjuntos abertos nos quais, para A grande, a solucao
coincide com a(z) (chamados também “flat cores” quando o valor da fungao é constante nestes
abertos), veja-se por exemplo [KV93, GMSdL00, DG02, Tak07a, Tak07b] e as referéncias neles
contidas. Este fenémeno esté relacionado tanto com a forma da fun¢ao a(x) quanto com o

comportamento da nao-linearidade perto dela. Em particular, em [Tak07b], esta provado que
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para o operador p—Laplaciano, um “flat core” pode ocorrer em todas as regides nas quais a(z)
é constante, enquanto em [Tak07a], é encontrado um “coincidence set” onde a é harmonica,
mas apenas para o Laplaciano. Em ambos os casos, a nao-linearidade precisa ter ordem menor
que p — 1 perto do zero.

A questao dos flat cores e coincidence sets é muito importante para o nosso trabalho, pois
para obter a segunda solucao precisamos antes mostrar que a primeira esta estritamente abaixo
de a(x). Para obter isso precisamos nos por na situagdo em que estes fenomenos nao podem
ocorrer: isso sera obtido através de algumas hipéteses adicionais sobre os parametros envolvidos

no problema (P,): veja as condigoes (a ... d) do teorema 3.5 na pégina 34 e a observagao 3.6.

No dltimo trabalho deste texto sistematizado, [ILM10], procuramos obter novamente o
resultado de existéncia de pelo menos duas solugoes positivas para A grande, mas sem restrigoes
sobre o crescimento no infinito da nao-linearidade (teorema 4.1 na pagina 52). Para obter isso
precisamos renunciar a uma parte da generalidade de [IMSU10], supondo que a nao-linearidade
nao dependa da variavel x € 2 e que o dominio €2 seja convexo. Observe-se que esta condicao
é a mesma usada em [Lio82], mas o nosso problema é bem mais geral por envolver o operador

p—Laplaciano. O problema torna-se entao o seguinte,

—Apu=Af(u) em Q,

(1))
u="0 em OS2,

onde f satisfaz f(0) = f(1) =0, f(x) > 0 para todo = ¢ {0;1}.

E conhecido (veja-se [Poh65, PS86]) que quando o dominio 2 é estrelado e a nao-linearidade
é |u|""?u com r maior ou igual ao expoente critico p* = pN/(N —p), entao nao existe solucao niao
trivial. Uma solugao pode ser recuperada ou considerando dominios topologicamente mais ricos
(por exemplo a regido entre duas esferas), ou perturbando a nao-linearidade. Nessa segunda
direcao, varios autores consideraram nao-linearidades com crescimento arbitrario no infinito
mas que se comportam perto de zero como |u|??u com ¢ € (p,p*). Por exemplo, [LU04],
[CLO5] e [ILM] assumem este tipo de condigao, truncam a nao-linearidade e procuram por
estimativas sobre as possiveis solugoes. Estas estimativas permitem demonstrar que as solucoes
encontradas estao abaixo do ponto de truncamento para oportunos valores de A\, de modo que
se tornam solucoes também do problema original.

Como comentado anteriormente, a existéncia de uma solucao de (II,) abaixo de 1 (o zero
de f) e o fato que esta soluc¢ao converge a 1 quando A — oo sdo questdes ja bem conhecidas.
Por outro lado, a existéncia de uma solugao cujo maximo esteja acima de 1 é uma questao
bem mais delicada e normalmente alguma hipdtese sobre o crescimento no infinito de f é
necessaria, conforme feito em [IMSU10]. Porém, o fato que ambas as solugdes obtidas em
[IMSU10] convirjam, pelo menos pontualmente, ao zero da nao-linearidade quando A — oo,

sugere que também no nosso problema um procedimento de truncamento como o usado em
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[LU04, CLO05, ILM] poderia ser usado para provar a existéncia de duas solugdes considerando
nao-linearidades criticas ou supercriticas.

Infelizmente, a convergéncia pontual do teorema 3.9 nao é suficiente para garantir o controle
necessario sobre a norma L das solugoes. Por este motivo, suporemos que €2 seja convexo e
que f nao dependa de x € 2 e seja Lipschitz, para podermos usar oportunos resultados de
monotonia (veja [BN91, DS04]). Estes resultados implicardao num melhor conhecimento da
geometria das solugoes, e entao permitirao estimar a norma L*° quando A — oo e por fim
obter o resultado de existéncia para nao-linearidades criticas ou supercriticas. Destacamos que,
mesmo no caso subcritico, o resultado que obteremos melhora um pouco o de [IMSU10], no
sentido que (desde que estejam satisfeitas as novas hipdteses sobre €2 e sobre a dependéncia de
x da nao-linearidade) podemos substituir algumas hipéteses, que em [IMSU10] eram globais,

por outras, bem mais fracas e apenas locais (veja-se a observacao 4.2).

1.3 Consideracgoes finais

Como pode ser apreciado pela bibliografia apresentada nesta introdugao, os trabalhos tratados
neste texto estudam problemas importantes da area de equacgoes diferenciais parciais elipticas
e visam contribuir a essa area com alguns resultados novos e interessantes.

Acreditamos que ainda seja possivel obter resultados interessantes pesquisando nesses mes-
mos assuntos. Citamos a seguir algumas possiveis direcoes de pesquisa.

Ainda continuando no assunto dos trabalhos [dPMO07] e [MUO09], uma possibilidade interes-
sante, que estamos considerando junto com o Prof. Ubilla, é a de estender os resultados (ou
pelo menos uma parte) ao operador p-Laplaciano. Isto poderia ser feito aproveitando as pro-
priedades do primeiro autovalor do p-Laplaciano (veja-se em [Ana87b, Lin90]) de ser simples,
isolado dos demais autovalores, e caracterizavel variacionalmente da mesma forma que no caso
do Laplaciano, nos permitindo construir uma estrutura de enlace similar a do caso ja feito. Na
verdade, a extensao ao caso subcritico parece ser bastante simples, de modo que o verdadeiro
interesse seria estender a parte dos resultados sobre o problema critico.

Paralelamente, junto com o Prof. de Paiva, estamos estudando a possibilidade de considerar
ainda o operador p—Laplaciano, mas sem a limitacao de se manter pouco acima do primeiro
autovalor: de fato, alguns recentes trabalhos (veja [CDO05, DL07]) desenvolveram novas estru-
turas de enlace associadas a certos “autovalores variacionais” do p—Laplaciano. Estas técnicas
poderiam permitir-nos obter este tipo de resultado.

Outra dire¢ao na qual estamos trabalhando, junto com o Prof. Iturriaga, é a de considerar o
coeficiente b(x) no problema (1.1) numa forma quanto mais geral possivel, procurando encontrar
as geometrias de passo de montanha e de enlace por técnicas diferentes das descritas neste texto.

Com relagao a pesquisa comecada em [IMSU10] e depois em [ILM10], uma possivel evolugao
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que estd sendo considerada junto com os Profs. Iturriaga, Sanchez e Ubilla, é a de considerar
sistemas nao variacionais em dominios anulares, tendo neste caso que usar técnicas diferentes,

como grau topoldgico e teoremas de ponto fixo sobre cones.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO



Capitulo 2

Problemas elipticos superlineares com

coeficientes indefinidos

Neste capitulo serao descritos os resultados principais de [dPMO07] e de [MU09].

Como antecipado na introdugao estudaremos o problema

—Au=\f,(x,u) +au+ g(xr,u) em €2,
w2, u) (@, u) 2.1)

u=0 em OS2,

onde g é um termo superlinear (possivelmente critico), A, u > 0 sdo dois parametros e f,(x,u)

um oportuno termo sublinear, que pode mudar de sinal.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira: na secao 2.1, apresentamos o enunciado
preciso dos resultados, nas segoes 2.2 e 2.3 fornecemos as demonstragoes dos teoremas principais:

a secao 2.2 é relativa ao caso subcritico e a se¢ao 2.3 ao caso critico.

Como os resultados de [MUO09] s@o uma evolugao e generalizagdo dos de [dPMO7], estes
ultimos serao apresentados separadamente, mas as demonstracoes serao dadas conjuntamente,

para evitar initeis repeticoes.

A seguir, denotaremos por 0 < Ay < Ay < A3 < ... < A\ < ... 0s autovalores do operador —A
em H}(Q) (com a convengao de repetir o autovalor nesta sequéncia conforme sua multiplici-
dade), por o(=A) = {\; : k € N} seu espectro e por {¢},.y as correspondentes autofuncoes,

escolhidas ortogonais e normalizadas com ||¢x||;2 =1 e ¢ > 0.

Ao longo das demonstracoes, C',C" serao usadas para denotar diferentes constantes cujo

valor exato é irrelevante.

11
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2.1 Hipodteses e Resultados
Consideraremos o termo f,(z,u) na forma
fu(z,u) = b,(2)|u|"?u com 1<q<2, (f1)

onde escrevemos b,(z) = ¢,(x) — d(x), com ¢,,d > 0 em €.

Assumiremos o seguinte conjunto de hipoteses:
(Hf,) existe o > %1 tal que ¢,,d € L7(Q2), para todo p > 0;
(H f,) existe 04 > 0 tal que d(z) > dq > 0 em §2;
(Hfe) llcull o é uma funcao continua de p € [0,400) e lim, g [|c,l| ;. = 0;
4) para todo p > 0, existe um aberto €2, C ) e uma constante > 0 tal que
(H f;) para todo p > 0, exist berto 2, C Q tante M, > 0 tal q

bu(z) = cu(x) —d(xz) > M, em Q,, .

Um modelo para este coeficiente pode ser b,(z) = (uc(z) — 1), onde ¢ € L7(2), ¢ > 0, e
existe 2o € Q tal que c¢(x) é continuo em Q\ {zo} e lim,_,,, c(x) = +o00; um exemplo simples é
c(x) = m sendo 0 < v < w

Observe-se que as hipdteses dadas implicam que, quando o parametro u tende a zero, o
conjunto {b, > 0} tende a zero em medida, mas nunca desaparece. Em geral, este conjunto nao
precisa reduzir-se a uma unica pequena bola como no modelo acima: por exemplo, a funcao

c(z) poderia ser escolhida como » °7, 27/ sendo {z; : j € N} um conjunto denso de €;

1
l—a; [
neste caso o coeficiente b,(z) é positivo em algum subconjunto de qualquer aberto, para todo
i > 0. Note-se porém que a condi¢ao (H f.) implica ¢, = 0 quando p = 0.

E fundamental destacar que para o problema (2.1), solu¢oes nao triviais podem anular-

se em abertos nao vazios (veja-se por exemplo em [SU03]), por causa do termo f,(z,u), que
fulws) _

pode violar as hipoteses do Lema de Hopf se em alguma regiao lim, o <

—oo (isto é,
onde b, < 0); por esta razao os resultados deste capitulo serdo sempre de existéncia de solugoes
(ndo triviais) ndo-negativas ou nao-positivas, em vez que estritamente positivas ou estritamente

negativas.

2.1.1 Resultados para o caso subcritico

Para o caso subcritico, consideraremos no problema (2.1) um termo superlinear na forma geral

g(x, s), satisfazendo as seguintes hipéteses:

(Hgo) g: QxR — R éuma fungao de Carathéodory;
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(Hg,) existem p € (2,2*) e C' € R tais que |g(z,s)| < C(1 + |s|P~1);
(Hgz) (1) limg_y400 @ = 400 uniformemente;

(i1) existem © > 2 e s > 0 tais que OG(z, s) — sg(z, s) + (2 — 1) as® < 0 para |s| > so;

(Hgs) limg g @ = 0 uniformemente.
As hipéteses (Hgg ... Hgs) sao classicas quando se quer uma nao-linearidade superlinear

mas subcritica no infinito e para que o funcional associado satisfaca a condigao (PS); a condicao

(Hgs) apenas significa que perto de zero os termos dominantes em (2.1) serao f, e au.

Os primeiros resultados de [MU09] sao

Teorema 2.1. Suponha que f, satisfaca (Hf, ... Hfq), g satisfaca (Hgy ... Hgs) e a € R.
Entao, para todo A > 0 existe i(\) tal que o problema (2.1) possui duas solugoes nao triviais

nao-negativas e duas nao-positivas para todo p € (0,7(N)).

Teorema 2.2. Suponha que f, satisfaca (Hf, ... Hfq), g satisfaga (Hgo ... Hgs) e além disso
G(z,u) = [ g(z,s)ds > 0 e a > A\i. Fize um A > 0 arbitrdrio. Entdo existe A\(A) > 0 tal que
o problema (2.1) possui mais uma solucdo nao trivial para A € [0, \(A)) e u € [0, A).

Em particular, para X € (0,A(A)) e p € (0,min {f()\), A}), temos pelo menos 5 solugées ndo

trivials.

Observagao 2.3. Observe-se que o papel dos dois parametros é bem diferente nos dois resulta-
dos: as quatro solugoes do teorema 2.1 existem para todo X > 0 se u > 0 € pequeno, enquanto a
quinta solucao do teorema 2.2 existe para todo pn > 0 se A > 0 € pequeno. Mesmo assim, como
MA) ndo depende diretamente de ju, mas apenas do conjunto limitado no qual limitamos .,
obtemos uma regido no quadrante {p, X > 0} na qual todas as cinco solugdes existem ao mesmo

tempo.

Como observado na introdugao, o problema de [dPMO07] pode ser visto como um caso par-
ticular de (2.1), quando g ndo depende de z e f,(x,u) = —|u|?"?u, o que corresponde ao caso
w=0ed(x) =1; o préximo teorema inclui o resultado principal de [dPM07] estendendo-o a

funcoes g e d mais gerais:

Teorema 2.4. Nas mesmas hipdteses do teorema 2.1, se p = 0 o problema (2.1) possui uma
solugao nao trivial nao-negativa e uma nao-positiva para todo A > 0.
Nas hipoteses do teorema 2.2, se p = 0 entao existe uma terceira solugao nao trivial, para

A > 0 suficientemente pequeno.

Observe-se que quando p = 0 perdemos uma solugao nao-negativa e uma nao-positiva com

respeito ao caso dos dois teoremas anteriores, de fato, as duas solugoes que sobrevivem serao
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obtidas via Teorema do Passo de Montanha, enquanto as outras duas virao de dois pontos
criticos a nivel negativo perto da origem produzidos pelo termo f,(z,u): quando p = 0 este
termo da apenas uma contribuicao positiva no funcional, assim a origem serda minimo local e

os dois minimos nao triviais desaparecem.

2.1.2 Resultados para o caso critico

No caso critico, precisaremos considerar uma forma mais simples para o termo superlinear, de

— |y [P—2 _ox _ 2N . ~
fato, poremos g(z,u) = |uP~*u com p = 2* = =5; o problema torna-se entao

—~Au =N, (z,u) +au+ [uf2u em Q,
(2, w) |u 22)

u=0 em Of).

Nossos resultados no caso critico sao

Teorema 2.5. Seja N > 3, suponha que f, satisfaca (Hf,...Hfq) e sejam p = 2* e a > 0.
Entao, para todo A > 0 existe i(\) tal que o problema (2.2) possui duas solug¢des nao triviais

nao-negativas e duas ndo-positivas para todo pn € (0,7(X)).

Teorema 2.6. Seja N > 4, suponha que f, satisfaca (Hf,...H fq), seja p = 2* e além disso
a> M\ ea¢ o(—A). Five um A > 0 arbitrdrio. Entdo existe N(A) > 0 tal que o problema
(2.2) possui mais duas solugées ndo triviais para A € [0, \(A)) e p € [0, A).

Em particular, para X € (0, A\(A)) e u € (0, min {@i()\), A}), temos pelo menos seis solugdes nao

trivials.

Como o caso critico nao tinha sido considerado em [dPMO07], podemos complementar esse

resultado considerando de novo o caso u = 0, de fato mostramos em [MUQ09] o seguinte:

Teorema 2.7. Nas mesmas hipdteses do teorema 2.6, se ;1 = 0 o problema (2.2) possui uma
solugao nao trivial nao negativa, uma nao-positiva, e mais duas solucoes nao triviais, para

A > 0 suficientemente pequeno.

Observacao 2.8. Observe-se que o resultado para o caso do teorema 2.7 nao € tao completo
como quando p # 0 nem como no caso subcritico, de fato, a solugdo nao-negativa estd garantida
apenas para A pequeno, e nao para todo X > 0 como nos teoremas 2.4 e 2.5. De fato, na prova
do teorema 2.5, a existencia de uma regiao na qual b, > 0 nos permitird obter, para todo A > 0,
um nivel de passo de montanha no qual a condi¢ao (PS) vale, o que ndo poderd ser feito quando

o coeficiente € estritamente negativo.
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2.2 O caso subcritico

Consideraremos os seguintes funcionais de classe C' definidos em H}(€):

Tualw) = 5 (P = allal?) = [ AFy(a0) = [ Gau) (23

e
1 2
JEw) =5 (lull® = a|u=]3) —/Q)\Fu(m,ui)—/QG(x,ui), (2.4)
onde u+ = max{u,0}, v~ = min{u,0}, ||| representa a norma em Hg, ||-||, a norma em L,
Fu(z,u) = [ fu(z,s)ds e G(z,u) = [} g(x,s)ds.

Observe—se que Jy(u)'[u”] = 0 implica

O—/VuVu —/au u” —/QAf#(x,uﬂu—/Qg(x,qu)uI/Q\VUF,

isto é, u > 0: isso significa que os pontos criticos de J +)\ sao solucoes nao-negativas, e analo-
gamente os pontos criticos de J, , sao solugoes nao-positivas; logo sao também pontos criticos
de J, » ao mesmo nivel.

Primeiramente, provaremos algumas estimativas que serao usadas ao longo das provas que

seguirao.
Lema 2.9.

(a) Se valem (Hgy) e (Hgs), entao para todo € > 0 existe D, tal que

g2 p
|G (z,8)] < 65 + D, |p| : para todo s € R. (2.5)

(b) Se valem (Hgy) e (Hg2)-(i), entao para todo M > 0 existe Eyy tal que

2

G(z,s) > M% —Ey, para todo s € R. (2.6)

Demonstracao. A hipétese (Hgs) implica que existe s1(g) > 0 tal que |G(z,s)| < 5% para
|s| < s1(€), enquanto (Hg;) implica que |G(z,s)| < C|s| + C’% para todo s € R, logo existe
D. tal que |G(x,s)| < Da% para |s| > si(¢). Concluimos que |G(z, s)| é limitada pela soma
das duas estimativas, para todo s € R.

Por outro lado, a hip6tese (Hgo)-(i) implica que existe so(M) tal que G(z, ) > M% para
2(M), enquanto (Hg;) implica que existe Ey; > 0 tal que G(x,u) — M > —FE) para

[s| > s
|s| < s2(M). LOgOG(JJ,U)—M%Z—EMparatodoseR. O]
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Agora, estudaremos a condi¢ao (PS) para os funcionais (2.3) e (2.4). Lembramos que
dizemos que um funcional J de classe C' satisfaz a condigao (PS). se toda sequéncia em H}(Q)
satisfazendo J(u,) — ¢ e J'(u,) — 0 contém uma subsequéncia convergente; dizemos que

satisfaz a condigao (PS) se (PS). vale para todo ¢ € R. Provaremos

Lema 2.10. Nas hipdteses (Hgo ... Hga) e (Hf,), os trés funcionais em (2.3) e (2.4) satisfa-
zem a condi¢ao (PS) para todo \,;u >0 e a € R.

Demonstracao. Seja © > 2 como em (H go)-(i7); observe-se que por (Hg;) podemos reformular

(H g5)-(i7) como
© 5
OG(z,s) — sg(x,s) + 5~ 1)as® < C paratodo s€R. (2.7)

Suponha-se que u, seja uma sequéncia (PS) para J,, , isto &, |J,a(un)| < C e [[J] \(un)]| < en

para alguma sequeéncia €, — 0; para provar que u,, ¢ limitada estimamos

©

OC + 01l = 1) = ip(wlin] = (5 = 1) (hual = alnl) +

— [ (OG(z,u,) — gz, uy)u,) — A °_ 1 bu(x) |ua? 5 (2.8)
Q q Q

por (2.7) e estimando a ultima integral, usando a Holder e a hipétese (H f,), com [|b, || [|wn ][5 <

Ol Juall” , obtemos

S} 9 S}
(5= 1) huall <€ culfuall +3 (2 = 1) €l D
e logo ||u,|| é limitada.

A existéncia de uma subsequéncia convergente agora segue por argumentos classicos, sendo
p<2tem (Hg)eo> % em (Hf,).

O mesmo argumento vale para J,j[,x O]

Nos dois lemas a seguir encontraremos a geometria que permitird provar o teorema 2.1;
primeiro, no lema 2.11 encontraremos uma “cadeia de montanhas” ao redor da origem, em

seguida, no lema 2.12, veremos que a origem nao pode ser um minimo.

Lema 2.11. Nas hipdteses do teorema 2.1, para todo A > 0, existe 7i(\) tal que para p €
0,7(N)) ezistem 7,6 > 0 (dependendo de p,\) tais que J,x(u) > 6 > 0 se ||ul]] = r. Além
disso, J, » € limitado inferiormente na bola B, = {u € H} : |jul]| < r}.

A mesma propriedade vale para Ji/\(u).
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Demonstracao. Nesta demonstragdo separaremos o funcional em duas partes, nas quais os
termos positivos dominantes serao, respectivamente, A [, d(z)|u|? e ]
Se u € C}(Q), usando (H f) e a estimativa (2.5) obtemos

A bY) a+e)|lull>=?  D.|ulP?
mwzgéamw—géﬁ—émmwzmmﬁf—( e U@>-

Para ||u||,, pequena o termo em parénteses é positivo, logo 0 é um minimo local na topologia

C! e entao também na topologia H{, por [BN93], isto é, existe p(\) > 0 tal que J;(u) > 0 para

[ull < p(A).
Para a outra parte de J,  estimamos

Lo A . Allel [ull** Al
p—— _ > I il q > q _ Hllg
) i= gl = 2 [ cu@lult = 3l = e a2l (5= - 2 )

4Acu||g>1/ =0

= r(u, \) temos

logo para ||Ju|| = < .

2/(2-q)
Jo(u) 2 8(1,A) = C [Ale ]
Entao, por (H f.), para u > 0 suficientemente pequeno temos r(u, \) < p(\), de modo que
JH,A(U’) Z 6(:“7 )‘) >0

para ||u| = r(u, \). Note-se que a afirmacdo no lema é verdadeira também para p = 0 pois
neste caso ¢, = 0 e entao J, possui um ponto de minimo estrito na origem.

Pelo mesmo argumento

T (u) :i/ (s — & ]2 - /G:U it
q Jo
para [|ul] < p*(A) e

1 A 1 A
+ _ = 2_ A g > = 2 A q
5 = ol =2 [ el S -2 [ e,

de modo que obtemos o mesmo resultado para Ji/\.
O fato que os funcionais sejam limitados inferiormente em B, é trivial, pelas hipéteses (H f,)
e (Hg). O

Lema 2.12. Nas hipdteses do teorema 2.1, para todos A\, > 0, existem ¢ € Hy(Q) et > 0
tais que J, \(tg) <0 para t € (0,t).

A mesma propriedade vale para Ji/\(u).
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Demonstragao. Uma vez que X e g sdo fixados, considere-se 2, como em (H fy) e uma fungao

nao-negativa ¢ # 0 com suporte em €, entao (usando a estimativa (2.5))

2 q
Tualt9) = 5 (161 = alol) = [ Glat0) =2 [ bayor
t? tP t
< 506 = @=)1613) + SD- 10l = 2 [ ba)or

onde [, b,(x)¢? > M, ||[|7 > 0 por (H f4); como a menor poténcia é g, obtemos que J, A(tp) <
0 para t > 0 pequeno.
O mesmo vale para J;/\(tqﬁ), e para J, \(—t¢). ]

Agora podemos demonstrar o teorema 2.1.

Demonstracao do teorema 2.1. Para todos A > 0 e p € (0,72()\)), pelos lemas 2.11, 2.12 e pela
condigao (PS) no lema 2.10, J;f , possui um ponto de minimo estritamente negativo em B,,
onde r é o raio obtido no lema 2.11. Esta é uma primeira solucao nao trivial nao-negativa.

Seja agora u > 0 nao trivial, entao
+ t? 2 2 11 .
Jaaltu) = = (lull” —allul) = | Gz, tu) = =X [ bu()|ul’;
2 Q qa Jo

logo, podemos usar a estimativa (2.6) com M tao grande que (HuH2 —allull; - M Hqu) <0

obtendo que
+ t? 2 2 2 tl q
hwwégww-WW%—MW%M-JW+EW%MMH%—w (2.9)

para t — +00.

Isso significa que JI)\ possui a geometria do passo de montanha, isto é, J:,/\(()) =0, JI)\ (u) >
d > 0 para ||ul]| = r, onde r,0 > 0 sdo os obtidos no lema 2.11, e J:’/\(e) < 0 para algum e com
lef] > 7.

Como pelo lema 2.10 a condi¢ao (PS) estd satisfeita, o Teorema do Passo de Montanha
afirma que existe um ponto critico, cujo nivel é pelo menos § > 0, o que implica que corresponde
a uma segunda solugao nao trivial nao-negativa.

O mesmo argumento nos fornece duas solug¢ao nao triviais nao-positivas como pontos criticos
de J, ,.

Os niveis de passo de montanha podem ser caracterizados como

& = inf sup JE, (y(t)), (2.10)

vel= o]

onde
= ={yecC(0,1;Hy): ~(0)=0, ~(1)=%top1}

e to > 0 é suficientemente grande. m
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Enfim, mostremos a existéncia de uma quinta solucao nao trivial para A\ suficientemente

pequeno, quando a > Ay e G > 0.

Demonstragao do teorema 2.2. Seja a € [Ag, \gr1) para algum k& € N e definamos Hj =
span{¢y, .., dr}. A solugdo nao trivial serd obtida através de uma estrutura de enlace. Em

particular, obteremos o nivel critico

ce = inf sup Jya(u), (2.11)
7€l uey(Qe)
onde
Ie={v€C(Q., Hy) : 7|og. =id}, (2.12)
Qe={u+te:ue Hy,, t>0, |u+te]| <R}, (2.13)

a fungdo e # 0 é uma funcio qualquer em Hit e R é um real suficientemente grande.

Precisaremos mostrar a existéncia de constantes n, 7 tais que
Jur(w) >n>0em S,N Hj, para um apropriado p € (0, R), (2.14)

Jur(u) <n < nem 0Q., a fronteira relativa de @), (2.15)

onde S, é a esfera de raio p em Hg; de fato S, N Hi- enlaga com 9Q. e logo (2.14), (2.15) mais
a condi¢ao (PS) permitem aplicar o Teorema de Enlace implicando que ¢, é de fato um nivel
critico para J,, ».

Podemos estimar | [, b, (z)[ul?| < (|||, + llc.ll,) [lu
(Hf.), obtemos UQ bu(a:)]u|q| < Oy ||u]|? para uma constante apropriada Cu.

a.; se limitamos p € [0, A) entdo, por

Seja u € Hit; usando a estimativa (2.5) com € < A\y41; — a obtemos

Jull® = allull; | Ca €2 D
J, > L0 T2 A& a_ = _ P
) > 2 2l = 5l - 2l
>\k+1 —a—£& 2 CA C
> [ull” = A= [ul|! = De— [|ull” ;
2X\k+1 q p

como o coeficiente do termo quadrético é positivo, existe um A > 0 suficientemente pequeno tal
que para A € [0,\) a funcdo de ||u|| acima seja maior que uma funcio que possui um maximo
positivo, isto é, (2.14) acima esta satisfeita para apropriados p,n > 0, e vale uniformemente
para A € [0,\) e p € [0, A).

Seja agora u € Hy; entao

Ak

IN

Jun() — Ol 20l — [ G (2.16)
2 q Q

IA

A M
ECAIIUIIC’—7IIUH§+EMIQ!, (2.17)
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onde usamos a estimativa (2.6) com um M > 0 qualquer. Como as normas sao equivalentes

em Hy, (2.17) implica que o conjunto
T ={u€ Hy: J,\(u) >0 paraalgum X € [0,\] e p€[0,4)}

é limitado, isto é, ||u|]| < Cr em T; logo de (2.16), usando também a hipétese que G > 0,
obtemos J, x(u) < %C’AC% — 0 quando A — 0. Concluimos que, para A suficientemente
pequeno e p € [0, A), existe 7 tal que

Jur <n<n em Hy. (2.18)

Enfim, dada uma qualquer e € Hj- nao nula, estimamos, usando de novo (2.6) com M tao
grande que (||u||2 —allull} - M ||u]|§) < 0 para todo u € (Hy @ {te; t € R}), e obtemos

2 2
PO L e 1
Ky

< 5 = M Jlull3 + Eal€;

A
+ —Cyllu
q

logo (como A agora é limitado) temos J, x <0 em Sg N (Hy @ {te; t € R}), para algum R > 0
suficientemente grande, que depende de e (de novo as normas sao equivalentes). Esta estimativa
e (2.18) completam a prova de (2.15) e logo obtemos que ¢, é de fato um nivel critico.

Ainda falta provar que a solucao correspondente é distinta das outras: para fazer isso
observemos que, por (2.14), c. > n > 0, enquanto a solugao trivial e as outras quatro solugoes
(quando existem) s@o todas a niveis menores, de fato, podemos estimar os niveis de passo de
montanha em (2.10) considerando caminhos v € I'* cujas imagens estejam contidas em Hy;
pela estimativa (2.18) os maximos ao longo destes caminhos sdo no maximo 7 < 7, logo ¢* < 7

e isso implica que ¢, corresponde a uma solucao nao trivial distinta. [
A este ponto, podemos analisar o que acontece no caso p = 0, isto é, b, < —d4 < 0.

Demonstracao do teorema 2.4. Como p = 0 a afirmacao no lema 2.12 nao vale, assim nao temos
as solucoes de minimo.

Por outro lado, o lema 2.11 vale e toda a prova do teorema 2.2 funciona da mesma maneira,
implicando que podemos aplicar o Teorema do Passo de Montanha e o de Enlace (sendo que
a condi¢ao (PS) do lema 2.10 continua valendo) para obter uma solucdo nao positiva e uma
nao-negativa para todo A > 0 nas hipéteses do teorema 2.1, e uma terceira solucao para A

pequeno nas hipéteses do teorema 2.2. Il

2.3 O caso critico

No caso critico, mesmo assumindo a condi¢ado de Ambrosetti-Rabinowitz (H g;)-(ii), a condi¢do

(PS) em geral nao vale em todos os niveis do funcional. Por esta razao, para provar os teoremas
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2.5 e 2.6 e 2.7, precisaremos verificar que os potenciais niveis criticos de minimo, passo de
montanha e enlace estejam onde (PS) vale.

Precisaremos considerar dois problemas distintos. Para mostrar o teorema 2.5 precisamos
estimar os niveis de passo de montanha para todo A > 0, enquanto para o teorema 2.6 estima-
remos o nivel de enlace, para A suficientemente pequeno.

2N

Ao longo desta segao consideraremos o problema (2.2) com N >3 e p = 2" = 7.

Denotaremos por S a melhor constante da imersao de Hy em L?, a saber

S:inf{”qu Tu € H&(Q)\{O}} :inf{M Tu € HI(RN)\{O}} .

full,

Observagao 2.13. A nao-linearidade no problema (2.2) é impar com respeito a incégnita u,
o que implica que para toda solu¢ao nao-negativa e nao trivial u, existe a solu¢do nao-positiva
e nao trivial —u; logo nao consideraremos mais o funcional J., mas nos concentraremos na
busca de solugoes nao-negativas.

2.3.1 A condicao (PS) no caso critico
Primeiro analisaremos os niveis (PS) do funcional.

Lema 2.14. Considere o funcional

1 1
o) = 5 (lal® = alul}) = [ AR o) = >l

com a € R qualquer; se a hipdtese (H f,) vale, entao
(i) seb,(x) <0 a condi¢io (PS). vale para ¢ < +~SN/?;

(i1) para todo €, A > 0, existe \* > 0 tal que a condi¢ao (PS). vale desde que ¢ < %SN/Q —€,
pe0,A) eAe(0,A);

(i1i) se existe uma solu¢ao de emergia minima ug, entdio a condi¢ao (PS). vale para ¢ <
JM)\(U()) + %SN/?

A mesma propriedade vale para J:’/\.

Demonstragdo. Suponha-se que J, x(u,) — c e J), \(u,) — 0.

Como para todo © € (2,p), temos (% — 1) as® + (% — 1> sP < (', deduzimos como no lema
2.10 que a sequéncia {u,} é limitada. Logo podemos assumir u,, — U fracamente em H;, quase
toda parte, e fortemente em L" para r < p; além disso, |u,|?%u, — [@|P~*7 em L (o dual de

LP) e logo uw é uma solugao do problema (2.2). Por consequéncia, podemos escrever

oal® = Jya(@ = g ia@i = (5= )l +a (5-3) [n@mr. 2
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Usando Brézis-Lieb [BL83] sabemos que ||u,|[;, — [lu, — @[}, — [[@]]}, enquanto pela convergéncia

fraca ||un||2 — ||un —U||2 — ||ﬂ||2, logo
1 _ 1 _
Jun(un) = Jux (W) + 3 [, — | — p Jun =y +0(1) = ¢, (2.20)

() [wn] = T\ @@ + [|ug =T = [|un =T + (1) =0, (2.21)

onde o(1) representa uma quantidade que tende a zero.
Como J), ,(w)[u] = 0, (2.21) implica que (a menos de subsequéncia)

| —@l|> = b e ||, — HHi —b

para algum b > 0; se b = 0 isso significaria que u,, — u fortemente e concluiria a demonstracao.
Em caso contrario, por (2.19) e (2.20)

1 1\, _ 1 1 _ 1 _ 1 _
ati) = (5= I+ (5= 2) [ )+ 5l = = S o~ 4 o)

2 p

e tomando limite obtemos

P—2 _p q—2/ g P—2
== A—= b £ 7y,
e =5, Il + 25 = | bl +

2p
Pelas desigualdades de Sobolev (usando que ’”2;1)2 = L) temos que ||lu, —@|* > S ||u, — ﬂHi,
logo b > SB2/P, isto é, b7 = b*N > S, e enfim
1 q—2
cz—(SN/2+ ﬂp>+)\—/b x) [ul?. 2.22
T (5724 + 0222 [ o0 (2.22)

Se b,(x) < 0, entdo isso leva a uma contradicao se ¢ < %SN/{ assim b = 0 e demonstramos a
afirmagao (i).

Agora estimamos (usando, como na prova do teorema 2.2, que | [, b, (z)|ul?| < C [|ull} para
p € [0, A))

L rane | - 2—4q _1q .
e 5 (24 ) —ACa=g

como o minimo de ¥ — ANC'y 22;qqtq tende a zero quando A — 07, para obtermos a contradicao
que implica b = 0 precisamos ¢ < %SN/ 2 — ¢ e A suficientemente pequeno (dependendo de ¢ e
também de A); isso prova a afirmacao (ii).

Enfim, seja ug uma solu¢ado de energia minima; pela identidade (2.19) e a desigualdade
(2.22) obtemos

1 1
c> Jua(@) + NSN/Q > Ju () + NSN/Q’ (2.23)
logo, no caso da afirmagao (iii), podemos garantir (PS). abaixo do nivel J, \(uo) + &S/

Para J:A(un) podemos argumentar da mesma maneira: de fato (v, )?~! — (u)P~!, entdo

podemos deduzir que u > 0 e aplicar Brézis-Lieb & funcao de classe C ¢ — (t1)P. O
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2.3.2 Estimativas dos niveis de infsup

Agora precisamos estimar os niveis de infsup obtidos nas provas dos teoremas 2.1 e 2.2; de fato,
a nao-linearidade g(x,u) = |u|* ~2u satisfaz as condigoes (Hgo ... Hgs) com p = 2* em (Hg,),
logo todas as estimativas obtidas para esses teoremas continuam valendo no caso critico, exceto
pela condigao (PS) do lema 2.10.

Como classico em literatura, precisaremos considerar apropriadas aproximacoes de suporte
compacto das fungoes “instanton” que realizam a melhor constante de Sobolev S da imersao

HY(RY) c LP(RY). Mais precisamente, consideremos

1

Ui(z) = (N(N - 2))(N_2)/4(1 + |z2)(N-2)/2°

, (N-2)/2
Do) =) = (V¥ - ) ()

e tomemos uma bola By C €2 e uma funcao pe € C*(€; [0, 1]) definida como 1 em B¢ e 0 em
2\ Byg; entao definimos

Yy () = pe(x)V,(z) . (2.24)
Com esta defini¢ao temos as seguintes estimativas (veja-se [BN83, Gho93]), que serao usadas

nas demonstragoes desta secao.

Lema 2.15.
o) = SY2+0wN?), (2.25)
[t = SN2+ 0wN), (2.26)
Cv? + O(WN=2) para N > 5,
lUl2 = { v ()| + O(W?)  para N = 4, (2.27)
O(v) para N = 3,

onde O(f(v)) representa uma fungao de v que € limitada em modulo por C f(v) quando v — 0.

Além disso, para algumas constantes C,C" > 0 e para v pequeno

CYN=22 >y, [P > vV (2.28)
N
N -2

OV S g1 > OV desde que g < (2:29)

Primeiro, como consequéncia do lema 2.14, obtemos

Proposicao 2.16. Nas hipdteses do teorema 2.5, para A > 0 e p € (0,7(N)), existe uma
solugdo nao trivial nao-negativa ug do problema (2.2), com a propriedade que o nivel critico

correspondente J|\ (ug) € negativo e |lug| < r, onde r € o raio obtido no lema 2.11.
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Demonstragcao. Suponha-se por contradi¢ao que todos os pontos criticos de J, : , estejam a niveis
nao-negativos. Entdo, pelo ponto (iii) do lema 2.14, a condicdo (PS), valeria abaixo de +S™/2;
por consequéncia, argumentando como na primeira parte da prova do teorema 2.1, obteriamos
um ponto critico a um nivel negativo, via minimizacao em B,. Isso prova a existéncia de uma
solugao nao trivial nao-negativa ug a nivel negativo.

Para provar que ||ug|| < r considere

. t2 9 ol . 1 ’
§(t) = Jua(tuo) = = (Jluoll” — afluolly) = =X [ bu(z)|uol?® — — lluoll? ;
2 q Jo P

sabemos que t = 1 é um ponto critico a nivel negativo para j(t) e que se H?uoH = r entao

j(t) > 6 > 0, pelo lema 2.11. Isso implica que, na expressao de j, o coeficiente de t? é negativo

e o de t? é positivo; por consequéncia j(t) < 0 para t € (0,1), e logo t > 1, isto &, |jug| < r. O

A seguir, consideraremos os niveis de passo de montanha; neste caso, usamos a mesma
caracterizacao infsup (2.10), mas precisaremos considerar uma classe de caminhos diferente,
que usem como origem a solugdo nao-negativa uy da proposigao 2.16. Sejam entao A > 0 e

i € (0,72(N)) como determinados no lema 2.11; o nosso candidato nivel critico serd

ct(v) = inf sup J:A('y(t)) : (2.30)
very tefo,1)
Ty ={yeC(0,1);Hg) :  7(0) =uo, ~(1)=muo+toth}, (2.31)

onde 7, é escolhida com suporte contido no conjunto 2, da condicao (H fy) e ty (que depende
de v) é escolhido tal que [Jug +toth, || > 7 e J, \(uo +to1h,) < 0; o fato que isso seja possivel é

consequéncia da desigualdade (2.36) na demonstracao do préximo lema.
Lema 2.17. Nas hipoteses do teorema 2.5, existe v > 0 tal que
1
C+(l/) < JM)\(U()) + NSN/Z .

Demonstragao. Pela defini¢ao de ¢t (v) é suficiente obter a estimativa no lema para um oportuno

caminho em T'}: precisamos entao estimar, para t > 0,

1 t2
Tuali + 183 = £ (ol = a Juoll) + 5 (Il — alls ) +
A 1
Q Q

usaremos a seguinte estimativa, deduzida das desigualdades (1+s)? > 1+ s +spe (1 +5)7 >

1 + sq para todo s > O:

MM%%MZWM$HW%M+W/%1%, (2.33)
0
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[t el [ b (4t w) + [ bulaad, (2.34)
Q bu>0 b <0
onde usamos o fato que ¢, = 0 onde b,(x) < 0. Além disso, como uy é uma solugao,
t / (VuoVib, — augth,) = A / bu(z)ud ™, + / ub i, (2.35)
Q (b.>0) Q

e estes dois termos anulam os correspondentes em (2.33) e (2.34), assim a equagao (2.32) se

torna

t? tP
Jualto +t) < Jua(uo) + 5 (eul® = allenlls) — > [ ll; - (2.36)

Para N > 4, a afirmagcao segue agora como no famoso trabalho de Brézis e Nirenberg [BN83],
sendo a > 0.

Observe-se que (2.36) implica também que é possivel encontrar ty(r) como requerido pela
defini¢ao em (2.31). O

Demonstracao do caso N = 3. Consideremos agora o caso N = 3, o que implica p = 6.
Observe-se que se €2, é como em (H fq) entdo, em Q,, —Auy > 0 e logo temos uy = 0 ou
ug > 0.
No segundo caso, passando se for preciso a uma bola contida em €2,, podemos assumir

up > C' > 0 no suporte de ,. No lugar de (2.33), usamos a estimativa

o+ 86015 2 ol + ¢ ]+ 6t [ i+ 66" [ 42, (2.37)
Q Q

assim (2.32) se torna (usando b,(z) > M, e up > C > 0)

2 16
Jun(uo +th,) < Jua(uo) + 3 (Il = allnll3) — 5 [eulls — C£ W lls . (2.38)

O méximo da funcao acima de t > 0 é atingido para algum t,, que é limitado e destacado
de zero com respeito a v quando este ultimo é pequeno, de fato, por (2.25), (2.26), (2.27) e
(2.28), quando v — 0 o lado direito de (2.38) converge uniformemente em conjuntos compactos
a %S:”/ 2 %53/ 2 que possui um tinico méximo e depois tende a —oo. Entao deduzimos, usando
as estimativas do lema 2.15

2
2

ty a2 ty (a2 3 5

< Juawo) + 5 (S32 4+ 0(v)) — ¢ (S32+0(*) — Ctiv/v

ty
Jua(uo +1hy) < Jua(uo) + H%HZ—aH%Ilg)—gll%llg—CtiH%Hg (2.39)

2 6
< Jua(uo) + %”33/2 - %”53/2 —CVr+0(®). (2.40)

s . ~ 2 6 , ~
Como o méximo da fungdo £.5%/% — £5%2 ¢ o valor £5%?, a afirmacéo do lema fica provada

escolhendo v suficientemente pequeno, gracas ao termo de ordem menor —C4/v.
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Enfim, consideremos o caso ug = 0 em §2,,; neste caso os suportes de ug e 9, sao disjuntos,

entao
T (o + 1) = Jua(uo) + Jua(tiby) (2.41)

e podemos considerar

12 1 A
Jua(thy) = 5 (ull* = allull3) —t65 H%HS—tqg/Qbu(x) i (2.42)

usando (H fg) e (2.29) obtemos [, bu(z)yd > M, [[¢]li > Cv9/? e entdo, procedendo como

fizemos com (2.38), obtemos
1
Tualty) < 8% = CV12 4 O(v) 5

como ¢ < 2, o termo de ordem menor é —C'v%/? e entdo para v > 0 suficientemente pequeno
obtemos a afirmacao do lema. O]

Com este resultado podemos demonstrar o teorema 2.5

Demonstracao do teorema 2.5. A proposicao 2.16 fornece uma solugao nao-negativa wug, que
estd a um nivel negativo. Pelo ponto (iii) do lema 2.14, se a origem e ug fossem os tinicos
pontos criticos de J 7y, entao (PS). valeria abaixo de J (ug) + +S5N/2 Mas neste caso, para
o v dado no lema 2.17, o nivel de passo de montanha (2.30) daria um outro ponto critico. Isso
mostra a existéncia de uma segunda solugao nao trivial nao-negativa. As solucoes nao triviais

nao-negativas vém da observagao 2.13. O]
Agora consideremos o nivel de enlace obtido no teorema 2.2.

Lema 2.18. Nas hipoteses do teorema 2.6, para todo A > 0, existem u,s,x > 0 tais que se e,

¢ a componente de 1, ortogonal a Hy entao o nivel infsup c., em (2.11) satisfaz
1
Ce, < — 89N/ _ ¢
N

para todos X € [0,X) e p € [0, A).

Demonstracao. Seja e, a componente ortogonal a Hj da funcao 1, e definamos Y, = Hj &
{te, : t € R}. Para todo u €Y, fixado temos

t? 9 9 t4 o P
Jw(tw:g(llull —alluly) = A= [ bu(@)[ul® — —lul?; (2.43)
q Ja p

estimamos % <1+ %C’l e usamos de novo | [, b(2)[ul?| < Cy [ull}, para todo p € [0, A),

obtendo \
\—tq JRRCH
Q

2 e
: <0 (1+ 0 i)
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Com esta estimativa, (2.43) implica

t? 2 2 2]
Tualtw) < 3Ca 5 |l = allulls + ACKOy ] =l

1
X 2Bt — (AYp2 { 1 1) ANz
como o maximo de A5 — B o éemt = (B) no nivel (5 ) v obtemos

2 2 2 N/2
1[Il = alull} + ACACy [l

Jua(tu) < ACat T (2.44)
(Iull)
1 [l = a ful’ .
< MO+ — |0 Lo (2.45)
N [Jull;
Agora consideremos
My, = mazx {Hu||2 —alul}: weY, Jull,= 1} | (2.46)

O maéaximo ¢ atingido pois Y, ¢ finito-dimensional, seja entdao » um maximizante e escrevamos
u=y+7e, = y+71Y, comy,y € H,. Observe-se que pela desigualdade triangular e a estimativa
(2.27) vale

1ylly < llully + 7w lly < Cllull, + 7] ]l = €+ [7]OW); (2.47)

usando a desigualdade |1 + s’ > 1+ ps para todo s € R, obtemos

1= lull, = lly + 7ol = ||T¢y||§+p/ﬂ(7¢y)p‘1y > 7P [wully = 7171 o 2 Iyl (248)

e usando (2.47) (Hy, é finito-dimensional entao as normas de y sao equivalentes), (2.26) e (2.28),

1SS0 se torna
1> 7P I7[(SY? 4+ 0(1) — Co(1) — |7]o(1)] ;

concluimos que 7| (e logo também y por (2.47)) ¢ limitado para v — 0.

Agora, de (2.48) e usando a limitagao de 7 deduzimos

L2 |l = Ol vl (2.49)

logo computamos

(y + 7"17/),/, y+ T@Dl,) - a(y + 7_'(/)1/7 Y+ T'l?b,/)g
< lyl* = allylls + 7 (1 l® = allvullz) + 2171 (1 )| + al(y, 40)a])

leul” = allvll;
< (e —a) llylly + 72 el e 2+ Oyl 10l (2.50)
viip

my

A\
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onde usamos a regularidade de y para estimar |(y, ¥,)| = [(Ay, ¥)2| < Clyll Y0 ]l;-
Por (2.49) e pela estimativa (2.28)

- 2/p -
Pl < (L Ol o) = (402 yl) (25
Pelas estimativas (2.25), (2.26) e (2.27) (no caso N > 5)

2 2 N/2 _ 2 N-2
[0l a2||¢y||2 _ s aCv +O(Z/p ) _ S —aC® + O(WN-2). (2.52)
[0l (SN2 4+ 0(wM))

Usando [|[¢, ]|, = O(v™=2/2) a equivaléncia das normas de y e as equagoes (2.51) e (2.52), a
desigualdade (2.50) implica

m, < (A —a) |[yl)* + (S — aCv? + O(WN=2) + O(WN=272) |ly||) . (2.53)
Como A < a, temos duas possibilidades:
ou (A —a)llyl* + O |lyl <0, ou (2.54)
(a =) [ly] < O@™N=272), 0 que implica
lyl OW™=272) = O(W™2); (2.55)
em ambos os casos, podemos concluir de (2.53) que
m, < S —aCv®+0W"?), (2.56)

e logo por (2.45)

1
Jua(tu) < ACy + N [S —aCv* + OV 2) + /\CAC’JN/Z _

(2.57)

Para concluir, precisamos fixar valores oportunos para &, v e h\ para que esteja satis-
feita a afirmacao do lema. Primeiro, sendo N > 5, podemos fixar v,c tais que o termo
+ [S —aCr? + O(VN_Q)}N/2 em (2.57) seja menor que +SV"% — 2¢, assim, para X suficien-
temente pequeno, o inteiro termo de direita de (2.57) serd menor que %SN/ 2 — ¢, para todos
pe0,A) eXel0N)

O caso N = 4 é parecido: a tunica diferencia é nas equagoes (2.52) e (2.56), onde precisa
usar a segunda das estimativas em (2.27) obtendo m, < S — aCv?|In(v)| + O(¥?). O

A este ponto podemos provar o teorema 2.6:
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Demonstracao do teorema 2.6. Dado o valor A > 0, sejam v, 6,X como no lema 2.18, entao o
ponto (ii) do lema 2.14 implica que para A suficientemente pequeno o nivel ¢, é de fato critico,
e entao corresponde a duas solucoes nao triviais distintas, sendo o funcional par.

Como a > A1, nao precisamos usar a caracterizagao de passo de montanha em (2.30) junto
com o lema 2.17 para estimar o nivel da solucao de passo de montanha; de fato, o mesmo
argumento usado no teorema 2.2 mostra que o nivel do passo de montanha como definido em

(2.10) é menor que c., e logo estd também a um nivel onde (PS) vale. O
Para terminar, voltamos novamente ao caso p = 0.

Demonstragao do teorema 2.7. Como pu = 0, pelo ponto (i) do lema 2.14, a condigao (PS). esta
satisfeita abaixo de %SN/ 2. como vimos na prova do teorema 2.4 continuamos tendo tanto a
geometria do Passo de Montanha quanto a de Enlace, assim podemos obter quatro solugoes
desde que os niveis correspondentes estejam abaixo de %SN/ 2 (a quarta solugao pelo fato do
funcional ser par).

Para verificar isso, observe-se que o lema 2.18 também continua valendo quando = 0 e de
novo, como o nivel do passo de montanha estd abaixo do de enlace, concluimos que para A > 0

suficientemente pequeno as quatro solugoes existem. ]

Observacao 2.19. Resultados andlogos aos obtidos aqui podem ser provados com uma diferente
hipdtese sobre o termo f,, onde consideramos ainda coeficientes EM,E > 0, mas multiplicando

termos com expoentes diferentes, a saber,
fu(z,u) = C,(2)|u|?2u — d(z)|[u|®2u com 1< q <qo<2. (f2)

Neste caso precisa assumir as hipdteses a sequir, no lugar das (H f,)...(H f3) que assumimos
até aqui:

*

(Hf!) existem o; > 2*%% (i =1,2) tais que ¢, € L7 (Q) e d € L°*(R), para todo y > 0;
(Hf}.) ¢.,d satisfazem (Hfy) e (Hf.) (com a norma L°* no lugar da norma L°).
(Hf}) para todo pn > 0, existe um conjunto aberto 2, C Q e uma constante M, > 0 tais que

¢.(z) > M, ed(z) é limitado em Q,,;

A maior diferenca entre este caso e o anterior estd na hipotese (Hf;), de fato, no problema
original esta hipotese implica, por causa de (Hf,), que ¢, & L>; isto ndo é mais necessdrio
neste outro caso gracas a hipotese q1 < qo. Como consequéncia, neste caso precisamos apenas
pedir, em (Hf)), que, em alguma regido comum, ¢, ndo seja nulo e que d seja limitado.

As demonstragoes para este caso diferem apenas em algumas passagens das apresentadas

anteriormente: os detalhes podem ser encontrados em [MUO9].
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Capitulo 3

Solucoes positivas para o p—Laplaciano
envolvendo uma nao-linearidade

subcritica com zeros

Neste capitulo descreveremos os resultados do trabalho [IMSU10]; como antecipado na in-
troducao estudaremos existéncia, multiplicidade e o comportamento com respeito a A, das

solugoes positivas do problema

—Apu=Ah(z,u) em £,

(P)
u=20 em OS2,

onde p > 1, Ay u = div(|]Vu[P~2Vu) é o operador p—Laplaciano, A > 0 é um parametro real,
Q2 é um dominio limitado em R com fronteira 02 suave, e onde h é uma nao-linearidade nao
negativa com um zero positivo, o qual pode variar com a variavel x.

Usaremos uma combinagao de técnicas, como métodos variacionais, o método das sub e
supersolugoes, principios de comparagao e estimativas a priori. Para analisar o comportamento
assintotico das solucoes estenderemos um resultado devido a Redheffer e demonstraremos um
novo teorema de tipo Liouville para o operador p—Laplaciano no qual a nao-linearidade é
superlinear, nao-negativa, mas possui zeros a valores positivos.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na segao 3.1 enunciamos as hipoteses
e os resultados, a se¢ao 3.2 é dedicada as provas dos resultados de existéncia (teoremas 3.2,
3.3 e 3.4) enquanto na se¢ao 3.3 mostramos a existéncia de uma segunda solucdo (teorema
3.5). A segao 3.4 é dedicada a obter as necessérias estimativas a priori para as solugdes e na
secao 3.5 mostramos o teorema de tipo Liouville 3.11 e a proposicao 3.19. Na secao 3.6, enfim,
estudamos o comportamento assintético das solugbes (teoremas 3.7, 3.8 e 3.9). Concluimos
com uma apeéndice que contém, nos lemas de 3.23 a 3.28, alguns dos resultados conhecidos mais

importantes que usamos neste capitulo e no seguinte.
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3.1 Enunciado dos resultados

Existéncia.

Assumiremos inicialmente as seguintes quatro hipéteses sobre a nao-linearidade h.
(H;) A funcio h: Q x [0, 4+00) —> [0, +00) é continua e h(x,0) = 0.

(H,) Existe uma funcio a € WHP(Q)N C(Q) fracamente p—super-harmoénica (isto é, —A, a > 0

em sentido fraco) e constantes positivas ag, Ay tais que

h(z,t) =0 set=a(x),
h(z,t) >0 set#a(x),t>0

e vale
ap < a(r) <Ay em .

(H3) Existe uma fungao b € L>(2) e constantes positivas by, By tais que

lim Mz, u)

u—s0t+ uP~1

= b(x) uniformemente com respeito a x € 2

e vale

(M;) Existe uma funcdo continua e nao decrescente fp : R — R tal que fo(0) = 0 e a mapa
s+ h(z,s)+ fo(s) é crescente para todo = € €.

Observagao 3.1.  a) A hipdtese —A,a > 0 em (Hz), da qual precisaremos para que a seja
uma supersolugao, parece ser bastante natural no nosso contexto, sendo que para \ grande
as solugoes, que necessariamente satisfazem —A,u > 0, aprozimam esta funcio a (veja
o teorema 3.9). No caso dos problemas logisticos, introduzidos na se¢do 1.2, esta hipdtese
nao € necessdria, sendo que a existéncia de uma supersoluc¢ao é garantida pelo fato que
a nao-linearidade é negativa depois do zero, implicando também que as solugoes nao

precisam satisfazer a condigao —A,u > 0.
b) A condi¢ao (My) € cldssica quando se quer usar o método das sub e supersolugaes.

Considere-se agora o problema de autovalores nao-linear

A, u=Ab(2)|[ulP2u em €,
(E,) ’
u=20 em Of).
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Denotamos por A, o primeiro autovalor do problema (E}) e por ¢y, a autofuncdo associada. E
conhecido que, com a hipétese (H3), tem-se ¢ > 0 com derivada normal externa na fronteira

estritamente negativa. Além disso, A1, > 0 e temos a caracterizacao
/ \VulP > /\171)/ b(z)|ulP para todo u € W,"(Q), (3.1)
Q Q
onde a igualdade vale se e s6 se v é multiplo de ¢ (veja-se por exemplo em [©T88, Ana87b]).

Podemos agora enunciar nosso primeiro resultado, que considera valores grandes de .

Teorema 3.2. Nas hipdteses (Hy ... Hs) e (M) existe, para todo X > Ay, uma solugdo
positiva u(z) do problema (Py) que satisfaz u(x) < a(z).

Para valores pequenos de A, precisaremos a seguinte hipétese sobre o comportamento de h

no infinito.

(H,) Existem p > 0e o € (p—1,p* — 1), onde p* denota o expoente critico de Sobolev, dado
por p* = NN_—P; se N > p, e podemos por p* = oo se N < p, tais que

, h(z,u) . )

lim = p uniformemente com respeito a x € ().
u—4oo  U%

Nosso segundo resultado de existéncia é o seguinte.

Teorema 3.3. Nas hipdteses (Hy ... Hy) existe, para todo A € (0, A1), uma solugdo positiva
u(z) do problema (Py).

Além disso, se a sequinte hipdtese também estd satisfeita,
(Hs)  h(z,t) < b(z)tr™', para todo z€Q e te (0,a(x)),
entdo, para algum o € Q, temos u(xg) > a(xy).

Finalmente, podemos encontrar uma solugao para A = Ay .

Teorema 3.4. Nas hipdteses (Hy ... Hs), existe uma solug¢ao positiva u(z) do problema (Py)

para X = Ay .

Multiplicidade.
A questao da existéncia de uma segunda solugao parece um pouco mais dificil, mas consegui-

remos obter o resultado nos quatro casos a seguir.
(a) O caso semilinear p = 2.

(b) Quando a(x) = @, com @ uma constante positiva, e existe uma constante C' > 0 tal que
h(z,t) < Cla—t[P~! para t <a.
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(¢) Quando —A,a € L*(Q) e existe ¢ > 0 tal que —A,a(z) > q.t.p. z € (L
(d) Quando a € C' e Va #0 em Q.

Além disso, precisaremos alguns resultados de comparacao para poder mostrar que a primeira
solucdo estd estritamente abaixo da funcdo a(x). Para isso, precisamos de uma hipdtese de

monotonicidade mais forte da (M), a saber,

M,) existe uma constante k > 0 tal que, para todo z € Q a mapa s — h(z,s) + ksP~! é
2 que, p p )

crescente.
Nosso resultado de multiplicidade é o seguinte.

Teorema 3.5. Nas hipdteses (Hy ... Hy) e (Ms), se pelo menos uma das condigoes (a ...
d) esta satisfeita, existem pelo menos duas solugdes positivas u; < us do problema (Py) para
A > Ay, onde u; < a.

Além disso, se também estd satisfeita a sequinte hipdtese
(Hg) Iljth(x,t) - fot h(z,s)ds ¢€ estritamente decrescente para t € (0,a(x)),
entdo uy satisfaz us(ro) > al(xg) em algum ponto xy € €.

Observacao 3.6. i) As condigoes (a ... d) acima serao usadas para provar que a solug¢ao
obtida no teorema 3.2 estd estritamente abaizo da supersolucao a(x), sendo que isso serd

fundamental para poder obter uma sequnda solucao.

De fato, como comentamos na introdugdo, poder garantir que a solugao estd abaizo de a(x)
estd relacionado com a impossibilidade de formacdao de “flat cores” e “coincidence sets”;
como estes fendmenos acontecem em regioes nas quais a(x) € constante ou harmédnica,
e dependendo do comportamento de h perto do zero, pode ver-se que as hipdteses (a ...
d) visam impedir que eles aconte¢cam, em particular, a sequnda condicdo do caso (b) é
complementar a hipotese que garante a existéncia de solugoes com flat core. Observe-se
que no caso (a) a hipdtese andloga nao € assumida explicitamente mas € de fato uma con-
sequéncia da hipdtese (Msy). Enfim, as condigoes (c) e (d) claramente evitam a existéncia

de regioes planas horizontais para a funcdo a, onde poderia ter-se flat cores.

ii) Observe-se que todos os resultados acima poderiam ser obtidos com hipdteses menos restri-
tivas com respeito a (Hy): poderiamos assumir apenas que a nao-linearidade seja p— super-
linear no infinito, subcritica, e satisfaca alguma hipoteses adicional que garanta uma
condi¢ao de compacidade (veja-se o lema 3.13), como por exemplo a cldssica condi¢do
de Ambrosetti-Rabinowitz que assumimos no capitulo anterior em (Hgs) . A hipdtese
de h ser assintoticamente uma poténcia pura, porém, serd mecessario para oS Prorimos

resultados.
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iii) A hipdtese (Hg) € necessdria para provar que a sequnda solugdo do teorema 3.5 nao pode
estar também abaizo de a(z). De fato, esta hipdtese estd estritamente relacionada com
a hipdtese h(xz,u)/uP~! estritamente decrescente que, em [DS87], garante a unicidade da
solugdo que estd abaixo de a(x). A hipdtese (Hg) porém nos permite de obter o nosso

resultado de maneira simples e direta.

Comportamento assintético.

A conclusao, enunciamos nossos resultados sobre o comportamento assintotico de w,y.

Teorema 3.7. Nas hipdteses (Hy) e (Hz), se {ux} € uma familia de solugoes positivas do

problema (Py), entdo ||uy||,, — oo quando A — 0.

Teorema 3.8. Nas hipdteses (Hy ... H3) e (Hs), se {ur} € uma famdlia de solugdes positivas

do problema (Py) que satisfazem uy < a, entdo uy — 0 em CY(Q) quando \ — /\Ib.
Teorema 3.9. Nas hipdteses (Hy ... Hs), mais as sequintes:

(H) a hipdtese (Hy) vale com o € (p — 1,p, — 1), onde p, denota o expoente de Serrin, dado

POT Py = (NN;_QP se N > p, e de novo podemos por p, = oo se N < p,

(H;) existe v > 0 tal que h(x,t) > |t —a(z)|” para t > a(z),

se {ur} € uma familia de solugoes positivas do problema (Py), e se existe € > 0 tal que c¢yp <

uy para todas as uy na familia, entao uy — a pontualmente em ) quando X — +o0.

Observacao 3.10. O resultado acima de convergéncia pontual € obtido usando um técnica de
blow—up (€ por esta razao que precisamos (Hj) no lugar de (Hy)) centrado num ponto arbitrdrio
de Q, e usando o teorema de tipo Liowville em RY que apresentamos abaizo. Um resultado
mais forte poderia ser obtido centrando o blow—up no ponto de mdrimo da solugdo (como é
comum em literatura), porém, fazendo assim, o problema limite que surge fazendo o blow—up
nao seria necessariamente um problema em todo RY mas poderia ser apenas num semiespaco,
e nao possuimos teoremas de tipo Liouville num semiespaco para o tipo de nao linearidade que
estamos considerando, exceto no caso N = 1. De fato, para N = 1 pode-se facilmente provar
que o0s possiveis limites de ||uy||, estdo no intervalo [ag, Ao], em particular ||uy| — a sea €

uma constante.

A seguir enunciamos o teorema de tipo Liouville que precisaremos usar para o resultado
acima: este teorema, que acreditamos possa ser um resultado interessante por si mesmo, envolve

uma func¢ao nao negativa com zeros.

Teorema 3.11. Seja f : [0,00) — [0,00) uma func¢ao continua que satisfaz as sequintes

hipoteses:
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(f1) Existea > 0 tal que
f)=0 set=0out=a,
ft)>0 set#a, t>0.

(f2) Existem constantes v >0 e o € (p—1,p. — 1) tais que f(t) > y(t —a)?, para t > a.

(f3) Ewiste uma constante b > 0 tal que liminf, o+ t{,(,t)l > b.

(f1) Existe uma constante A > 0 tal que 0 < f(t) < A(t7 +1), parat > 0.

Entao toda solucao fraca de classe C* do problema

—A,w= f(w) em RN,

w >0,
¢ uma das funcoes constantes w =0 ou w = a.

A prova deste teorema esté baseada na proposigao 3.19, que estende um resultado de [Red86].

3.2 Prova dos resultados de existéncia
Como estamos procurando solugoes positivas, definamos a fungao auxiliar

TR 0,00) - E(m,s) = Nh(z,0) =0 para s <0,
h(x,s) = h(z,s) para s > 0,

isto ¢, h(z,s) = h(z,s) onde st = max{0, s}.

As solugbes do problema (P,) com a nova funcao h serdo entdo solugoes nao-negativas
do problema original. Além disso, como ?L(I, s) > 0, toda solugdo nao-negativa é de fato,
estritamente positiva pelo principio de méaximo forte de Vazquez que enunciamos no lema 3.23.
Enfim, observe-se que, pelas hipéteses (Hy) e (Hy), todas as solugoes fracas do problema (Py)
sao de classe C1 para algum « € (0,1) (veja [GV89)]), e 0 mesmo vale para a autofuncao ¢ .
Neste contexto, todas as igualdades ou desigualdades envolvendo o p—Laplaciano de alguma
funcao serao entendidas em sentido fraco.

Ao longo das provas a seguir, C' denotard uma constante positiva genérica, que pode variar
de uma linha para outra.

Comecaremos com a prova do nosso primeiro resultado de existéncia.

Demonstragao do teorema 3.2. Pelas hipdteses (H;) e (M;), podemos usar o método de sub e
supersolugoes (veja-se [CDGOIT7]).

Como a(x) é positiva, fracamente p—super-harméonica e h(z, a(x)) = 0 (esta é a hipétese (Ha)),
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temos que a(z) é sempre uma supersolu¢do do problema (Py). Em particular, é uma super-
solucdo estrita, ja que a condi¢do a(x) > ag > 0 implica que nao pode satisfazer a condicao
de fronteira. Lembramos que uma supersolugdo estrita (resp. subsolu¢do estrita) é uma super-
solugao (resp. subsolugao) que nao é uma solugao.
Seja A > Ay. Pela hipétese (Hs), dado um 6 € (0,1), existe um ¢y, = to(J) suficientemente
pequeno tal que
(1 —&)b(x)t?~" < h(x,t), para t e (0,t). (3.3)

Agora, se § é escolhido de maneira que A1, < (1 —9)A, entao
Apb()tP ! < Ah(z,t), para t € (0, o, (3.4)
ese e >0 ¢ tal que €||¢1 ]| < to, temos

Ap(edry) = Ay b(a) (ep1y)" " < Ah(m,e¢1,) (3.5)

em sentido fraco, isto é, £¢1, é uma subsolucdo (estrita) para o problema (Py). Enfim, e
sempre pode ser escolhido de maneira que €[|¢1 ]| < ap < a(x). Assim o método de sub e

supersolucoes implica que existe uma solucao u satisfazendo 0 < e¢;, < u < a. Il

Observagao 3.12. Observe-se que a escolha de § (e por consequéncia também o valor de tg e
) na prova acima depende de A\. Mesmo assim, uma vez escolhido § para um certo valor de A,
a mesma escolha poderd ser mantida para qualquer X\ maior. Consequentemente, dado X > Aqp,

podemos encontrar uma unica funcao ¢, que sirva como subsolugao para todo A > \.

Os teoremas de existéncia a seguir serao demonstrados por técnicas variacionais. No caso

do teorema 3.3, provaremos que o funcional C! associado ao problema (Py), a saber,
T WP(Q) 5 R : w s Jy(u /|vu|p /HH (3.6)

onde H (x,t) fo x,s)ds, satisfaz as hipdteses do Teorema do Passo de Montanha, (veja na
demonstragao do teorema 2.1).
Primeiramente mostraremos a condi¢ao (PS) no lema a seguir e em seguida daremos a prova

do teorema 3.3.

Lema 3.13. Nas hipdteses (Hy) e (Hy), o funcional (3.6) satisfaz a condicao (PS) para todo
A> 0.

Demonstragao. A demonstragao é bem classica. De fato, usando a hipétese (Hy) e a continui-

dade de h, para 6 € (p,o + 1) e algum sy > 0, temos

0H(z,s) — sh(z,s) < ( — 1) s7th <0, para s> sp. (3.7)

oc+1

A condi¢ao (PS) segue entdo como no lema 2.10 da desigualdade (3.7) e do fato que a

hipétese (Hy) implica num crescimento subcritico para h. ]
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Demonstracao do teorema 3.3. A prova da existéncia é de novo bastante cldssica. Aplicare-

mos o Teorema do Passo de Montanha. Primeiramente, observe-se que, em consequéncia da

superlinearidade dada na hipétese (Hy), lim;_, 1 o Jy(tu) = —o0, para toda u > 0 nao trivial.
Combinando as hipéteses (Hjs), (H4) e a continuidade de E, para todo § > 0, temos

h(z,u) < (1+ 6)b(z)|ut P~ + Clut|?,

onde a constante C' depende de 0. Dado A < Ay, seja 6 tal que A(1 +J) < Ay pela
desigualdade (3.1) e a inclusdo continua Wy(€2) C L7+1(€Q), temos

I(u) = /|Vu|p /Hx u
> 1 / VupP — 2(1+ ) / bt — A / |
P Ja D Q oc+1Jq

A1+6)\ 1 c oo
> (1 - —) Ll = A=E e
ALp D o+1

onde ||-|| denota a norma em W,”
Como p < 0 4+ 1 e o coeficiente em parénteses da ultima desigualdade é positivo, concluimos
que o funcional J, é estritamente positivo em esferas suficientemente pequenas na norma I/VO1 P
Em outras palavras, a origem é um minimo local estrito para .J,. Aplicando entao o Teorema
do Passo de Montanha a Jy, obtemos uma solucao positiva u.

Para terminar, suponhamos que A < A\, e 0 < u(x) < a(x) para todo z € Q. Logo, pela

hipétese (Hj), teriamos

/yvuyp— / iz, u)u<)\/ bz yu\p<_/\vu\p</ywp

que é impossivel. Isso mostra que existe um ponto zy € €2 tal que u(zg) > a(xg). 0

Enfim, a solugao para A = A;; serd obtida como limite das solucoes de tipo passo de

montanha obtidas no teorema 3.3.

Demonstracao do teorema 3.4. Seja {u,} uma sequéncia de solu¢oes do problema (Py,) como
no teorema 3.3, onde A, — A;,. Afirmamos que {J),(u,)} é uma sequéncia limitada. De
fato, podemos supor A\, > Ag > 0, disso obtemos (como as u, s@o solugoes de tipo passo de
montanha)

0 < J)\ (Un> < Sl>1g) J)\ (t¢1 b) < sup J)\O(tgbl b) C
t

como afirmamos. Em consequéncia, |Jy, (u,)| < C'e JAn(un) =0.

Como {\,} ¢ limitada, argumentando como na prova da condigao (PS), concluimos que
{u,} é limitada em W,”(Q). De [Ana87a] e [Lie88] segue que {u,} é também limitada em
CH(Q), para algum « € (0,1). Logo, a menos de subsequéncia, u, — « na norma C' em Q e
u é uma solugao nao negativa do problema (P, ,). Enfim, pelo teorema 3.3 e a hipétese (Hs),

temos |lu, ||, > ag, implicando que também |ju|| > a¢. Logo u é uma solugao nao trivial. O
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3.3 A segunda solucao

Nesta se¢ao, para A > A;;, mostraremos a existencia de uma segunda solucao. Usando técnicas
variacionais, mostraremos primeiro que a solugao do teorema 3.2 ¢ um minimo de um certo fun-
cional, em seguida usaremos este fato para obter a segunda solucao a partir da primeira. Um
ponto chave para obter esta segunda solucao sera mostrar que a primeira permanece estrita-
mente abaixo de a(z). Esta situagdo ocorre em cada um dos casos de (a) até (d) apresentados

na secao 3.1, os quais serao considerados separadamente nos proximos quatro lemas.

Lema 3.14. Assuma que as hipdteses do teorema 3.2 e a hipétese (Ms) estejam satisfeitas. No

caso (a), seja u uma solu¢ao do problema (Py) satisfazendo 0 < u < a. Entdo u < a.
Demonstragao. As hipéteses (Ms) e (Hs) implicam que
h(z,t) < k(a(z) —t) para t < a(z). (3.8)
Considere v = a — u. Entao —Av =—-Aa+ Au > Awu, implicando que v satisfaz
—Av+Mev > =Mz, a(z) —v) + Akv, v>0 em Q.
Como (3.8) implica Ai(z,a — v) < Akv, concluimos que a desigualdade acima se torna

—Av+Akv > —dkv+Akv=0.

Logo, pelo principio de maximo forte do lema 3.23, temos que v =0 ouwv > 0 em 2. Mas v =0

nao pode acontecer por causa da condi¢io v = a(z) > ag em 0f2. Concluimos que v < a. [

Lema 3.15. Assuma que as hipdteses do teorema 3.2 estejam satisfeitas. No caso (b), seja u

uma solugao do problema (Py) satisfazendo 0 < u < a. Entdo u < a.
Demonstracao. Considere v = a — u. Logo, para todo k € R, temos que v satisfaz o problema
—A, v+ NP = “Mi(z,a—v)+ Mo”0 >0 em Q.
Como estamos assumindo Ah(z, @ — v) < ACvP™L, obtemos
—Ayv+ MNevP™t > —\CvP™ 4+ NP1 >0,

uma vez que k seja escolhido suficientemente grande. Pelo principio de méximo forte do
lema 3.23, procedendo exatamente como no lema anterior, obtemos v > 0 em 2. Concluimos

que u < @. ]

Lema 3.16. Assuma que as hipdteses do teorema 3.2 e a hipdtese (Ms) estejam satisfeitas. No

caso (c), seja u uma solu¢ao do problema (Py) satisfazendo 0 < u < a. Entdo u < a.
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Demonstracdo. Seja X > X tal que Ag_lk(X — ) < e < —Aya, e seja u, uma solucdo do
problema

~Apug +Meul™ = Xka?™t em

Uy =0 em 02,

onde k é como na hipétese (Ms). Entao comparemos as relagoes

—Apu+ Mewrt = Mh(z,u) + Ak uPL
~Apug + Meuk™t = NkaPt, (3.9)
—Apa+ Ak a’ ' >e+ NeaP P > NkaP b,

Como u, < a em 02, concluimos que u, < a em {2 pela parte (a) do lema 3.24. Por outro lado,
como

A(z,u) + e P~ < Nh(z,u) + Mew?™" < Nh(z,a) + Mea?' = Xk a?™"
e todas estas fungoes sao continuas, deduzimos que u < u, em € pela parte (b) do lema 3.24.

Concluimos que u < a em §2. n

Lema 3.17. Assuma que as hipdteses do teorema 3.2 estejam satisfeitas. No caso (d), seja u

uma solug¢ao do problema (Py) satisfazendo 0 < u < a. Entdo u < a.

Demonstragio. Observe-se que se as hipoteses (Ma) e (Hs) estao satisfeitas, entao h(x,u) + ku

é uma funcao crescente em [0, Ag] para algum k apropriado. Comparemos as relagoes

—A,u+rku = Mz, u) + Nk u,

_ _ (3.10)
—Ay,a+Aka > Mka.

Observe-se que estamos nas condicoes do lema 3.25 pois )\lNz(a;,u) + Meu < Meaeu < a
suponha-se que exista xy € €2 tal que u(zg) = a(xg), entdo pelo lema 3.25 (onde neste caso
Z = 1)), terfamos que v = a em £, 0 que nos leva a uma contradigdo. Concluimos mais uma

vez que u < a em (). O

Estamos agora na posi¢cao de mostrar a existéncia de uma segunda solucao para o problema

(Pr)-

Demonstracao do teorema 3.5. A prova serd variacional e segue as linhas de [DFGU09]. Es-

creveremos u << v quando u<vem £ e Ju > g—z

on
of2.

Seja A > A1,. Como na prova do teorema 3.2, existe algum ey, > 0 tal que ex¢1, < a,

em 0f), onde n é a normal externa a

sendo elas respectivamente uma subsolu¢ao e uma supersolugao. Aplicando [DFGU09, Propo-
sition 3.1}, obtemos uma solugao u; que minimiza Jy em X = {u € Wol’p(ﬂ) texgip <u<al.
Afirmamos que

Exprp << up <a. (3.11)
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De fato, a segunda desigualdade é consequéncia dos lemas 3.14-3.17, quanto a primeira,

observe-se que (aqui k é o que vem da hipétese (My))

—Apu+ Ak uP™! — Mz, u) + MeuP™L,

(3.12)
=D, (Extip) + Ak (exdip)P™t = Aipb(@)(exgip)P ! 4+ Ak (exgrp)? '

Como u > ex¢1, concluimos )\E(:L',u) + NewPt > )\%(%é‘)\%,b) + Mk (ex15)P! pela hipStese
(Ms). A desigualdade (3.5) implica entao que vale uma desigualdade estrita entre as expressoes
(continuas) nos lados direitos de (3.12). Logo, pela parte (b) do lema 3.24, e é1, << uq,
como afirmado.

De (3.11) segue que X contém uma vizinhanca em C}(Q2) de u; e consequentemente u; é
um minimo local de Jy na topologia C}(Q2). Aplicando os resultados em [GAPAMO0] (veja-se
também [BIUOS]), obtemos que u; é também um minimo local de Jy em W, 7(Q).

Construiremos agora uma segunda solugao do problema (Py) na forma u; + w, onde w é

uma solucao nao trivial do problema

—A, (ug +w) = Mz, up + w)  em Q,
P : (3.13)

w=>0 em Of).

Observe-se que se w € W, ”(Q) resolve o problema (3.13), entdao w > 0. De fato, segue de (H,)
e da teoria da regularidade que w € L*(f2). Pela hipétese (Ms), temos

—Apuy + k™ = Ah(z,up) + kub !

< Mz, up +wh) + k(ug +wh)Pt
= A, (ug +w) + k(ug +wh)PL.
Como (k(uy +wt)?™! — ku? Hw™ =0, temos (aqui w™ = max{0, —w})

/ (V0 [P2V g — |V (g + w)P~2V (g + w)] V- < 0.
Q

Lembremos que, para a,b € RY | tem-se (|a|P"2a—|b|P~2b)-(a—b) > 0 (a igualdade vale se e s6 se
a =b). Decompondo a integral acima em uma integral em {w > 0} e uma em {w < 0}, vemos
que w- =0, isto é w > 0. Segue que se w for uma solugdo nao trivial do problema (3.13),
entdo us = u; + w serd uma segunda solugao positiva do problema (Py) satisfazendo us > u;.

Provaremos a seguir a existéncia de uma solugao nao trivial do problema (3.13). Associado

a este problema temos o funcional

Ka(w) :%/Q|V(u1—|—w)|p—)\/g7-l(:c,w) (3.14)
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onde H(z,w) = H(x,uy + w") — H(z,uy) — h(z,u)w™. Aplicaremos o Teorema do Passo de
Montanha para obter um ponto critico nao trivial de K.

Primeiro, temos que a hipétese (Hy) implica tanto numa desigualdade andloga a (3.7) quanto
num crescimento subcritico para a nao-linearidade. Segue entao que o funcional K, satisfaz a
condi¢ao (PS) (veja lema 3.13).

A seguir mostramos que 0 é um minimo local para K em Wol’p(Q) . De fato, como u; é um

minimo local para .Jy em I/VO1 P(Q), para ||wT|| suficientemente pequeno, temos
1 1 ~
Ky(w) — ]-9/ IV (ur + w)]? — ]-9/ IV + w )P + Ty (s + wt) + /\/ (e, w) +
Q Q Q

/ B2, un)w™ (3.15)

/!V u +w)| ——/|V up +wh) P+ /|Vu1|p+>\/ h(x,up)w™

Usaremos que quando p > 2, para alguma constante positiva ¢(p) e todos &, & € RY | tem-se

&P — &P > pl&aP? (61,6 — &) + c(p)|& — &P/(2P = 1) (3.16)

e que quando p < 2, tem-se uma relagao parecida onde o tltimo termo de (3.16) é substituido

por c(p)l&r — &afP/ (1] + [&1])*7F (veja-se [Lin90], [Per9g]).
Quando p > 2, usando (3.16), segue de (3.15) e do fato que u; satisfaz o problema (P,), que

Ky(w) > /|V(u1—i—w+)|p—2V(u1+w+)V(—w_)+)\/Qﬁ(x,u1)w_+
= [ [l o) [ 190 Pp - 1)

— [Vl [ e ppe -1z [ [vup=K0)

isto é, 0 é minimo local para K. De maneira analoga prova-se que 0 é minimo local para K
quando p < 2.

Completando a prova, ou K, admite outro minimo local perto de 0 (neste caso a prova
estaria terminada), ou (usando [dF89, Theorem 5.10]) para todo > 0 suficientemente pequeno,
terfamos

K5(0) < inf{K(w) : w € WyP(Q) e [|w|| =r}. (3.17)

Neste caso, sendo que da condigao de superlinearidade dada na hipétese (Hy) segue de novo
que K (tp) — —oo quando t — 400 para algum ¢ € W, (), podemos aplicar o Teorema do
Passo de Montanha, e obter um ponto critico nao trivial w de K .

Apenas falta mostrar que us(xg) > a(zg) em algum ponto xy € 2. Observe-se antes de

tudo que qualquer solugao positiva v do problema (P)) satisfaz

Jy(u) = A /Q B () — H(z,u)
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Suponha-se por contradicao que us < a: pelos lemas 3.14-3.17, isso implica us < a. Agora,
como u; < us mas sao distintos, a hipotese (Hg) implica que Jy(u1) > Jy(uz), o que é impossivel
em vista do fato que u; é um minimo de J, em X. Isso completa a demonstracao do teorema 3.5.

m

3.4 Estimativas a priori para o problema (P,)

A prova do teorema 3.9 precisara de estimativas a priori para as possiveis solugoes do pro-
blema (P,). Tais estimativas serao obtidas no lema a seguir; observe-se que a partir deste

ponto assumiremos a hipétese (H}) no lugar da (Hy).
Lema 3.18. Suponha-se que as hipdteses (Hy), (Hs) e (H}) estejam satisfeitas.

(1) Dado A > 0, emiste uma constante Ds tal que se u € CY(Q) € uma solugdo positiva do
problema (Py) com A\ > A, entdo
lullo < Dx-

(2) Fizado X > 0, existem constantes C > 0 e a € (0,1) tais que a sequinte estimativa

também vale:
[ullera@ < Cx. (3.18)

Demonstracao. Suponha-se por contradi¢ao que exista uma sequéncia {(uy,, Ay) frnen, onde A, >
\e u, ¢ uma solucdo positiva de classe C! do problema (P, ), tal que S, = maxg u, =
U () — o, onde {z,} C Q é uma sequéncia de pontos onde o maximo ¢é atingido. Seja
8, = dist(z,,09Q), e defina w,(y) = S, u,(A,y + x,), onde A, > 0 serd escolhido mais tarde.

Entao w,, satisfaz

P
n

—A,wp(y) = A\, h(Any + T, Spw,(y)) em B(0,6,A;")

=)
Sh

com w,(0) = maxw, = 1. Pela hipétese (H}) e a continuidade de h, temos

2ps” + C > h(x,s) > gs" -C

para s > 0 e uma oportuna constante C'. Por simples cédlculos obtemos

M T (A, Snywn(y) > =D, wn(y) > A X (Any Sy wn(y) (3.19)
onde
= AP "
T (A, Sp,w,) = 5571702,0102 + CSﬁ T
AL o, A
I(Ana Sn7 wn) = nglfa §wn - 05271
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Agora escolhemos A, tal que \,5A? = Sp=1=7 Como S, — o0 e A\, > X, concluimos que

A, — 0 e )\ns’gﬁl — 0. Logo, para n grande, a desigualdade (3.19) se torna |A, w,(y)| <
4w? +1 < C. Esta estimativa nos permitird usar os teoremas de regularidade para o operador
p—Laplaciano dados em [Tol84].

Se Q,, é o dominio re-escalado, entao (passando a uma subsequéncia) temos que ou 6, /A, —
+00 (e entdo ©, tende a RY) ou 6, /A, — const (e entao (2, tende a um semiespago). Agora,
fixe-se um conjunto aberto Q tal que QCQ, para n suficientemente grande. Como w, é
uniformemente limitado em L* por construgao, usando [Tol84, Theorem 1], obtemos que para
todo compacto € C Q, existem constantes o € (0,1) e C' > 0 tais que [wallera@y < C.
Usando um procedimento diagonal concluimos que, passando de novo a uma subsequéncia,
w, — w na norma C' em conjuntos compactos, onde w é uma funcdo C' definida em RY ou
num semiespago. Finalmente, tomando limite na desigualdade (3.19), obtemos que w satisfaz,
em sentido fraco, as relagoes

4w’ > =A,w > we,
w >0, (3.20)

w(0) = maxw = 1;

isso contradiz os teoremas de tipo Liouville nos lemas 3.26 (no caso de RY) e 3.27 (no caso do
semiespago).

Esta contradi¢ao prova que ||ul|,, < C para qualquer solugdo do problema (Py) com A > X,
isto é, a afirmagao (1) do Lema.

A afirmagao (2) segue agora dos teoremas de regularidade em [Lie88]. [

3.5 Um teorema de tipo Liouville

Nesta secao provaremos o teorema de tipo Liouville 3.11, combinando uma desigualdade de
tipo Harnack com a proposicao 3.19 abaixo.

Teoremas de tipo Liouville em RY ou num semiespaco sdo muito importantes para estudar a
geometria das solugoes ou para obter estimativas a priori, usando um argumento onde é obtido
um problema limite para o qual nao existem solugoes, conforme fizemos no lema 3.18 acima e
faremos novamente na demonstracao do teorema 3.9.

Para a equacao —A, u = f(u), existem em literatura diferentes resultados de nao existéncia
de solugbes positivas nao constantes. Quando a fungao f é estritamente positiva em (0, 00),
vejam-se por exemplo [MP99] para RY e [Lor(7] para o semiespago; para uma ampla exposicao
sobre este tipo de resultados veja-se também [SZ02]. Para o caso de nao-linearidades de tipo
logistico, isto é, tais que f(0) = f(a) =0, f(u) > 0em (0,a), e f(u) < 0 em (a,0), vejam-se
[DD03, DGO02]. Infelizmente, os resultados citados ndo funcionam se f > 0 mas possui zeros

em (0, 00), como acontece no problema limite que surgird na prova do teorema 3.9.
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Para obter o nosso resultado envolvendo nao-linearidades com zeros, primeiramente esten-

deremos ao caso do p—Laplaciano um resultado sobre o Laplaciano devido a [Red86].
Proposicao 3.19. Seja w uma solugdo fraca de classe C' da equagdo
~A,w = f(w) em RN,

onde f € uma fung¢do continua e ndao negativa. Entao temos que infgy w = —o0, ou infpy w

¢ um zero de f.

Demonstrac¢ao. A primeira parte da prova segue as mesmas linhas da prova em [Red86, Theorem
1]: suponha-se por contradi¢ao que infgy w = M € R com f(M) > 0. Sejam
U(r) = inf w(z) e My(r)= inf w(z),
|z|=r lz|<r

assim temos necessariamente que My(r) — M quando r — oc.
Pela continuidade de f, existe um ry suficientemente grande e um « > 0, tais que f(w) > a >0
sempre que M < w < My(ro).

Afirmamos que U(r) é estritamente decrescente para r > ry. De fato, se nao fosse, existiriam
r1 e 1o satisfazendo rg < r; < 79 e tais que U(ry) < U(rg), isto é, w deveria ter um minimo em

{z: |z| < re}. Como neste caso w deveria satisfazer

-A,w>0 em B,,,
w>U(ry) em 0B,,,

resulta do lema 3.23 que w > U(ry) em B,, ou w = U(ry) em B,,: a primeira possibilidade
contradiz U(ry) < U(rs), por outro lado, pela definigdo de My, temos que se w = U(ry) em B,
entao My(rg) = Mo(r2) = U(rs), e por consequéncia —A,w > a > 0 em B,,, o que é impossivel
para uma funcdo constante: isso prova a afirmacao que U(r) é estritamente decrescente para
r>To.

Seja agora
v(z) = (p;l) Nﬁ|:p|ﬁ ’
p
isto ¢, uma solugao radial de
—A,v=—1 em RV,
v>0, v(0)=0.
Considere-se W = w+dv com 6 > 0: como lim,—, v(z) = +00, W possui um minimo. Como

U(r) é estritamente decrescente para r > rg, podemos escolher § suficientemente pequeno

para que exista um minimo em algum ponto zp com |xg| > 19 € w(xg) < My(rg). Logo,



46 CAPITULO 3. PROBLEMAS SUBCRITICOS COM ZEROS

f(w(xg)) > a > 0. Escolha~se 67! < a/2. Somando uma constante, podemos assumir que
W (zo) = 0, além disso, Vw(zg) + 0Vov(zy) = 0.

Afirmamos que de fato Vw(z) = Vu(z9) = 0. Se nao for assim, ambos os gradientes seriam
diferentes de 0, e poderiamos argumentar como em [AR06, p.853] para obter uma vizinhanga
B de xy na qual |[Vw| >0, |Vv| > 0, Vw-Vv <0, e w+ v satisfaz

T(w+6v) = f(w) — ' > a/2,

onde T é um operador linear e uniformemente eliptico da forma Tu = — div [A(z)Vu] cuja
matriz de coeficientes A(x) depende de Vw e Vv (compare-se também com [GV89]): a elipti-
cidade uniforme é consequéncia de termos assumido que ambos os gradientes diferem do vetor
nulo em z. Como W|gp > 0, concluimos W|g > 0, pelo principio de méximo forte aplicado
ao operador 7" em B. Mas isso é impossivel pois W (zy) = 0. Logo Vw(xy) = Vu(zg) = 0,
como afiramos.

Por outro lado, isso também nao pode ser pois Vv = 0 apenas na origem. Isso completa a

demonstracao. O]
Demonstraremos agora o nosso teorema de tipo Liouville.

Demonstracao do teorema 3.11. Temos dois casos:

Caso N < p. Como w é p—super-harmonica, concluimos que w é constante pelo ponto (a)
do lema 3.26. A conclusao segue imediatamente.

Caso N > p. Usaremos a proposi¢ao 3.19 e uma estimativa de tipo Harnack (veja [SZ02]).
Primeiramente observe-se que se w > @ entao a mudanca de variaveis v = w — @ transforma o

problema (3.2) no problema

_APU:f<U+a)7
v >0,

em RY, (3.21)

Pela hipdtese (f2), temos f(v + @) > yv?. Segue entao do ponto (b) do lema 3.26 que v = 0,
ou em outras palavras w = a.

Consideremos entao o caso em que infpy w < @: assim a proposicao 3.19 implica que
infpy w = 0.

Agora observe-se que existe um d > 0 tal que, para u > 0, temos
Su” —uPt < flu) < A’ +1). (3.22)

De fato, para u < @, temos f(u) + uP~' > uP™! e para u > @, segue da hipStese (f2) que
fu) +uP~t > ~y(u—a)° +aP!. Entao a primeira desigualdade em (3.22) estd satisfeita se § é
escolhido suficientemente pequeno, enquanto a tltima desigualdade é a hipé6tese (f4). Como as
desigualdades (3.22) estao satisfeitas para w, o resultado de tipo Harnack em [SZ02, Theorem V]|
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implica que, para todo R > 0, existe uma constante ¢(R) tal que supp, w < ¢(R)infp, w, para
toda bola Bgr de raio R.

Pela hipétese (f3), podemos escolher ¢ € (0,a) tal que f(¢)/ (#*~') > b/2 para t € (0,¢).
Seja entdo R > 0 tal que o primeiro autovalor do p—Laplaciano em Bp, satisfaca A (Br) < b/4-
Como a proposicao 3.19 nos garante que infzy w = 0, podemos encontrar um ponto xg tal
que Br(zg) (a bola de centro ) satisfaca infp, () w < ﬁ Logo, pela desigualdade de
Harnack acima, w < € <@ em Bg(zg). Seja agora ®; a primeira autofungao do p—Laplaciano
em Bg(zg).

p
@7
wp—1

Suponha-se que infg, ;) w > 0: isso implica que estd em WHP(Bg(zg)). Pela identi-

dade de Picone (veja-se o lema 3.28), temos

q)p
/ v( 11) |Vw|p—2wg/ |Vd>1|p:)\1(BR(xR))/ 5
Br(zr) wP Br(zr) Br(zr)

Por outro lado, por (3.2) e por como foi escolhido &,

P oY b
/ V( ) Vw2V = / fw)-21 > / Uogr,
Br(zr) wP Br(zr) wp Bgr(zg) 2

o que é impossivel sendo que A\;(Bg(zg)) < b/4. Logo infp, @z w = 0 e pela desigualdade de

Harnack w = 0 em Bg(zg). O lema 3.23 agora implica que w = 0 em qualquer bola maior, e

logo em todo RY. Isso termina a demonstracao. O]

3.6 Comportamento assintético das solucoes

Nesta secao, estudaremos o comportamento assintético das solugoes com respeito ao parametro

A, demonstrando os teoremas 3.7-3.9.

Demonstracao do teorema 3.7. (A — 0). Suponha-se por contradigao que exista C' > 0 tal que
uy < C, e seja D tal que h(z,u)/uP™' < Dby para 0 < u < C. Se AD < Ay, entdo

/Q|Vu>\|p—)\/gﬁ(:z:,u,\)u)\ < )\Dbo/ﬂuf{ < Al,b/ﬂb(x)uﬁ,

isto contradiz a desigualdade (3.1). O

Demonstracao do teorema 3.8. (A — A1p). Considere-se uma sequéncia {(uy,, Ay) bnen sendo
u, uma solugao de classe C! de (Py,), u, < ae A\, = A,. Como |luy, ]|, ¢ limitado por Ay,
procedemos como na prova do lema 3.18 para concluir que, passando a uma subsequeéncia, uy, —

u na norma C! em Q e assim u é uma solu¢ao nao-negativa do problema (P, ,), satisfazendo



48 CAPITULO 3. PROBLEMAS SUBCRITICOS COM ZEROS

u < a.

Por outro lado, se u # 0, pela hipétese (Hs) e por (3.1), obtemos

/ Vul? = A, / R, u)u < Au / by < / Yl
Q Q Q Q

que é uma contradicao. O

Demonstracao do teorema 3.9. (A — o0). Considere-se uma sequéncia {(u,, \y) tnen sendo u,
uma solugao de classe C! de (Py,), ed1p < uy, € Ay, = +00. Pelo ponto (1) do lema 3.18 temos
que ||u,|l, < C.

Fixe-se um ponto zg € Q e seja §y = dist(xg, dQ). Com um argumento parecido ao usado na

prova do lema 3.18, definamos agora wy,(y) = u,(A,y + o), de maneira que
—Apw,(y) = /\nAfJL(Any + zo,wn(y)) em B(0,00A; ")

e wy(0) = uy ().

Escolhamos A,, — 0 tal que A\, A? =1 e, como na prova do lema 3.18, obtemos (sendo wy,
limitada em L* pela limitagao a priori) também uma limitagao uniforme na norma CH nos
conjuntos compactos, para algum a € (0,1). Logo, passando a uma subsequéncia, w, — w na
norma C! em conjuntos compactos, onde agora w é uma funcao de classe C' definida em RY,
pois 6g/A, — oc.

Como h é continua, w é uma solugao fraca do problema

—A,w = h(zg,w) em RV

w > 0.

(3.23)

Pelas hipéteses (Hy ... Hy) e (Hy), h(zo, -) satisfaz as hipéteses do teorema de tipo Liouville 3.11,
assim podemos concluir que w = 0 ou w = a(zy).

Por outro lado, w nao pode ser identicamente zero por causa da estimativa €¢;;, < u,.
Concluimos que (passando de novo a subsequéncia) u,(zo) = w,(0) = a(zg). Como o mesmo
argumento vale para qualquer subsequéncia, deduzimos que de fato u,(xg) — a(xg). Como

o € ) é arbitrario, isso implica que u,, — a pontualmente em {2 quando A — +oo0. n

Observagao 3.20. Observe-se que as solugoes obtidas no teorema 3.5 satisfazem a estimativa
expip < uy onde, como observados na observagcao 3.12, o valor de €y pode ser escolhido de
maneira independente de X, se este ultimo estd acima e destacado de A1 y. Logo o teorema 3.5

nos fornece de fato solugoes que satisfazem os pedidos do teorema 3.9.

Observacao 3.21. Observe-se que a convergéncia pontual € um resultado mais fraco com res-

peito ao obtido em [Tak07b], onde a convergéncia era uniforme em subconjuntos compactos de
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Q; por outro lado, no caso considerado por Takeuchi, a nao-linearidade era negativa depois do
zero, de modo que seu resultado se aplica apenas aquelas solugoes do nosso problema que ndo

superam a(x).

Observagao 3.22. No caso particular a(z) = 1, o teorema 3.9 implica que se uy < 1, entdo
lurll, — 1, mas nao € suficiente para afirmar que ||uy||,, — 1 no caso general, sendo a

convergéncia apenas pontual.

3.7 Apéndice

Nesta apéndice incluimos os resultados conhecidos mais importantes que foram usados nas

secoes anteriores.

3.7.1 Principios de maximo para o p—Laplaciano

Sobre o principio de méaximo para o operador p—Laplaciano, existe uma ampla literatura; de

fato, precisamos utilizar varios resultados diferentes que listamos a seguir.

Lema 3.23 (Theorem 5 em [Vaz84|, veja-se também Theorem 1.1 em [PS04]).

Suponha-se que u € C*(Q) satisfaga, em sentido fraco,
—Ayu+ f(u)>0, uwu>0 em ),

onde Q é um aberto conexo em RN e f € continua. Suponha-se também que, para algum p > 0,
valha f(s) = 0 para s € [0,p1) ou f(s) > 0 para s € (0,p) e [[F(s)]""/Pds = +oo. Entio
u(zo) = 0 para algum xo € Q implica u =0 em Q.

Em particular, f(s) = s? satisfaz as hipdteses para ¢ > p — 1.

Lema 3.24.
Para A >0 e f,g € L>(Q), sejam u,v solugoes das equagoes

—Apju+ MulPPu=f em Q,
—Apu+ AP Pu=9g em Q,

onde 2 € um dominio limitado com fronteira suave. Entao:
a) Se f<gemQeu<vemd, entdou < v em ).

b) Se0< f<geu=v=0 emIQ, entao u << v.
v
an
subconjunto compacto w C 2, existe um e > 0 tal que f+¢e < g q.t.p. em w. Em particular, se

Aquiu << v significa queu < v em 2 e % > 2% em 0N, enquanto f < g significa que para todo

f,g sdo continuas e f < g em §2, entao f < g.
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A afirmagao (a) pode ser encontrada no Theorem 2.4 de [AR06] e foi demonstrada em
[Tol83]; a afirmacao (b) é a Proposition 4.3 de [DFGUQ9], que corrige e completa o Theorem
2.6 de [ARO06].

Lema 3.25 (Theorem 1.4 em [Dam98]).

Suponha-se que u,v € C*(Q) satisfacam, em sentido fraco,
—Apu+Au < —A,v+ Av, u<ov em £,

onde Q) é um aberto conexo em RN e A € R.
Seja Z ={x€Q: Vu=Vv=0}; sexg € Q\ Z e u(xy) = v(zg), entio u = v em toda
a componente conexa de Q\ Z que contém xy. Se p = 2 a conclusdo vale também com € no

lugar de Q\ Z.

3.7.2 Teoremas de tipo Liouville

Lema 3.26.
a) (Theorem IT em [SZ02]) Se u € C*(RY) satisfaz, em sentido fraco,

—A,u>0, u>0 em RY

e se N < p, entao u € constante.
b) (Theorem 2.1 em [MP99]) Se u € C*(RY) satisfaz, em sentido fraco,

—APUZuq_l, w>0 emRY
ese N>p, qe€ (1,p), entdou=0.
Lema 3.27 (Theorem 3.1 em [Lor07]).

Seja RY o semiespago (aberto) em RN e C' > 0; se u € C*(RY) satisfaz, em sentido fraco,
Cud=t > —Apu > W u>0 em ]Rf

e se q € (p,ps), entaou=0.

3.7.3 Identidade de Picone

A seguir enunciamos uma estimativa que que foi usada numa prova deste trabalho, e que é

consequéncia de uma estimativa de tipo Picone (veja-se [AH98, Sha00]).

Lema 3.28. Sejam u,v € W,oP(Q) N C(Q) tais que u >0, v >0, e Ze W,oP(Q). Entio
v

loc loc

uP
/v(vp‘l) Vel iy =
Q
u\P-t uU\P
= J— p72 _ o = P< p
/Qp(v> Vu|VulP~*Vov — (p 1)(@) Vol _/Q|Vu| . (3.24)

Além disso, a igualdade vale se e so se u = cv em ) para alguma constante ¢ > 0.




Capitulo 4

Solucoes positivas para uma
nao-linearidade critica ou supercritica

COIl Zeros

Neste capitulo descreveremos os resultados do trabalho [ILM10]: procuramos por solugoes fracas

positivas de classe C*(Q) para o problema

—Apu=Af(u) em Q,

(ILy)
u=>0 em Of),

onde © é um dominio convexo e limitado em RY com fronteira suave, N > p > 1, A é um
parametro positivo e f satisfaz f(0) = f(1) = 0, f(z) > 0 para todo = ¢ {0;1}; mostrare-
mos a existéncia de pelo menos duas solucoes positivas para A grande, sem restrigoes sobre o

crescimento no infinito da nao-linearidade.

4.1 Enunciado dos resultados

Consideraremos as seguintes hipdteses sobre f.
(Fy) f : [0,400) — [0,400) é uma fungdo continua que também ¢é localmente Lipschitz

continua em (0,00); f(0) = f(1) =0e f(z) > 0 para z & {0;1}.

(Fy) liminf /()

s—0+ sp1

> 1.

(Fy) Existem v >0e o € (p—1,p. — 1) tais que
f(t)

= t— 17

)

onde p, denota o expoente de Serrin, dado por p, = (]X,:l;p .

o1
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(Fy) Existem k > 0 e T > 1 tais que a mapa t — f(t) + kt?~! é crescente para t € [0, T].
Nosso resultado é o seguinte.

Teorema 4.1. Seja Q um dominio convexo e com fronteira suave. Entdo, nas hipdteses (F}
... Fy), existe \* > 0 tal que o problema (I1) possui pelo menos duas solugoes fracas positivas
de classe C': uy y, ugy, para A > \*.

Além disso, estas solugoes satisfazem |Jui x|l — 17 e |luan]|, — 17, quando X — oco.

Um simples exemplo de uma funcao f satisfazendo as quatro hipdteses do teorema acima é
fu) =vPte"|l —u|? como € (p—1,p, — 1).

4.1.1 Alguns comentarios sobre o problema

Se f satisfaz também as hipoteses do capitulo anterior, entao os resultados que ja obtivemos
nos garantem a existéncia de duas solugoes para o problema (II,) se A for maior que o valor
A1, definido na pagina 32 e também que ambas as solucoes tendem pontualmente a 1 quando
A — 00.

Lembramos que para este resultado de convergéncia pontual usamos (na prova do teorema
3.9) um argumento de blow—up centrado num ponto arbitrario de 2 e o teorema 3.11 (teorema de
tipo Liouville em RY para uma funcio com zeros). Como comentamos na observagao 3.10, um
resultado mais forte poderia ser obtido centrando o blow-up no ponto de maximo da solucao,
mas fazendo assim nao saberiamos se estes maximos das solucoes se mantém destacados da
fronteira de {2 ou nao, implicando que o problema limite poderia ser em um semiespago em vez
que no R¥ inteiro, e o teorema 3.11 nao considera este caso.

Como agora pretendemos considerar nao-linearidades que podem ter crescimento supercri-
tico, nao podemos usar diretamente técnicas variacionais, como fizemos no capitulo anterior.
Por esta razao truncaremos a nao-linearidade e procuraremos por solugoes que estejam abaixo
do ponto de truncamento. Para fazer isso precisamos obter uma estimativa para a norma L*°
das solucoes, e entao precisamos ter certeza, ao aplicar o argumento de blow-up, que os pontos
de maximo se mantenham longe da fronteira de €2, para que o problema limite esteja definido
em todo RY e nao apenas num semiespaco. Isso serd obtido assumindo a convexidade de Q e
usando os resultados em [DS04].

Infelizmente os resultados em [DS04] valem para nao-linearidades localmente Lipschitz e
estritamente positivas. A primeira condi¢do impée uma restri¢ao sobre p e N (de fato, a
hipétese (F3) nao pode ser satisfeita por uma fun¢ao Lipschitz se p < 2 e N é grande, veja a
observacgao 4.2) enquanto, devido a segunda condigao, precisaremos resolver primeiramente um
problema auxiliar, no qual somamos uma perturbacao que torna a nao-linearidade estritamente
positiva para v > 0. Uma primeira solucao para o problema perturbado é obtida via sub e

supersolugoes, e uma segunda usando grau topolégico (veja as proposicoes 4.6-4.7).
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Enfim, a primeira solucao do teorema 4.1 serd exatamente a mesma do teorema 3.2, isto
é, a obtida via sub e supersolugoes, enquanto a segunda é obtida como limite das solugoes
do problema perturbado. Como precisamos distinguir entre as duas solucoes, é fundamental
saber que uma estd abaixo de 1 e a outra nao: por esta razao, no lugar do teorema do Passo
de Montanha usado no capitulo anterior, a segunda solugao para o problema perturbado sera
obtida usando grau topolédgico, que tem a vantagem de fornecer a informacao adicional que seu

maximo é maior que a supersolugao disponivel.

Concluimos esta introdugao com alguns comentérios sobre as hipoteses.

Observacao 4.2. e A hipdtese (Fy) € classica para termos uma subsolugao quando \ estd
acima do primeiro autovalor do operador. Corresponde a hipdtese (Hs) do capitulo ante-
rior, mas aqui pedimos apenas uma limitacdao inferior pois nos ocupamos apenas do caso
A grande.

Por outro lado, a funcao constante 1 é sempre uma supersolugdio para (I1)), mas nao o
serd mais para o problema perturbado: a hipdtese (F3) serd usada para obter uma familia
de supersolucoes, em particular uma supersolucao estritamente abaixo de 1 e uma estri-

tamente acima: 18so nos ajudard a distinguir as duas solu¢oes quando tomaremos limite.

o A hipétese (F3) € necessdria também para obter a desigualdade (4.2) mais adiante para
a nao-linearidade truncada, o que € necessario para aplicar o teorema de tipo Liouville
3.11. De fato, esta hipdtese reiine a (Hz7) do capitulo anterior, que também era usada para
aplicar o teorema 3.11, com a condi¢do no caso (b) a pagina 33, que impede a formagao
de solugoes com flat cores, de fato, se este fenomeno pudesse ocorrer seria dificil separar

as duas solucoes para obter o resultado de multiplicidade esperado.

o A hipétese (Fy) € o andlogo da (Ms) do capitulo anterior e também serve para poder aplicar
o método de sub e supersolucoes e os principios de comparacao para o p— Laplaciano.
Destacamos porém que no capitulo anterior precisavamos pedir esta hipotese para todo t >
0 e também impor explicitamente a condi¢ao (4.2); aqui estas hipdteses sao substituidas
pelas condigoes locais (F3) e (Fy), sendo que as condig¢oes globais (4.2-4.3) poderao ser

impostas no momento de truncar a nao-linearidade.

e Observe-se que o teorema 4.1 € significativo apenas para p > 4/3, além disso, se p €
(4/3,2) temos uma limitagao superior para a dimensao N: de fato, a hipdtese (F3) €
realizdvel por uma funcdao Lipschitz apenas se o expoente de Serrin p, for maior que 2, o

que implica, para p < 2, que p < N < p/(2—p), e isso nao pode ser satisfeito se p < 4/3.
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4.2 Preliminares

Denotaremos por A; o primeiro autovalor de (—A,) em € e por ¢; a primeira autofuncio, que
como ja vimos pode ser escolhida positiva em ).

Pela hipétese (F3) existem R > 1 e 4" > 0 tais que f(t) > +'|t — 1|7 para t € [1, R]; sem
perda de generalidade podemos supor que R < T, sendo T como na hipé6tese (F}). Entao

podemos truncar f como segue

f(t*t), t<R
fr(t) = (4.1)

onde tT = max{0,¢}. Com esta defini¢ao, fr possui um crescimento no infinito de tipo poténcia

com expoente abaixo do expoente de Serrin e satisfaz as seguintes propriedades:

fr(t) > A"t — 1|7 parat>1 (4.2)
R
se 7/ = min {7’,%} >0e
a mapa t — fr(t) + ktP~* é crescente para t € [0, c0), (4.3)

onde k é como na hipdtese (Fy).
A propriedade (4.3) nos permitird usar o método de sub e supersolucoes e os resultados de
comparagao, enquanto (4.2) e o crescimento de fg, junto com (F}) e (Fy), implicam que fg

satisfaz as hipdteses do teorema de tipo Liouville 3.11.

Consideraremos entao o problema auxiliar

—Apu=Ar(u)+ 7wt em Q,

(Q)\,T)
u=">0 em OS2,

onde 7 é um parametro nao negativo.
Observemos que, exatamente como no capitulo anterior, as solugoes nao triviais do problema
(Qx.r) sao estritamente positivas e, pela hipétese (F}) e como o < p, — 1, estao em C1*(Q) para

algum « € (0,1); além disso, como fr > 0, (@) ndo possui solugdes positivas quando 7 > A;.
O lema a seguir segue dos resultados em [DS04], e serd usado em nossas demonstragoes.

Lema 4.3. Nas hipdteses (Fy), (F3) e por como foi construida fr, se ) € convexo, eziste
dq > 0, que depende apenas de Q (e nao de f, R, T e \), com a sequinte propriedade: para toda
solugdo fraca u € CH(Q) de (Qx,) com T > 0, existe um ponto x € Q tal que dist(z,00Q) > dq
e u(z) = [|ull-

Nosso objetivo serd obter uma solugdo para (@) como limite de solucoes de (Q)y,) com
7 > 0, de maneira que as conclusoes do lema 4.3 serao validas também para esta solucao. Assim

serd possivel mostrar que, para A grande, esta é também uma solucao para (II,).
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4.3 Demonstracoes

Nosso primeiro passo serd obter estimativas a priori para as solugoes de (@, r); destacamos que
este resultado vale inclusive para 7 = 0. O lema a seguir é o andlogo do lema 3.18 do capitulo

anterior.

Lema 4.4. Suponha-se que as hipdteses (Fy) e (F3) estejam satisfeitas e que fr seja definida

como em (4.1).

(1) Dado A > 0, existe uma constante D5 tal que, se u € C'(Q) € uma solugio fraca positiva

do problema (@) com \ > X et >0 entio

lullo < D5

(2) Fizado N > 0, ezistem constantes C\ > 0 e a € (0,1) tais que a sequinte estimativa
também wvale para todo T > 0:
Jullre@) < Cx- (4.4)

Demonstracao. Procedendo como na prova do lema 3.18, podemos supor por contradi¢ao que
exista uma sequéncia {(un, An, Tn) }nen sendo A, > X, T. > 0 e u, uma solucao positiva de
classe C* do problema (Qy, -, ), tal que S, := maxg u, = u,(x,) — onde {x,} C ¢
uma sequéncia de pontos onde o maximo é atingido. Observamos que como por enquanto nao
estamos supondo 7 > 0, esta sequéncia poderia nao estar destacada da fronteira de 2.

Definindo ¢,, e w,, como anteriormente temos que agora w,, satisfaz

() = M fulSuen()) + TaALanly) em B(O,8,477) (4.5)
¢ w,(0) = maxw, = 1. Escolhamos A2 = \~157=1=9 f(R)"1R%: como S, — 00, A, > A €
T, < A1 (sendo que nao existem solugdes positivas de (Qy,) para 7 > Ay), concluimos que
A, — 0 e 7,A? — 0. Dessa maneira, o termo da direita de (4.5) torna-se % +o(l) e
logo é limitado pela continuidade de f e a definicao de fg.

A partir desse ponto podemos continuar exatamente como na prova do lema 3.18, obtendo
que, a menos de subsequéncia, w, — w na norma C! em conjuntos compactos, onde w é uma
funcao C! definida em RY ou num semiespaco.

Tomando limite em (4.5) e usando (4.1) obtemos que w satisfaz (3.20), em sentido fraco, com
—Ap,w = w’ e de novo isso contradiz os teoremas de tipo Liouville enunciados nos lemas 3.26 e
3.27, mostrando que |lul|, < C para qualquer solugao do problema (@) com A > NerT >0,
isto é, a afirmagao (1) do lema, e também para qualquer solu¢do com um A fixado e 7 > 0.

Neste segundo caso, usando de novo os resultados de regularidade de [Lie88], obtemos a

limitagdo uniforme também para a norma C®, como na afirmagao (2). O
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Agora procuraremos uma familia de supersolucoes: para isso, definamos primeiro e €
W,y (Q) como a solugao de
—Aye=1 em (),
e=0 em 02,

e ponhamos n := ||| -

Lema 4.5. Na hipdtese (F3), para todo X > 0 ezistem 73,65 > 0 tais que ve = 1 + & + 2—26
€ uma supersolugao para (Qy ) para todo & € [—0y,0,/2] e 7 € [0,75). Além disso, podemos

escolher 0y sendo uma funcdo nao crescente de .

Demonstracao. Fixado A > 0, pela hipdtese (F3) temos que
Mr(t
lim Irlt)

t—1 |t — 1|p—1

=0

p—1 _
lt=1] < (5)19 ! para [t — 1] < 0. Como esta

8n 8n

estimativa continua valendo para valores menores de A\ deduzimos que ¢ pode ser escolhido

e logo existe § > 0 tal que Afg(t) < (

como uma funcao nao crescente de \.
Se 7% > 0 é tal que TuP~! < (%)TF1 para T € [0,7*), u € (0,1 + 0], entao
5\
Mr(u) + TuP™t < (4—) para T € [0,77), u € [1 — 4,1+ 4] .
n

Definindo ve = 1+&+ ﬁe, temos que ve € [1—9,14 0] sempre que 7 € [0,7%), £ € [-4,0/2]

e logo

5 \"! b1
—Ayve = in >/\fR(v§)+7'v§ ,

0 que mostra que vg ¢ uma supersolugao. O]

Agora podemos provar a existéncia de uma primeira solu¢ao para (@), ) usando o método

das sub e supersolugoes: Para fazer isso precisaremos da hipdtese (Fy).

Proposicao 4.6. Se as hipdteses (Fy ... Fy) estao satisfeitas, entdo o problema (Qx,) possui
uma solugao positiva ui y, <1 para A > X\ e 0 <7 < 73,

Além disso, vale a sequinte propriedade: dado N > \y existe € > 0 tal que e¢y < Uy, <1
para todo A > X\ e T € [0,75).

Demonstracao. Usando (F») podemos, como na demonstragao do teorema 3.2, encontrar um
e > 0 (pequeno quanto quisermos) tal que Afg(t) > \tP~! para todo ¢ € (0, max {e¢;}) e todo
A > X > \p; logo ¢y é uma subsolucio para o problema (Qy,) para todo 7 >0 e A > A (veja
também a observagao 3.12).

Para 7 € [0, %), temos também a supersolugao v_s, < 1 do lema 4.5; como ¢, é ndo crescente
em A, podemos escolher € tal que e¢; < v_s, /2 para todo A > X. Logo o método das sub e

supersolucoes nos fornece uma soluc¢ao u; ) com as propriedades enunciadas. Il
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Agora, trabalharemos com 7 > 0 e mostraremos a existéncia de uma segunda solucao:
usaremos um argumento de grau topoldgico, adaptando um resultado obtido, para p = 2, por
de Figueiredo e Lions em [dFL85].

Proposicao 4.7. Nas mesmas hipdteses da proposi¢io 4.6, se X > A\ e 19 € (0,7%), entdo

(Qxr) possui uma sequnda solugao positiva us .. Além disso, ||ugx x|l > 1.

Demonstragao. Fixemos A > \; e denotemos por X o espaco de Banach das funcoes C! definidas

em € que valem 0 em 952, com a norma usual de C'. Como no capitulo anterior escreveremos
o)
ov
k como em (4.3) e definamos K, : X — X da seguinte maneira: K,v = u, onde u é a unica

u << v quando u < v em () e % > em 0f), onde v denota a normal externa a 0. Seja

solugao do problema de Dirichlet

—Aju+ NkuP~t = Afr(v) + (Ak 4+ 7)vP~t em Q,

(4.6)
u=20 em 0f);

a mapa K, assim definida é compacta.

Consideremos o conjunto aberto e limitado
O:{UGXZ HU”X <C)\+B)\+1, u>>8¢1},

onde Cy, By > 0 serao escolhido mais tarde (veja-se em (4.7) e (4.9), respectivamente) e € > 0
¢ como na demonstracao da proposicao 4.6, de modo que €¢; < 1 e é uma subsolucao estrita
para todos os problemas (@, ,) com 7 > 0 (em particular \(£¢1 )P~ < Afr(e¢1)).
Precisaremos ter 0 ¢ (I — K;)(00) (isto é, nao ter solugoes de (@) em 00), de maneira
que o grau deg(I — K, O, 0) esteja bem definido e nao dependa de 7. Para obter isso escolhemos

a C) do lema 4.4 parte (2), de maneira que
Julx < Cy (4.7)

para todas as possiveis solugdes de (@) com 7 > 0.
Além disso, afirmamos que qualquer solucao u de (@ ;) satisfazendo u > ¢ em €2, também
satisfaz u >> ¢, (e entdo nao esta em 00).

De fato, procedendo como da demonstracao do teorema 3.5, temos

—Apu+ NeuP™! = Mr(u) + Ak + 7)ur~!

(4.8)
—Ap(ed1) + Mk (e1)P™h = Ai(eg)PH 4+ (A +7)(egr)P

por (4.2) e como u > ¢y, obtemos A fr(u)+ (Ak+7)uP™t > A fr(eg1) + (A +7)(e¢1)P7!, e logo
vale uma desigualdade estrita entre as fungdes (continuas) que aparecem a direita em (4.8).

Logo, pela parte (b) do lema 3.24, a afirmagao fica provada.
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Dos célculos acima, deduzimos que
deg(l — K,,0,0) =0 paratodo 7 >0,

uma vez que (@) ) nao possui solugdes para 7 > Aj.

A partir de agora fixaremos 7 = 7y, consideraremos a supersolucao a := ve— > 1 do lema
4.5, e assumiremos que nenhuma solucao de (@, -, ) toque esta supersolugdo, pois se tocasse
seria ja a segunda solucao que estamos buscando e a proposi¢ao estaria provada. Usando a
estimativa para a norma L* em [Ana87a] e em seguida aplicando [Lie88] podemos ver que é

possivel escolher a constante By > 0 de maneira que
| Kvllx < By, Vvoe X: 0<v<a; (4.9)
consideremos entao o subconjunto aberto de O
O ={ue0:u<aemQ}

e afirmamos que deg(! — K,,,0’,0) = 1.
Observe-se que K, aplica @’ em O'. De fato, se v € O/, entdo || K, v||x < By por (4.9), e

se considerarmos u = K ;v temos

—Aya+ Ak aP™? > Mr(a) + (M + 10)aP ™t
—Apu + Nk uP™? = Mr(v) + (A + 7)0P L, (4.10)
—Ap(edn) + Ak (£01)P = Ai(ed)"™! + (M + 7o) (200)" 7,

logo, sendo e¢; < v < a, a parte (a) do lema 3.24 implica que e < K, v < a.

Seja agora uy € O e considere-se o mapa constante C' : O’ — O definido por C(u) = uy:
podemos ver que I — uK, (v) — (1 — p)ug, p € [0,1], é uma homotopia entre I — K, e
I — C em O que nao possui zeros em JO': de fato, se v € 90’ entdo (sendo O’ convexo)
wio (v) + (1 — pug € O para p # 1, de modo que serd diferente de v, enquanto para p = 1
temos v # K, (v) por estarmos assumindo que nenhuma solugao pode tocar a.

Logo deg(I — K,,,0’,0) = deg({ — C,0',0) = 1, como afirmamos.

Agora, aplicando a propriedade de excisdo, obtemos que deg(l — K,,,0\ O’,0) = —1,
implicando que (Q) 5,) possui uma solucdo uy € O \ O’; em particular, uy(z¢) > a(zy) > 1 em
algum ponto xy € €2, pois se nao fosse assim uy estaria em 00'; logo uy é distinta da uy » 5,

obtida na proposigao 4.6 e é a solugao us -, que afirmamos existir. Il

Agora, encontraremos uma solugdo para (Q»o) como limite das solugoes obtidas na pro-
posicao anterior; por consequéncia, esta solu¢ao herdara as propriedades enunciadas no lema
4.3.



4.3. DEMONSTRACOES 59

Lema 4.8. Nas mesmas hipoteses das proposicoes 4.6-4.7, supondo também €2 convexo, temos
que dado A > )y, existe uma solug¢@o ugxo do problema (Qyp), que satisfaz ||uz ol > 1.

Além disso, existe x € Q tal que d := dist(x,00) > bq e ugro(x) = |luzroll -

Demonstracao. Dado A > \; consideraremos uma sequéncia 7,, — 0 e nos concentraremos nas
solugoes u,, := us ) 5, obtidas na proposigao 4.7, assim sabemos que ||u, ||« > 1 e que, pelo lema
4.3, existe uma sequéncia {x,} C Q tal que d, := dist(z,,08) > dq e uy(T,) = ||tn -

Pelo ponto (2) do lema 4.4, temos uma limitacao uniforme para |[uyl/cia ) para algum
a € (0,1). Logo, passando a subsequéncia, u,, — u em C*(Q), sendo u uma solucio fraca e nio
negativa de (Qxp)-
Como ||uy|, > 1 obtemos ||ul|,, > 1, logo u é ndo trivial e entdo é positiva. Finalmente,
passando de novo a subsequéncia, z, — = € € com dist(z, ) > dg e tomando limite u(x) =
Jull.. .

O lema a seguir mostrara que, para A grande, a solugao do lema 4.8 é uma solucao também

para problema original (II,).

Lema 4.9. As solugoes ug xo do lema 4.8 satisfazem ||ug x|l — 1 quando X — oo.

Em particular, existe \* tal que se A > X* entao |luz ol < R.

Demonstracao. Dado n > 1, suponha-se por contradicao que exista uma sequéncia A, — 00

tal que as solugoes correspondentes u,, = usg y, o satisfagam ||u,|| > 7, em particular, pelo lema

4.8 existira uma sequéncia z,, € (2 tal que d,, := dist(z,,0Q) > dq € u,(x,) = ||uyll, > 1.
Agora repetiremos o argumento de blow—up usado na demonstragao do teorema 3.9, mas

centrado nos pontos z,, e nao mais num ponto fixado xg.

1
Pondo wy,(x) = u,(x, + A" x) podemos ver que w, satisfaz
—Apw, () = frlw,) em B(0,d,\Y7) (4.11)

e wy(0) = uy(zy).

Usando o mesmo argumento da demonstragao do teorema 3.9 obtemos uma limitacao uni-
forme para w, na norma C'® em conjuntos compactos, para algum « € (0,1) e logo, passando
a subsequéncia, w,, — w na norma C' em conjuntos compactos, onde agora w ¢ uma funcao de

. . 1
classe C! definida em RY, j& que d,\v/? — oc.

Entao, w é uma solucao fraca do problema

_pr = fR(’lU) €1 RN?

w > 0.

(4.12)

Pelo teorema 3.11 concluimos que w =0 ou w = 1.
Isso contradiz o fato que w,(0) = u,(z,) > n > 1, de modo que, pela arbitrariedade de 7,

o lema fica provado. n



60 CAPITULO 4. PROBLEMAS CRITICOS OU SUPERCRITICOS COM ZEROS

Podemos agora provar nosso resultado principal.

Demonstragao do teorema 4.1. A primeira solugao é uy 5, obtida na proposigao 4.6, e satisfaz
luixoll, < 1. Pelo lema 4.9 vemos que, para A grande, as solugoes uz o obtidas no lema 4.8
satisfazem 1 < |lug ol < R, logo s@o solugdes do problema original (IIy). Assim obtemos a
existéncia de uma segunda solucao.

Que [Jugx 0|, — 1 quando A — oo ja foi mostrado no lema 4.9.

Pelas hipéteses (Fy) e (Fh), se ty é o maior real tal que Af(t) > A\tP~! para t € (0,t,), entdo
tx — 1 quando A — oo. Como nenhuma solucao de (ITy) pode ser positiva e menor que ty,

deduzimos que também [Ju; o[, — 1 quando A — oo. O
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