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Resumo

O objetivo desta tese é estudar a geometria diferencial plana local de uma hipersu-

perf́ıcie regular M em IR4, usando a teoria de singularidades. Esta geometria é obtida

através do estudo do contato de M com retas, planos e hiperplanos. O contato com

hiperplanos (respectivamente, retas e planos) é medido através das singularidades dos

elementos da famı́lia de funções altura H : M × S3 → IR (respectivamente, famı́lia de

projeções P : M × S3 → IR3 e Π : M × G(2, 4) → IR2), onde S3 é a esfera unitária em

IR4, e G(2, 4) é a Grassmaniana de 2-planos em IR4.

Escrevendo M localmente na forma de Monge w = f(x, y, z) obtemos as condições

sobre os coeficientes da expansão de Taylor de f para identificar as singularidades genéricas

de Hu, Pu e Πu. Estudamos as estruturas dos conjuntos em M de um dado tipo de

singularidade, usando a aplicação Monge-Taylor e os teoremas de transversalidade de

Thom. Além disso, mostramos que existe uma relação de dualidade entre certos estratos

dos conjuntos de bifurcações de H e P , e deduzimos propriedades geométricas sobre estes

conjuntos. Estudamos também o comportamento de P em um ponto umb́ılico plano

parcial.

A famı́lia Π é de 4 parâmetros, portanto as singularidades genéricas que ocorrem são

aquelas de codimensão ≤ 4. Precisamos então completar a tabela de singularidades dos

germes IR3, 0 → IR2, 0 em [46]. Fizemos isso usando o programa “Transversal” feito

por Neil Kirk [27]. Obtemos critérios geométricos para reconhecer as singularidades de

codimensão ≤ 1 e para estabelecer quando Π é um desdobramento versal de Πu.



Abstract

We initiate in this thesis the study of the local flat geometry of smooth hypersurfaces

M in IR4 using singularity theory. This geometry is obtained by studying the contact

of M with lines, planes and hyperplanes. The contact with hyperplanes (respectively,

lines and planes) is measured by the singularities of the elements of the family of height

functions H : M × S3 → IR (respectively, projections to hyperplanes P : M × S3 → IR3,

and projections to planes Π : M ×G(2, 4) → IR2), where S3 is the unit sphere in IR4, and

G(2, 4) is the Grassmanian of 2-planes in IR4.

We write locally M in Monge form w = f(x, y, z) and obtain the conditions on the

coefficients of the Taylor expansion of f for identifying the generic singularities of Hu, Pu

and Πu. We study the local structures of the set of points in M of a given singularity type

using the Monge-Taylor map and Thom’s transversality theorems. We also show that

there is a duality relation between some strata of the bifurcation sets of H and P , and

deduce geometric properties about these sets. We study in more details the behaviour of

P at a partial flat umbilic point.

The family Π is of 4 parameters, so the generic singularities that occur in Πu are

of codimension ≤ 4. Therefore we need to complete the list of singularities of germs

IR3, 0 → IR2, 0 given in [46]. We do this using “Transversal”, a program elaborated by

Neil Kirk [27]. We also obtain geometric criteria for recognizing the codimension ≤ 1

singularities of Πu and for establishing when Π is a versal unfolding of Πu.
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Introdução

Nas últimas três décadas a teoria de singularidades não somente reinterpretou resultados

clássicos da geometria diferencial de subvariedades mergulhadas em IRn, mas também per-

mitiu a descoberta de resultados fascinantes sobre esta geometria. Estes novos resultados

seguiram da sugestão de René Thom que consiste em estudar o contato da subvariedade

com objetos degenerados tais como planos, retas, esferas, ćırculos, etc. Estes contatos são

medidos através das singularidades de algumas funções ou aplicações.

Em textos antigos da geometria diferencial encontramos a noção de k-ponto de contato

entre duas curvas planas. Para o contato entre uma subvariedade e uma curva a mesma

definição pode ser usada, mas para duas subvariedades quaisquer esta definição apresenta

problemas. O primeiro presente da teoria de singularidades para a geometria diferencial foi

a correta generalização da noção de k-ponto de contato. A idéia chave é a de equivalência

de contato K, introduzida por Mather. Montaldi [37] mostrou que se uma subvariedade

é parametrizada localmente por φ : IRs, 0 → IRn, 0 e a outra é definida localmente por

uma submersão ψ : IRn, 0 → IRn−r, 0 (ou vice-versa), o contato entre estas subvariedades

é medido pelas K-classes da composta ψ ◦ φ : IRs, 0 → IRn−r, 0. Na prática usamos o

grupo A, pois ele mede também o contato com as fibras vizinhas de ψ−1(0), e fornece

mais informações geométricas.

O primeiro trabalho então é de estudar as A-singularidades de germes de IRn, 0 →
IRp, 0. Existem listas de classificações para n + p ≤ 6. Gostaŕıamos de enfatizar que cada

caso (n, p) precisa ser tratado individualmente. Portanto, embora existam teoremas gerais

sobre a aplicação da teoria de singularidades à geometria de subvariedades M s ⊂ IRn, cada

par (s, n) tem suas peculiaridades e precisa ser estudado separadamente.

As informações geométricas sobre subvariedades obtidas através do contato com obje-

tos planos (tais como retas e planos) e esféricos (tais como ćırculos e esferas) são chamadas

respectivamente geometria plana e geometria esférica. Comentamos a seguir alguns casos

estudados. Ver [7] para os resultados sobre este assunto entre os anos de 1974 e 1994.
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Sejam Sn−1 a hiperesfera em IRn, com centro na origem e raio um e M ⊂ IRn uma

subvariedade de dimensão s. A famı́lia de projeções em retas, chamada famı́lia de funções

altura, é definida como

H: M × Sn−1 → IR

(p, u) 7→ 〈p, u〉.
A famı́lia de funções distância ao quadrado, é definida como

d2: M × Sn−1 → IR

(p, u) 7→ ‖ p− u ‖2.

Lembramos que o contato de M com hiperplanos (respectivamente, com hiperesferas) de

dimensão n−1 é medido através das singularidades da função altura H (respectivamente,

distância ao quadrado d2).

Para curvas planas, uma reta que tem um ponto de contato dois com uma curva

(ou seja, H tem uma singularidade A1) é simplesmente uma reta tangente, enquanto

ter um ponto de contato três (singularidade A2 de H) corresponde a uma tangente de

inflexão. Note que a maioria das curvas não têm contato maior com retas, na antiga

terminologia não existem ondulações sobre uma curva genérica. Para contato com ćırculos,

singularidades A1 de d2 correspondem à famı́lia a 1-parâmetro de ćırculos tangentes.

Temos um contato A2 se o ćırculo é o ćırculo de curvatura, e um contato A3 se o ponto

em questão é também um vértice (isto é, um extremo de curvatura). Esta é uma lista

completa de fenômenos genéricos.

Para curvas espaciais um plano tem contato A1 (isto é, H tem singularidade A1) se

ele é simplesmente o plano tangente, enquanto uma singularidade A2 acontece se o plano

é osculador. Este plano osculador tem contato A3 em pontos onde a torsão se anula, e

genericamente esta é a singularidade mais degenerada que podemos esperar. Para mais

detalhes, e em particular para uma análise do contato entre curvas espaciais e esferas ver

[11].

No caso de curvas a teoria de singularidades é muito próxima da teoria clássica, como

era de se esperar. Inicialmente isso também era verdade para superf́ıcies em IR3. O que é

mais espantoso contudo, é que esta teoria moderna rapidamente descobriu fenômenos que

descrevem importantes propriedades geométricas das superf́ıcies das quais a geometria

diferencial clássica não tem nenhum conhecimento.

Para superf́ıcies em IR3, a função altura é singular se o plano de contato em questão é o

plano tangente da superf́ıcie. A função altura não é estável (isto é, tem uma singularidade
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Ak≥2) precisamente nos pontos parabólicos. As cúspides de Gauss [2] são identificadas

com as singularidades da função altura do tipo A3. Existe uma famı́lia natural a dois

parâmetros de funções altura. O discriminante desta famı́lia é o dual da superf́ıcie, e o

conjunto bifurcação é a imagem do conjunto parabólico na esfera de Gauss. Discrimi-

nantes e conjuntos de bifurcações foram estudados por Arnold [1] (ver também [4, 6, 54]).

Resultados sobre estes conjuntos foram usados para estender os resultados clássicos sobre

a geometria plana das superf́ıcies. O teorema de transversalidade de Thom [24] e os de

Bruce [14] permitem estudar mudanças desta geometria em famı́lias a 1-parâmetro de

superf́ıcies [14].

O contato de uma superf́ıcie com uma reta de direção u é medido através das sin-

gularidades da projeção ortogonal na direção u. Estas singularidades são dadas pelas

singularidades dos germes IR2, 0 → IR2, 0, que foram estudadas por muitos autores, mas

a lista mais completa foi obtida por Rieger em [45]. A projeção é singular se u ∈ TpM .

A singularidade é do tipo Ak≥2 se u é direção assintótica, e do tipo lábios/bicos se u é

direção assintótica e p é ponto parabólico. O tipo das singularidades desta projeção dá

informações sobre o perfil da superf́ıcie, que é a imagem do conjunto dos pontos de M

onde a direção de projeção é tangente à superf́ıcie. O perfil é o discriminante da projeção.

As primeiras observações sobre o contato de superf́ıcies com esferas são devidas a

Thom, mas os trabalhos pioneiros nesta área são devidos a Porteous (ver [42, 43]). Esferas

tangentes a uma superf́ıcie têm seus centros na reta normal à superf́ıcie. Em um ponto

não umb́ılico o contato é A1 para todas as esferas com centros em NpM com exceção de

duas onde o contato com a superf́ıcie é Ak≥2. Estas esferas são as esferas de curvatura.

Existe uma curva de pontos sobre a superf́ıcie onde uma destas esferas de curvatura tem

contato A3 com a superf́ıcie. Esta curva, descoberta usando a teoria de singularidades,

se denomina “ridge” [41], e é usada para identificar objetos em imagem médica [50]. Em

pontos isolados sobre a curva ridge o contato pode ser do tipo A4. As singularidades

D4 de d2, ocorrem nos pontos umb́ılicos e dão informações sobre estes pontos e sobre a

estrutura do conjunto focal, que é o conjunto dos centros das esferas de curvatura [41].

Outros resultados desta geometria podem ser encontrados em [12].

Podemos também medir a simetria de uma superf́ıcie na vizinhança de um ponto em

relação a um plano em IR3. Isto é feito através das singularidades da aplicação dobra

cujas singularidades são aquelas das aplicações IR2, 0 → IR3, 0 estudadas em [19] e [53].

A aplicação dobra tem uma singularidade S1 se o plano em questão é gerado pela direção

normal e uma das direções principais da superf́ıcie no ponto estudado. A singularidade
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é S2, se além disso, o correspondente ponto da superf́ıcie focal é parabólico; S3 se este

ponto é cúspide de Gauss da superf́ıcie focal.

Outras descobertas interessantes sobre a geometria de superf́ıcies em IR3 vêm dos tra-

balhos de dualidade em [10, 19]. Foi mostrado que alguns componentes dos conjuntos

de bifurcações da famı́lia de funções altura (respectivamente, d2) e projeções (respecti-

vamente, aplicação dobra) são duais. Isto revela, por exemplo, mais informações sobre

os pontos umb́ılicos e uma estrutura rica da superf́ıcie focal. Ver também os trabalhos

[7, 13, 14] sobre este assunto.

Recentemente, iniciou-se o estudo de superf́ıcies (dimensão dois) em IR4. Em [29], J.

Little (1969), introduz alguns invariantes geométricos bem como alguns conceitos funda-

mentais, como direções assintóticas sobre superf́ıcies em IR4. Mas foi somente em [34] que

Mochida (ver também [23, 35, 36]) iniciou o uso de técnicas de teoria de singularidades

para estudar a geometria plana de tais superf́ıcies.

Nogueira [39], e Bruce e Nogueira [16] estenderam os resultados de dualidade, descritos

acima, para superf́ıcies e curvas em IR4 e em [18] as mudanças na geometria plana em

famı́lias a 1-parâmetro foram estudadas.

O objetivo desta tese é estudar a geometria diferencial plana local de hipersuperf́ıcies

regulares em IR4, usando a teoria de singularidades. Um exemplo natural de hipersu-

perf́ıcie é a hipersuperf́ıcie canal de uma superf́ıcie em IR4.

Começamos no caṕıtulo 1 dando as noções preliminares da teoria de singularidades

necessárias para desenvolver esta tese. Também damos algumas definições e conceitos

sobre a geometria de hipersuperf́ıcies em IR4.

No segundo caṕıtulo estudamos o contato com hiperplanos de uma variedade de di-

mensão 3 mergulhada em IR4. Obtemos as condições necessárias e suficientes para que

a função altura na direção normal tenha singularidades genéricas e condições para que a

famı́lia destas funções seja um desdobramento versal destas singularidades. Estendemos

as técnicas de Bruce em [8], que consiste em usar a aplicação Monge-Taylor, para descrever

os conjuntos em M onde ocorrem as singularidades genéricas desta função. Finalmente,

demos as caracteŕısticas geométricas das singularidades da função altura.

No terceiro caṕıtulo estudamos o contato de M com retas. Obtemos as condições

necessárias e suficientes para que a aplicação projeção tenha singularidades simples ge-

néricas. Estudamos as estruturas locais em M dos conjuntos de um dado tipo de singu-

laridade de codimensão menor ou igual a dois da aplicação projeção, e a maneira como

eles se interceptam. Por fim, demos as caracterizações geométricas das singularidades da
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aplicação projeção.

No quarto caṕıtulo relacionamos a famı́lia de funções altura H, estudada no se-

gundo caṕıtulo, com a famı́lia de projeções ortogonais P estudada no terceiro caṕıtulo.

Mostramos que existe uma relação de dualidade entre certos estratos dos conjuntos de

bifurcações das famı́lias H e P e deduzimos propriedades geométricas sobre estes conjun-

tos. Estudamos também o comportamento das projeções de M em torno de um ponto

umb́ılico plano parcial (isto é, um ponto onde M tem contato do tipo D4 com o hiperplano

tangente).

No quinto caṕıtulo, classificamos germes de IR3, 0 → IR2, 0 sobre a ação do grupo A.

Em [46] Rieger e Ruas produziram uma lista das A-órbitas para germes equivalentes a

(x, f(x, y) ± z2). No Caṕıtulo 6 precisamos das A-singularidades de codimensão ≤ 4, e

a lista de Rieger e Ruas não cobre todos estes casos. Classificamos os germes de codi-

mensão ≤ 4 que não se encontram em [46], usando o programa “Transversal” feito por

Neil Kirk [27]. Demos o grau de determinação e os desdobramentos versais destas singular-

idades. Deduzimos os modelos das deformações dos discriminantes das singularidades de

codimensão menor ou igual a dois. Fizemos também um reconhecimento geométrico das

singularidades de codimensão ≤ 1 e de seus desdobramentos versais através do conjunto

dos pontos cŕıticos e do discriminante.

Finalmente, no sexto caṕıtulo, consideramos o contato de M com planos, medido

pelas singularidades da aplicação IR3, 0 → IR2, 0. Existe uma famı́lia a 4 parâmetros

de projeções (ver [39]). Estudamos os tipos de singularidades que podem ocorrer em

um ponto de M variando o plano de projeção, e investigamos com mais detalhes as

singularidades simples de codimensão ≤ 2.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos conceitos e resultados da teoria de singularidades e também

uma breve descrição sobre a geometria de hipersuperf́ıcies em IR4. Começamos definindo

germes e jatos, passando então a descrever a A-equivalência entre germes. Logo após

voltamos nossa atenção para desdobramentos versais de um germe, e para a questão de

genericidade. Como referências gerais para este caṕıtulo recomendamos [25], [32], [51].

1.1 Germes e jatos

Sejam x ∈ IRn, f : U1 ⊆ IRn → IRp, e g : U2 ⊆ IRn → IRp aplicações diferenciáveis

definidas em vizinhanças abertas U1 e U2 de x. Dizemos que f e g são equivalentes e

escrevemos f ∼ g se, e somente se, existir uma vizinhança U 3 x em IRn, U ⊂ U1 ∩ U2

tal que f |U= g |U , ou seja, se f e g coincidem em uma vizinhança U de x. Esta

relação é uma relação de equivalência e suas classes de equivalência são chamadas germes

de aplicaç~oes diferenciáveis de IRn → IRp em x. Se
−
f e

−
g são representantes dos

germes f e g então devemos ter
−
f (x) =

−
g (x) e, portanto qualquer outro representante

deve assumir o mesmo valor em x como também todas as suas derivadas parciais. Usamos

a notação f : IRn, x → Rp para indicar um germe de aplicação. Sem perda de generalidade

podemos tomar x = 0 ∈ IRn.

O conjunto dos germes f : IRn, 0 → IRp será denotado por E(n, p). Quando p = 1, a

notação usada é E(n) e m(n) é o conjunto dos germes f tal que f(0) = 0. O ideal m(n)

é gerado pelos monômios xi (ver [3], caṕıtulos 1 e 4).

O germe de uma aplicação f : IRn, 0 → IRp, 0 (esta notação significa que f leva a

origem na origem) é dito singular se a matriz jacobiana Df(0) não tem rank máximo,
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caso contrário f é dito regular.

1. E(n) é um anel comutativo, com identidade 1:

As operações
−
f +

−
g= f + g e

−
f .

−
g= f.g, onde

−
f e

−
g são representantes dos germes f e

g respectivamente, são bem definidas e fazem de E(n) um anel comutativo com identidade
−
1.

2. E(n) é um anel local (i.e., possui um único ideal maximal):

O único ideal maximal é m(n). Seja M um outro ideal e suponha que f ∈M−m(n).

Então f(0) 6= 0, portanto 1/f está bem definida. Temos (1/f).
−
f=

−
1∈ M, portanto

M = E(n).

3. E(n, p) é um E(n)-módulo:

(E(n, p), +) é um grupo abeliano, E(n) é um anel, e a operação

E(n)× E(n, p) → E(n, p)

(f, F ) 7→ f.F = (f.F1, · · · , f.Fn)

satisfaz

f.(g.F ) = (f.g).F

f.(F + G) = f.F + f.G

(f + g).F = f.F + g.F

1.F = F

ou seja, temos uma ação de E(n) sobre E(n, p).

Vamos agora introduzir uma outra relação de equivalência entre aplicações IRn → IRp.

Sejam x ∈ IRn e f, g : U ⊆ IRn → IRp aplicações definidas em uma vizinhança U de x.

Dizemos que f e g têm o mesmo k-jato em x se f(x) = g(x) e para algum sistema local

de coordenadas em x ∈ IRn e em f(x) ∈ IRp todas as derivadas parciais de ordem ≤ k das

componentes de f e g coincidem em x. Observe que esta definição depende apenas de f

e g. Fixando x ∈ IRn, y = f(x) ∈ IRp e coordenadas locais em x ∈ IRn e y ∈ IRp, segue

que o k-jato de f é determinado pelos termos de grau ≤ k nas expansões de Taylor das

componentes de f com respeito a estas coordenadas. Estes são os k-jatos de aplicações

IRn, 0 → IRp, 0. O conjunto de todos tais k-jatos é denotado por Jk(n, p) o qual é um

espaço vetorial.

Definição 1.1 Definimos Jk(IRn, IRp) como o conjunto das expansões de Taylor de ordem

menor ou igual a k de f(x) − f(a) em a onde f ∈ C∞(IRn, IRp), ou seja, o conjunto de

todos os k-jatos (em todos os pontos) de todas as aplicações IRn → IRp, e a aplicação

7



k-jato:

jkf : IRn → Jk(n, p)

a 7→ jkf(a).

Jk(IRn, IRp) é um fibrado sobre IRn × IRp com fibra Jk(n, p).

Para f ∈ C∞(IRn, IR), usaremos simplesmente Jk(n), para o conjunto definido acima.

Neste caso particular pode-se mostrar que as derivadas parciais de ordem ≤ k de f ∈ E(n)

se anulam em x se, e somente se, f ∈ mk+1(n) (onde mk+1(n) é o espaço dos germes de

funções cujos polinômios de Taylor de ordem k na origem são identicamente nulos). Assim,

podemos identificar o espaço de k-jatos em x de aplicações IRn → IR com o espaço

E(n)

mk+1(n)
.

Logo, no caso geral, temos que

Jk(n, p) =
E(n)

mk+1(n)
× · · · × E(n)

mk+1(n)
(p cópias).

1.1.1 Grupos de Mather

Sejam R o grupo dos germes de difeomorfismos IRn, 0 → IRn, 0, L o grupo dos germes

de difeomorfismos IRp, 0 → IRp, 0, e A o produto direto R × L. Definimos ações destes

grupos sobre m(n).E(n, p) como o seguinte

h.f = f ◦ h−1, h ∈ R
k.f = k ◦ f, k ∈ L

(h, k).f = k ◦ f ◦ h−1, (h, k) ∈ A

onde f ∈ m(n).E(n, p). O grupo R (respectivamente, L) é chamado também o grupo de

mudanças de coordenadas na fonte (respectivamente, na meta). Dizemos que dois germes

f, g : IRn, 0 → IRp são R-equivalentes (respectivamente, L-equivalentes e A-equivalentes)

se existir h ∈ R (respectivamente, k ∈ L e (h, k) ∈ A) tal que f = g◦h−1 (respectivamente,

f = k ◦ g e f = k ◦ g ◦ h−1). A R-equivalência (respectivamente, L-equivalência e A-

equivalência) é também chamada equivalência à direita (respectivamente, à esquerda, e à

esquerda e à direita, ou seja ambos), dáı o uso das letras R, L que são abreviações das

palavras right e left em inglês, e A que é abreviação para ambo em latim.

O grupo C é o grupo de difeomorfismos IRn × IRp, 0 → IRn × IRp, 0 que são escritos na

forma H(x, y) = (x, H(x, y)) com H(x, 0) = 0 para x ∈ IRn próximo da origem. A ação
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de C sobre m(n).E(n, p) é definida como

H.f(x) = H(x, f(x)), H ∈ C, f ∈ m(n).E(n, p).

C pode ser visto como o grupo de difeomorfismos IRp, 0 → IRp, 0 parametrizados por

x ∈ IRn. Denote hx(y) = H(x, y), então a fórmula antecedente pode ser escrita na forma

H.f(x) = hx(f(x)).

O grupo K é o grupo dos germes de difeomorfismos IRn× IRp, 0 → IRn× IRp, 0 que são

escritos na forma

H(x, y) = (h(x), H(x, y))

onde h ∈ R, H(x, 0) = 0 para x ∈ IRn próximo da origem. A ação de K sobre m(n).E(n, p)

é definida como

H.f(x) = H(h−1(x), f(h−1(x))), H ∈ K, f ∈ m(n).E(n, p).

Isto é

H.f(x) = hx(f(h−1(x))).

O grupo K é chamado grupo de contato. Os gruposR, L, A podem ser identificados

com subgrupos de K. Os grupos R, L, A, C, K são chamados grupos de Mather. Estes

grupos não são grupos de Lie, pois possuem dimensões infinitas.

O grupo de contato tem uma interpretação geométrica. Sejam (Xi, Yi), i = 1, 2, dois

pares de variedades em IRn, 0. Dizemos que os pares têm o mesmo contato na origem se

existe um difeomorfismo h ∈ R(n) tal que h(X1) = X2 e h(Y1) = Y2.

Suponha que Xi é parametrizada por φi : IRm → IRn e as Yi são definidas por sub-

mersões gi : IRn → IRp, e sejam fi = gi ◦ φi, i = 1, 2. Então,

Teorema 1.2 Os pares (X1, Y1) e (X2, Y2) têm o mesmo contato na origem se, e somente

se, f1 e f2 são K-equivalentes.

Prova: Ver [37].

1.1.2 Os espaços tangentes e a determinação finita

Definimos o “espaço tangente” a E(n, p) em f como θf o E(n)-módulo de campos de

vetores ao longo de f . Então ξ ∈ θf se ξ : IRn, 0 → T (IRp) e πp ◦ ξ = f onde πp : T (IRp) →
IRp é a projeção do fibrado tangente T (IRp) de IRp a IRp.
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Definimos θn = θ1IRn e θp = θ1IRp , onde 1IRn e 1IRp denotam as aplicações identidade de

IRn e IRp respectivamente.

Seja G um subgrupo de K. Definimos a álgebra de Lie, LG, de G como segue. Seja

φ :]−ε, ε[×IRn+p, 0 → IRn+p, 0 uma curva em G tal que φ0 é a identidade em G. Derivando-

a temos um campo de vetores

z → ∂φ

∂t
(t, z)|t=0.

O conjunto de todos estes campos é denotado por LG e é chamado a álgebra de Lie do

grupo G.

Não é dif́ıcil verificar que LR = m(n).θn e LL = m(p).θp.

Definimos o E(n)-homomorfismo

tf : θn → θf

φ 7→ df ◦ φ

e o E(p)-homomorfismo (via f ∗ : E(p) → E(n), α 7→ α ◦ f por α ∈ E(p))

wf : θp → θf

ψ 7→ ψ ◦ f.

Então os espaços tangentes às órbitas dos grupos de Mather são dados por

LR · f = tf(m(n).θn), LL · f = wf(m(p).θp),

LC · f = f ∗(m(p)).θf , LA · f = LR · f + LL · f,

LK · f = LR · f + LC · f.

Na prática, aplicamos a seguinte observação. O conjunto θf é um E(n)-módulo livre de

rank p, pois se (y1, · · · , yp) é um sistema local de coordenadas em IRp, 0, então os campos

de vetores

(
∂

∂y1

) ◦ f, · · · , (
∂

∂yp

) ◦ f

ao longo de f constituem uma base livre de θf . Podemos então identificar θf com E(n, p)

e escrever os espaços tangentes acima como

LR · f = m(n) · { ∂f
∂x1

, · · · , ∂f
∂xn
}

LL · f = f ∗(m(p)).{e1, · · · , ep}

LC · f = f ∗(m(p)).E(n).{e1, · · · , ep}
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onde e1, · · · , ep são elementos da base canônica em IRp (considerados como elementos de

E(n, p)).

Observe que LR· f , LC · f , LK · f são E(n)-módulos, LL · f é um E(p)-módulo via f ∗,

e que LA · f tem uma estrutura de mistura de módulos. Isto causa uma complicação no

tratamento do grupo A.

Definimos a G-codimensão de f como segue:

G−codim(f) = dimIR(m(n).E(n, p)/LG · f).

Definimos a Ge-codimensão de f como

Ge−codim(f) = dimIR(E(n, p)/LeG · f),

onde

LeR · f = tf(θn), LeL · f = wf(θp), LeC · f = f ∗(E(p)).θf ,

LeA · f = LeR · f + LeL · f, LeK · f = LeR · f + LeC · f.

O espaço LeG · f é chamado espaço tangente estendido.

Seja G um subgrupo de um dos grupos de Mather e defina Gk como o subgrupo de G
que consiste dos elementos de G cujo k-jato é a identidade. Estes são subgrupos normais

de G e definem os grupos de jatos JkG = G/Gk. Estes grupos são grupos de Lie.

A ação de G sobre m(n).E(n, p) induz uma ação de JkG sobre Jk(n, p) que é uma ação

do grupo de Lie. A idéia é estudar a ação de G sobre m(n).E(n, p) através da ação de JkG
sobre Jk(n, p).

Definição 1.3 Um germe f ∈ m(n).E(n, p) é dito k-G-determinado se qualquer g ∈
m(n).E(n, p) tal que jkg = jkf é G-equivalente a f .

f é dito finitamente determinado se é k-determinado para algum k.

A investigação da determinação finita começou com os trabalhos de Mather em 1960

que deu uma estimativa grosseira de grau de determinação finita. Em 70, Gaffney e

du Plessis deram melhores aproximações para o grau de determinação de germes, mas foi

somente nos anos 80 que a questão da determinação finita foi completamente resolvida por

Bruce-du Plessis-Wall em [17] usando as ações de grupos unipotentes. A idéia principal

em [17] é perceber que a condição necessária para k − Gs-determinação de um germe f

(G = R, C,K,L,A, s ≥ 1) é também suficiente. Além disso, este resultado vale para

qualquer subgrupo U de um dos grupos de Mather tal que J1U é um grupo algébrico
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afim unipotente. Os resultados da teoria dos grupos algébricos afins são essenciais no

trabalho de Bruce-du Plessis-Wall. Temos abaixo algumas definições e conceitos sobre

grupos algébricos.

Teorema 1.4 Seja H um subgrupo fortemente Z-fechado de um dos grupos de Mather

G. Então, para qualquer r, f ∈ E(n, p) é r −H-determinado se, e somente se, existe um

subgrupo fortemente fechado U ⊂ H de G, com J1U unipotente, tal que

m(n)r+1.θf ⊂ LU .f.

Prova: Ver [17] para as definições dos conceitos no teorema e para a demonstração.

Corolário 1.5 [17] f é r − Gs-determinado (G = L ou A, s ≥ 1) se, e somente se,

mr+1
n .θf ⊂ LGs.f + mr+1

n .f ∗(mp).En + m2r+2
n .E(n, p).

No caso do grupo A temos o seguinte resultado.

Corolário 1.6 [17] Se f satisfaz

m(n)l.θf ⊂ LK.f

m(n)r+1.θf ⊂ LA1.f + ml+r+1
n .θf

então f é r −A1-determinado.

A determinação finita significa que o germe é equivalente a um de seus polinômios de

Taylor e que o problema da classificação pode ser reduzido ao espaço dos k-jatos, que é um

espaço vetorial de dimensão finita. Uma questão fundamental na teoria de singularidades

é obter uma classificação das G-órbitas de aplicações IRn, 0 → IRp, 0.

O teorema da determinação finita sozinho não facilita a obtenção de listas de singu-

laridades. Em [15], Bruce-Kirk-du Plessis deram um método para classificar singulari-

dades. Existem outras técnicas para classificar singularidades, por exemplo, no caso de

funções, Arnold usou os poliedros de Newton para obter a famosa lista de singularidades

de funções. Mas a técnica de Transversal Completa é, até agora, a mais poderosa para o

caso de aplicações.
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A classificação dos germes de funções (ou de aplicações) é obtida por indução sobre o

espaço de k-jatos. Dado um jkf usamos o teorema da Transversal Completa para obter

uma parametrização do k + 1 jato que tem o k-jato igual a jkf . Podemos usar o Lema

de Mather para produzir as órbitas dentro desta parametrização. Aplicamos o teste da

determinação finita a cada órbita no k+1 jato (cuja k-jato é jkf). Se o germe é finitamente

determinado paramos o processo. Se não consideramos o k + 2-jato. Precisamos então

dos seguintes resultados.

Lema 1.7 (Lema de Mather [33]) a) Seja G um grupo de Lie agindo suavemente so-

bre a variedade M e suponha que a subvariedade S ⊂ M tem as seguintes propriedades:

1. para cada x ∈ S, LxS ⊂ LxG.x;

2. A dimensão de G.x é independente da escolha de x ∈ S;

3. S é uma variedade conexa.

Então S está contido inteiramente em uma única G-órbita.

b) Suponha que Π : M1 → M2 é uma G-submersão, e seja S = Π−1(x0) para algum

x0 ∈ M2. Se (1) e (3) de (a) se verificam, então S está contido em uma única G-órbita.

Um espaço afim A é um espaço invariante por transformações afins (translações e

mudanças lineares de coordenadas). A diferença entre um espaço afim e um espaço vetorial

é que no espaço afim a origem perde importância. Uma definição rigorosa é a seguinte.

Definição 1.8 Um conjunto A é um espaço afim se existem um espaço vetorial VA e uma

aplicação A× VA → A, (x, v) 7→ x + v tais que

(i) x + 0 = x e x + (u + v) = (x + u) + v ∀x ∈ A, u, v ∈ VA;

(ii) para qualquer x, y ∈ A existe um único v ∈ VA tal que y = x + v.

Corolário 1.9 Seja G um grupo de Lie agindo sobre um espaço afim A, e seja W um

subespaço vetorial de VA.

Se x ∈ A, então x + W está contido em uma órbita só se

(a) W ⊂ LG.x

(b) ∀y ∈ x + W, LG.y = LG.x

Podemos agora enunciar uma generalização do Lema de Mather que é muito impor-

tante na classificação de singularidades.
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Teorema 1.10 (Transversal Completa [15]) Seja G um grupo de Lie agindo suave-

mente sobre um espaço afim A, e seja W um subespaço vetorial de VA com

LG.(x + w) = LG.x, ∀x ∈ A e w ∈ W. (1)

Então

(i) ∀x ∈ A

x + {LG.x ∩W} ⊂ G.x ∩ {x + W};

(ii) se x0 ∈ A e T é um subespaço vetorial de W tal que

W ⊂ T + LG.x0 (2)

então ∀w ∈ W , existe g ∈ G, t ∈ T tal que g.(x0 + w) = x0 + t.

Sejam Hk+1(n, p) o espaço dos germes de polinômios homogêneos de grau k + 1 em

E(n, p) e G1 o subgrupo de G cujos elementos têm 1-jato igual a identidade.

Proposição 1.11 (Transversal Completa para jatos [15]) Seja G um dos grupos de

Mather. Então dado f ∈ m(n).E(n, p) e T ⊂ Hk+1(n, p) tais que

Hk+1(n, p) ⊂ L(Jk+1G1).j
k+1f + T

qualquer (k + 1)-jato jk+1g, cujo jkg = jkf , está na mesma G1-órbita de jk+1f + t, por

algum t ∈ T .

1.1.3 Desdobramentos versais

Seja f um germe finitamente determinado. Podemos considerar as deformações de f e

estudar os tipos de singularidades que aparecem em tais deformações. Em particular,

podemos perguntar se os tipos de singularidades que aparecem são em número finito e

se existe uma famı́lia que contém todos estes tipos. Na verdade queremos que qualquer

outra deformação de f seja obtida a partir desta famı́lia. Tal famı́lia se chama deformação

versal. Vamos enunciar os teoremas principais sobre as deformações e os desdobramentos

versais e definir alguns objetos geométricos associados a tais famı́lias.

Definição 1.12 ([32]) Um desdobramento a s parâmetros de um germe f0 ∈
m(n).E(n, p) é um germe F : IRn × IRs, 0 −→ IRp × IRs, 0, (x, u) 7→ (f(x, u), u) tal

que f0(x) = f(x, 0). Usaremos as notações: fu(x) = f(x, u), onde fu é uma deformação

de f0, parametrizada por u ∈ IRs, e
.

F (x) = ∂f
∂ui

(x, 0), para i = 1, · · · , s.
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Consideramos o caso G = A (os resultados são análogos para qualquer grupo de

Mather).

Definição 1.13 Dois desdobramentos a s parâmetros F,G : IRn × IRs, 0 −→ IRp × IRs, 0

de f0 são isomorfos se existem germes de difeomorfismos

φ : IRn × IRs, 0 −→ IRn × IRs, 0

ψ : IRp × IRs, 0 −→ IRp × IRs, 0

que são desdobramentos a s parâmetros das funções identidades sobre IRn, 0 e IRp, 0 res-

pectivamente, tal que

G = ψ ◦ F ◦ φ−1.

No caso em que F e G são desdobramentos de f0 com parâmetros diferentes, a definição

de isomorfismo é dada pelo pull-back.

Dada h : (IRt, 0) → (IRs, 0), definimos o pull-back de F por h, denotado por h∗F,

como o desdobramento a t parâmetros

(h∗F )(x, u) = (f(x, h(v)), v).

F e G são equivalentes se existe um difeomorfismo h : (IRs, 0) → (IRs, 0) tal que

G é isomorfo a h∗F (esta é uma relação de equivalência). Se G é um desdobramento

a t parâmetros de f0 e F é um desdobramento a s parâmetros de f0 (t não precisa ser

necessariamente igual a s), dizemos que G é induzida de F se existe um germe C∞,

h : (IRt, 0) → (IRs, 0) tal que G é isomorfo a h∗F.

Definição 1.14 1. F é um desdobramento versal se todo desdobramento de f0 é in-

duzido de F.

2. F é trivial se é isomorfo ao desdobramento constante (x, u) 7→ (f0(x), u).

3. f0 é estável se todos os desdobramentos de f0 são triviais.

Podemos enunciar agora o teorema fundamental da existência de desdobramentos ver-

sais, devido a Martinet [32].

Teorema 1.15 O desdobramento F é versal se, e somente se,

LAef0 + IR{Ḟ1, · · · , Ḟs} = E(n, p).
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Corolário 1.16 Sejam c = Ae-codimensão(f0) < ∞ e
.

F i uma base do complementar

de LAef0 em E(n, p). Então F (x, u) = (f0(x) +
∑c

i=1 ui

.

F i (x), u) é um desdobramento

versal de f0.

Observação 1.17 Se f é k-determinada podemos trabalhar em Jk(n, p), isto é, basta

mostrar que

jk(LA(f) + IR{ .

F 1, · · · ,
.

F p}) = Jk(n, p)

para verificar se F é versal (ver [32]).

Corolário 1.18 f0 possui um desdobramento versal se, e somente se, Ae - codim (f0) <

∞.

Temos também:

Teorema 1.19 f0 é estável se, e somente se, Ae-codim(f0) = 0.

Se c = Ae-codim(f0), então o número mı́nimo de parâmetros para um desdobramento

versal é c. Um desdobramento versal a c parâmetros de f0 é chamado miniversal.

Teorema 1.20 Todos os desdobramentos miniversais de f0 são equivalentes.

Os resultados acima no caso dos A-desdobramentos são análogos, só que usamos a

A-codim(f0) e supomos que
.

F 1, · · · ,
.

F s∈ m(n).E(n, p) geram o complementar de LAf0

em m(n).E(n, p). Observamos que existe o seguinte resultado de Wilson (ver [52]).

Teorema 1.21 A-codim(f0) = Ae-codim(f0) + n.

Dado um desdobramento versal F (x, u) = (f(x, u), u) com parâmetro u, podemos

obter conjuntos que são de grande valor para o estudo da geometria dos germes singulares.

Definição 1.22 O conjunto dos pontos crı́ticos de F é

Σ(F ) = {(x, u) : DFx(x, u) é singular},

onde DFx denota a derivada de F com relação a x.

O conjunto discriminante de F é dado por

∆(F ) = {(F (x, u), u) : (x, u) ∈ Σ(F )}.

O conjunto bifurcaç~ao é definido por

Bif(F ) = {u ∈ IRs : ∃x ∈ IRn, 0 com fu instável em x}.

16



Uma aplicação importante dos desdobramentos versais é a seguinte (ver [11]).

Proposição 1.23 Quaisquer dois desdobramentos versais com mesmo número de parâ-

metros têm conjuntos de pontos cŕıticos, discriminantes e conjuntos de bifurcações difeo-

mofos.

1.1.4 Genericidade e transversalidade

O conceito de genericidade está fortemente relacionado com o conceito de versalidade.

Dizemos que uma propriedade é genérica em C∞(IRn, IRp) se ela se verifica para um

conjunto residual (ou seja, para uma interseção enumerável de conjuntos abertos densos)

de aplicações. A definição mais precisa deste conceito é em termos de resultados de

transversalidade. O resultado central neste contexto é o teorema de transversalidade de

Thom. Primeiramente, vamos definir alguns conceitos de transversalidade.

Sejam f : IRn → IRp uma função C∞, e Y ⊂ IRp uma variedade suave. Dizemos que f

é transversal a Y , e escrevemos f∩Y , em x ∈ IRn se f(x) /∈ Y ou f(x) ∈ Y e

Txf(IRn) + Tf(x)Y = IRp

Observações 1.24

(i) A equação de transversalidade implica que codimY ≤ n. Se codim Y > n, então f

transversal a Y significa que f(IRn) ∩ Y = ∅.
(ii) Se Y = {ponto}, então f é transversal a Y se, e somente se, f é uma submersão

ou p /∈ f(IRn).

Teorema 1.25 ([25]) Sejam f : IRn → IRp uma função C∞, e Y ⊂ IRp uma variedade

suave com f transversal a Y . Então X = f−1(Y ) é uma variedade suave em IRn, que tem

a mesma codimensão de Y .

Teorema 1.26 (Teorema de Transversalidade de Thom [24]) Sejam X1, X2, · · · ,

Xs subvariedades diferenciáveis de Jk(n, p). O conjunto de aplicações C∞, f : IRn →
IRp, para as quais jkf : IRn → Jk(n, p) é transversal a X1, X2, · · · , Xs é denso em

C∞(IRn, IRp).

A seguir enunciaremos um teorema de Montaldi [37], um dos mais poderosos e efi-

cientes resultados de transversalidade (ou de genericidade), que se aplica tanto para ger-

mes quanto para multigermes.
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Teorema 1.27 (Teorema de Montaldi [37]) Sejam X, Y, Z, U variedades diferenci-

áveis e G um dos grupos de Mather: R,L, C,A,K. Se F : Y × U → Z é uma aplicação

diferenciável então dada uma aplicação g : X → Y pode-se definir uma composta Fg :

X × U → Z por Fg(x, u) = F (g(x), u).

1. Suponha que F : Y ×U → Z é uma aplicação localmente G-versal e seja S uma sub-

variedade G(k)-invariante de Jk(X, Y ). Então para um conjunto residual de imersões

X ↪→ Y a aplicação k-jato jk
1Fg : X × U → Jk(X,Y ) é transversal a S, onde o

subscrito 1 significa que estamos considerando os k-jatos com respeito a primeira

variável x.

2. Suponha que F : Y ×U → Z é uma aplicação G-versal e seja S uma subvariedade G-

invariante de multijatos rJ
k(X, Y ). Então para um conjunto residual de mergulhos

X ↪→ Y a aplicação multijato rj
k
1Fg : X(r) × U →r Jk(X, Y ) é transversal a S.

1.2 Geometria de hipersuperf́ıcies em IR4

Seja M o mergulho de uma variedade de dimensão n em IRn+1, orientada pelo campo

vetorial unitário normal N , e seja p ∈ M. A função Weingarten Lp : TpM → TpM,

definida por Lp(v) = −dpN(v), para v ∈ TpM, mede a maneira que M se curva em IRn+1

na direção v. Quando ‖v‖ = 1, este número

k(v) = 〈Lp(v), v〉

é chamado a curvatura normal de M em p na direção v. Os autovalores k1(p),· · · , kn(p)

de Lp são chamados curvaturas principais de M em p e os autovetores unitários de

Lp são chamados direç~oes principais.

A segunda forma fundamental de M em p, Lp, é a forma quadrática associada a

função Lp, definida por

Lp(v) = 〈Lp(v), v〉 = 〈α̈(t0), N(p)〉

onde α : I → M é qualquer curva parametrizada em M com α(t0) = p e α̇(t0) = v. Em

particular quando ‖v‖ = 1, Lp(v) é igual a curvatura normal de M em p na direção v (ver

[51]).

Definição 1.28 Um ponto p ∈ M é chamado um ponto umbı́lico se todas as curvaturas

principais em p são iguais. Se em particular elas forem todas iguais a zero chamamos
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este ponto de ponto umbı́lico plano. Se pelo menos duas das curvaturas principais em

p são iguais a zero então p é chamado um ponto umbı́lico plano parcial.

Para definir ponto parabólico, hiperbólico e eĺıptico, vamos precisar de alguns conceitos

sobre formas quadráticas (para maiores detalhes ver [28] páginas 386− 388).

Teorema 1.29 Seja q uma forma quadrática sobre IRn. Então existem inteiros s e r com

s 6 r 6 n dependendo somente de q, e existem coordenadas z1, · · · , zn para IRn tal que

q = z2
1 + · · ·+ z2

s − z2
s+1 − · · · − z2

r .

Definição 1.30 O número s é chamado a assinatura da forma quadrática q e é deno-

tado por sign(q).

A assinatura é um invariante da forma quadrática. Este fato é demonstrado na prova

do teorema anterior em [28].

Seja p ∈ M , onde M é uma hipersuperf́ıcie em IR4. Por mudanças de coordenadas

sempre podemos identificar p com a origem. Fixemos coordenadas locais (x, y, z, w), tal

que o eixo-w seja normal a M em p e o espaço-(x, y, z) seja o espaço tangente em p.

Podemos escrever M , localmente, na forma de Monge, isto é, como um gráfico de uma

função w = f(x, y, z), tal que f = fx = fy = fz = 0 em (0, 0, 0). Além disso, por uma

rotação dos eixos, podemos supor que fxy = fxz = fyz = 0 em (0, 0, 0). Então, temos que

j2f(x, y, z) = a1x
2 + a2y

2 + a3z
2, onde ai = ki/2. Observamos que neste caso, a segunda

forma fundamental é igual ao segundo jato de f .

Definição 1.31 (1) p é chamado um ponto parabólico se ki(p) = 0 para algum i.

(2) p é chamado um ponto hiperbólico se sign(Lp) = 1 ou 2.

(3) p é chamado um ponto elı́ptico se sign(Lp) = 0 ou 3.

Definição 1.32 Uma direção u do espaço tangente é direç~ao assintótica se, e so-

mente se, a curvatura normal em u se anula.

Como j2f(x, y, z) = a1x
2 + a2y

2 +a3z
2 temos que o vetor (u1, u2, u3, 0) pertencente ao

espaço tangente da origem, é uma direção assintótica se, e somente se,

(
u1 u2 u3

)



fxx(0) fxy(0) fxz(0)

fxy(0) fyy(0) fyz(0)

fxz(0) fyz(0) fzz(0)







u1

u2

u3


 = 2(a1u

2
1 + a2u

2
2 + a3u

2
3) = 0
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Nos pontos hiperbólicos o conjunto das direções assintóticas é um cone, pois temos ai

negativo para um ou dois i′s onde i = 1, 2, 3.

Nos pontos eĺıpticos não existe solução não nula pois a1, a2, a3 têm o mesmo sinal, ou

seja, nestes pontos não temos direções assintóticas.

Nos pontos parabólicos (ai0 = 0 para algum i0 = 1, 2, 3) temos dois casos que dependem

do sinal dos a′is não nulos. Ou o conjunto das direções assintóticas é dado por dois planos

cuja interseção é o eixo-ui0 (caso em que os a′is não nulos têm sinais opostos), ou o

conjunto das direções assintóticas é dado pelo eixo-ui0 (caso em que os a′is não nulos têm

sinais iguais). Nestes casos, chamamos a direção do eixo-ui0 de direç~ao assintótica

principal.

Nos pontos umb́ılicos planos parciais temos que o conjunto de direções assintóticas é

dado por um plano.
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Caṕıtulo 2

Contato com hiperplanos

Neste caṕıtulo estudamos o contato de uma hipersuperf́ıcie M em IR4 com hiperplanos.

Obtemos as condições necessárias e suficientes para que a função altura tenha singu-

laridades genéricas e condições para que a famı́lia destas funções seja um desdobramento

versal destas singularidades. Estendemos as técnicas de Bruce em [8], que consiste em usar

a aplicação Monge-Taylor, para obter as configurações genéricas do conjunto parabólico

de M . Finalmente, demos as caracteŕısticas geométricas das singularidades da função

altura.

Destacamos aqui que os resultados obtidos não são simples generalizações do que já era

conhecido para superf́ıcies em IR3 e que os cálculos só foram posśıves devido a constante

ajuda do Maple. Por exemplo, em um polinômio homogêneo em (x, y) de grau três temos

apenas 4 monômios, enquanto no caso de três variáveis (x, y, z) temos 10 monômios.

2.1 As singularidades genéricas da função altura

Seja M3 uma variedade de dimensão três, e M seu mergulho em IR4. A famı́lia de projeções

em retas, chamada famı́lia de funções altura, é definida como

H: M × S3 → IR

(p, u) 7→ 〈p, u〉

onde S3 é a esfera em IR4, com centro na origem e raio um. Esta é uma famı́lia a 3

parâmetros que mede o contato de M com hiperplanos em IR4, perpendiculares à u.

Seja p ∈ M , por mudanças de coordenadas sempre podemos identificar p com a origem.

Fixemos coordenadas locais (x, y, z, w), tal que o eixo-w seja normal a M em p e o espaço-

(x, y, z) seja o espaço tangente em p. Podemos escrever M , localmente, na forma de Monge,
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isto é, como um gráfico de uma função w = f(x, y, z), tal que f = fx = fy = fz = 0 em

(0, 0, 0). Além disso, por uma rotação dos eixos, podemos supor que fxy = fxz = fyz = 0

em (0, 0, 0).

Escolhemos uma carta em S3 próxima de (0, 0, 0, 1) dada por (a, b, c, 1), então a mo-

dificada função altura é

H(x, y, z, a, b, c) = 〈(a, b, c, 1), (x, y, z, f(x, y, z))〉 = ax + by + cz + f(x, y, z).

Fixando u0 = (0, 0, 0, 1), teremos Hu0(x, y, z) = f(x, y, z).

Vamos agora, estudar os tipos de singularidades de Hu0 = f que ocorrem generica-

mente. Neste caṕıtulo, escrevemos:

j2f = a1x
2 + a2y

2 + a3z
2,

j3f = j2f + b1x
3 + b2x

2y + b3xy2 + b4y
3 + b5y

2z + b6yz2 + b7z
3 + b8z

2x + b9zx
2 + b10xyz,

j4f = j3f + c1x
4 + c2x

3y + c3x
2y2 + c4xy3 + c5y

4 + c6y
3z + c7y

2z2 + c8yz3 + c9z
4 + c10z

3x+

c11z
2x2 + c12zx

3 + c13x
2yz + c14xy2z + c15xyz2,

j5f = j4f + d1x
5 + d2x

4y + d3x
3y2 + d4x

2y3 + d5xy4 + d6y
5 + d7y

4z + d8y
3z2 + d9y

2z3 +

d10z
4y+d11z

5 +d12z
4x+d13x

2z3 +d14x
3z2 +d15x

4z+d16x
3yz+d17x

2y2z+d18x
2yz2 +

d19xy2z2 + d20xy3z + d21xyz3.

Para termos singularidade do tipo Ak, k > 0, temos que ter que a função f éR-equivalente,

por mudanças de coordenadas, à forma normal ±x2±y2±zk+1. Ter singularidade do tipo

D±
k , k ≥ 4, significa dizer que a função f éR-equivalente à forma normal ±x2+y2z±zk−1.

Em particular, as singularidades do tipo Ak ocorrem quando a Hessiana de f tem corank≥
1, e as do tipo Dk quando a Hessiana tem corank 2.

Observação 2.1 Observemos que fazendo mudanças de coordenadas na meta, basta con-

siderarmos as formas normais x2±y2±zk+1 e x2 +y2z±zk−1 ao invés de ±x2±y2±zk+1

e ±x2 + y2z ± zk−1.

Teorema 2.2 Genericamente a função Hu tem singularidades locais do tipo Ak, k ≤ 4,

ou D4, isto é, as singularidades de codimensão menor ou igual a três.

Este teorema é uma conseqüência direta do teorema de Montaldi [37], pois a famı́lia

H é A-versal.

A seguinte proposição mostra as condições sobre os coeficientes da expansão de Taylor

de f em (0, 0, 0), para que Hu tenha um dos tipos das singularidades genéricas.

22



Proposição 2.3 A função altura Hu0 = f(x, y, z) tem as seguintes singularidades:

(i) Fora dos pontos umb́ılicos:

A1 ⇔ a1a2a3 6= 0;

fazendo a1 6= 0 e a2 6= 0 temos:

A2 ⇔ a3 = 0, b7 6= 0;

A3 ⇔ a3 = 0, b7 = 0 e 4a1a2c9 − b2
8a2 − b2

6a1 6= 0;

A4 ⇔ a3 = 0, b7 = 0, 4a1a2c9 − b2
8a2 − b2

6a1 = 0, e

4a1a2d11 − 4a2c10b8 − 2a1c8b6 + b6b8b10 6= 0.

(ii) Nos pontos umb́ılicos, com a1 6= 0:

D4 ⇔ a2 = a3 = 0, b7 6= 0, b5 6= 0 e

4b3
6b4 + 27b2

4b
2
7 − 18b4b7b5b6 − b2

5b
2
6 + 4b3

5b7 6= 0.

Prova: Sabemos que f tem uma singularidade em (0, 0, 0), pois fx(0, 0, 0) = fy(0, 0, 0) =

fz(0, 0, 0) = 0.

É óbvio que f tem singularidade do tipo A1, isto é, f é equivalente a x2 ± y2 ± z2 se,

e somente se, a1a2a3 6= 0

Daqui para frente temos que ter a1 = 0 ou a2 = 0 ou a3 = 0, senão f seria equivalente

à x2 ± y2 ± z2 (singularidade A1). Vamos supor sem perda de generalidade que a1 e a2

são diferentes de zero e a3 = 0, a fim de que possamos ter singularidade Ak, com k > 1.

Para A2, consideramos o 3-jato de f com a3 = 0, j3f = a1x
2 + a2y

2 + b1x
3 + b2x

2y +

b3xy2 + b4y
3 + b5y

2z + b6yz2 + b7z
3 + b8xz2 + b9x

2z + b10xyz. As seguintes mudanças, são

feitas:

y = Y − b10
2a2

xz, para eliminar o termo xyz;

x = X − b8
2a1

z2, para eliminar xz2;

Y = y − b6
2a2

z2, para eliminar Y z2.

Colocando, agora, X2 em evidência para os termos que contém X i, com i ≥ 2, fazemos

a mudança de coordenada: x = X(sign(a1)(a1+b1X+b2y+b9z))
1
2 , onde sign(x) : IR → IR

é a função sinal

sign(x) =





1 se x ≥ 0

−1 se x < 0.

Analogamente, colocando y2 em evidência para os termos que contém yi, com i ≥ 2,

fazemos a mudança de coordenada: Y = y(sign(a2)(a2 + b3x + b4y + b5z))
1
2 . Teremos
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reduzido o 3-jato de f a ±x2 ± y2 + b7z
3. Finalmente, com mudança de coordenada na

meta reduzimos a x2 ± y2 + b7z
3. Portanto, teremos singularidade A2 se, e somente se,

a3 = 0, e b7 6= 0.

Para A3, consideramos o 4-jato de f com a3 = 0 e b7 = 0. As seguintes mudanças são

feitas:

y = Y − b10
2a2

xz, para eliminar o termo xyz;

x = X − b8
2a1

z2, para eliminar xz2;

Y = y − b6
2a2

z2, para eliminar Y z2;

y = Y − c8
2a2

z3, para eliminar yz3;

X = x− coef(Xz3)
2a1

z3, para eliminar Xz3, onde coef(Xz3) é o novo coeficiente de Xz3

após as mudanças anteriores;

Y = y − coef(xY z2)
2a2

xz2, para eliminar xY z2, onde coef(xY z2) é o novo coeficiente de

xY z2.

Como em A2, colocando x2 em evidência para os termos que contém xi, com i ≥ 2, e y2

para os termos que contém yi, com i ≥ 2, fazemos de modo análogo, as mudanças de coor-

denadas. Finalmente, teremos reduzido o 4-jato de f a x2±y2 +(c9 − b2
8/4a1 − b2

6/4a2) z4.

Portanto, f tem singularidade A3 se, e somente se, a3 = 0, b7 = 0, e 4a1a2c9−b2
8a2−b2

6a1 6=
0.

Para A4, consideramos o 5-jato de f com a3 = 0 e b7 = 0. Após as mudanças de

coordenadas necessárias, e substituindo c9 − b2
8/4a1 − b2

6/4a2 = 0, o 5-jato se reduz a

x2 ± y2 + (d11 − c10b8/2a1 − c8b6/2a2 + b6b8b10/4a1a2) z5. Portanto, f tem singularidade

A4 se, e somente se, a3 = 0, b7 = 0, c9 − b2
8/4a1 − b2

6/4a2 = 0, e 4a1a2d11 − 4a2c10b8 −
2a1c8b6 + b6b8b10 6= 0.

Para os pontos umb́ılicos planos parciais, podemos supor que j2f(x, y, z) = a1x
2.

Assim, para D4, consideramos j3f = a1x
2 + b1x

3 + b2x
2y + b3xy2 + b4y

3 + b5y
2z + b6yz2 +

b7z
3 + b8xz2 + b9x

2z + b10xyz. De maneira análoga às mudanças anteriores, podemos fazer

j3f ser equivalente a x2+C(y, z), onde C(y, z) é a forma cúbica b4y
3+b5y

2z+b6yz2+b7z
3.

Temos singularidade D+
4 se, e somente se, esta cúbica tem apenas uma raiz real e D−

4 se,

e somente se, a cúbica tem 3 ráızes reais. Isto é a singularidade é D4 se, e somente

se, a cúbica não tem raiz dupla, e isto nos diz que o discriminante de C(y, z) tem que

ser diferente de zero. Para calcular este discriminante, é conhecido que, basta eliminar

por exemplo, yz2 substituindo z = Z − b6
3b7

y (no caso em que b7 6= 0, caso contrário o

racioćınio é análogo para eliminar y2z se b4 6= 0, observe que se b4 = 0 e b7 = 0 então

a cúbica tem 3 ráızes reais e portanto a singularidade é do tipo D−
4 ). Assim teremos:
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(
2b36
27b27

+ b4 − b5b6
3b7

)
y3+

(
− b26

3b7
+ b5

)
y2Z+b7Z

3. Dividindo esta equação por b7y
3 teremos:

(
2b3

6

27b3
7

+
b4

b7

− b5b6

3b2
7

)
+

(
− b2

6

3b2
7

+
b5

b7

)
Z

y
+

(
Z

y

)3

,

cujo discriminate é

1

108b4
7

(4b3
6b4 + 27b2

4b
2
7 − 18b4b7b5b6 − b2

5b
2
6 + 4b3

5b7).

Portanto, f tem singularidade do tipo D4, isto é, f é equivalente a x2 + y2z ± z3 se, e

somente se, a2 = a3 = 0, b7 6= 0, b5 6= 0 e 4b3
6b4 + 27b2

4b
2
7− 18b4b7b5b6− b2

5b
2
6 + 4b3

5b7 6= 0.

2.2 Desdobramento versal

A famı́lia de funções altura H : M × S3, (p, u) → IR é uma deformação da função altura

Hu0 . Em coordenadas locais

H(x, y, z, a, b, c) = f(x, y, z) + ax + by + cz,

portanto
.

Ha= x,
.

Hb= y e
.

Hc= z.

Nesta seção, procuramos as condições sobre os coeficientes da expansão de Taylor de

f , para H ser uma deformação versal de Hu0 = f . Temos o seguinte resultado:

Proposição 2.4 A famı́lia de funções altura H é um desdobramento versal em uma sin-

gularidade:

A2 : sempre,

A3 ⇔ b6 6= 0 ou b8 6= 0,

A4 ⇔ a2
1a

3
2b8(−2(a1a2b

2
10b

2
8b5+a2

1a2b10c15b
2
6−2a2

1a2b6b10c7b8+a2
1a2b6b

2
10c8−2a2

1a2b10c8b8b5)+

a2
1b10b3b

3
6 + 2a2

1b
2
6b

2
10b5 − 3a2

1b
2
6b10b4b8 − 2(2a2

1b10b
2
5b8b6 + a1a

2
2b8c10b

2
6 − 2a2

1a
2
2b10d12b6 +

2a2
1a

2
2b10d10b8 + 2a1a

2
2b6b10c10b9 − a2

2b
2
85b9b

2
6) + 3a2

2b6b10b
2
8b1 − a2

2b
3
8b10b6 + 4a2

2b6b10b8b
2
9 −

4a2
2b6b

2
8b5b9 − 2a2

2b
2
8b9b

2
10 + 2a2

2b
3
8b5b10 − a2

2b10b
3
8b2 − 4a1a

2
2b6b10b8c11 + 2a1a

2
2b6b

2
8c8 +

4a1a
2
2b6b8b5c10 + 2a1a

2
2b

2
10c10b8 + 2a1a

2
2b

2
8c15b10− 4a1a

2
2b

2
8b5c8 + a1a2b10b8b

3
6 + 2a1a2b

2
6b

2
10b9−

2a1a2b
2
6b10b8b5 + 2a1a2b

2
6b10b8b2 − 2a1a2b

2
6b

2
8b5 − 2a1a2b6b10b

2
8b3 + 4a1a2b6b

2
8b

2
5) 6= 0,

D4 ⇔ 6b3b5b7 − 2b3b
2
6 − 9b4b10b7 + 6b4b8b6 + b5b10b6 − 2b8b

2
5 6= 0.

Prova: H é sempre um desdobramento versal em uma singularidade A2, pois

j3 {〈fx, fy, fz〉}E(2) + IR
{ .

Ha,
.

Hb,
.

Hc

}
= J3(2).
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Chamando o lado esquerdo da igualdade de V, temos que obviamente V ⊂ J3(2). Para

ver que J3(2) ⊂ V, observe que x =
.

Ha, y =
.

Hb, z =
.

Hc . Além disso, considerando que

a1 6= 0, a2 6= 0 e b7 6= 0 temos:

x3 = x2

2a1
j3fx, y3 = y2

2a2
j3fy, yz2 = z2

2a2
j3fy, x2z = xz

2a1
j3fx,

y2z = yz
2a2

j3fy, xy2 = y2

2a1
j3fx, x2y = x2

2a2
j3fy, xz2 = z2

2a1
j3fx,

xyz = zy
2a1

j3fx, z3 = z
3b7

j3fz, xy = x
2a2

j3fy, y2 = y
2a2

j3fy,

xz = z
2a1

j3fx, yz = z
2a2

j3fy, x2 = x
2a1

j3fx, z2 = 1
3b7

j3fz.

H é um desdobramento versal em uma singularidade A3 de f se, e somente se,

j4 {〈fx, fy, fz〉}E(2) + IR
{ .

Ha,
.

Hb,
.

Hc

}
= J4(2).

Chamando novamente de V o conjunto do lado esquerdo da igualdade, temos que certa-

mente V ⊂ J4(2). Para a outra inclusão, é fácil, como no caso anterior, ver que os termos:

x, y, z, x4, y4, xy3, x2yz, xy2z, x3y, x2y2, zy3, z2y2, z3y, xz3, z2x2, zx3, xyz2, xyz, x2z, y3, y2z,

x2y, xy2, x3 estão em V, pois a1 6= 0 e a2 6= 0. A condição, 4a1a2c9− b2
8a2− b2

6a1 6= 0, para

A3, garante que yz2, xz2 e z4 ∈ V, pois




z2j4(fy)

z2j4(fx)

zj4(fz)


 =




2a2 0 b6

0 2a1 b8

2b6 2b8 4c9







yz2

xz2

z4


 + elementos de V,

e o determinante da matriz é exatamente (4a1a2c9 − b2
8a2 − b2

6a1)/(4a1a2). Com isto

podemos agora provar que x2, y2 e xy estão em V. Como




zj4(fy)

zj4(fx)

j4(fz)


 =




2a2 0 b6

0 2a1 b8

2b6 2b8 4c9







yz

xz

z3


 + elementos de V,

temos também que yz, xz e z3 ∈ V. Finalmente, para provar que z2 pertence a V podemos

usar j4(fy) se b6 6= 0 ou j4(fz) se b8 6= 0.

H é um desdobramento versal em uma singularidade A4 de f se, e somente se,

j5 {〈fx, fy, fz〉}E(2) + IR
{ .

Ha,
.

Hb,
.

Hc

}
= J5(2).

O determinante da matriz, induzida pelos vetores j5fx, j5fy, j5(xfx), j5(xfy), j
5(yfy),

j5(yfx), j
5(zfy), j

5(zfx), j
5(yzfy), j

5(z2fx), j
5(z2fy), j

5(z3fy), j
5(z3fx) usada para mostrar

que x2, xy, y2, yz, z2, xz, y2z, yz2, z3, xz2, z3y, z4, z5 pertencem a j5 {〈fx, fy, fz〉}E(2) +

IR
{ .

Ha,
.

Hb,
.

Hc

}
, dá exatamente a condição que queremos.
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H é um desdobramento versal em uma singularidade D4 de f se, e somente se,

j3 {〈fx, fy, fz〉}E(2) + IR
{ .

Ha,
.

Hb,
.

Hc

}
= J3(2).

Para mostrar que xy, y3, z2y, xz, y2z, z3 pertencem a

j3 {〈fx, fy, fz〉}E(2) + IR
{ .

Ha,
.

Hb,
.

Hc

}
, temos uma matriz induzida pelos vetores

j3(yfx), j
3(zfx), j

3(zfy), j
3(yfy), j

3(yfz), j
3(zfz), cujo determinante é 12(4b3

6b4 + 27b2
4b

2
7 −

18b4b7b5b6 − b2
5b

2
6 + 4b3

5b7)a
2
1, que em D4 é diferente de zero. E para y2, yz e z2 temos

uma matriz, induzida pelos vetores j3fx, j
3fy, j

3fz, cujo determinante é 6b3b5b7 − 2b3b
2
6 −

9b4b10b7 + 6b4b8b6 + b5b10b6 − 2b8b
2
5.

Vimos que o Teorema de Montaldi nos dá quais são as singularidades genéricas de

cada aplicação ou função usadas para medir o contato da hipersuperf́ıcie com seus re-

spectivos objetos. Nos resultados anteriores achamos as condições necessárias e sufi-

cientes para identificarmos cada uma destas singularidades. Olhando para um ponto p

da hipersuperf́ıcie M , que pode sempre ser dada localmente na forma de Monge, e para

os coeficientes desta forma, podemos dizer exatamente que tipo de singularidade genérica

tem a função altura ao longo da normal no ponto p. Além disso, fizemos o mesmo

para identificar quando cada famı́lia é um desdobramento versal destas singularidades.

Com estas condições conseguimos mais informações geométricas (ver, por exemplo, a ob-

servação 2.12). Observamos que no caso de superf́ıcie em IR3 achar as condições é um

passo necessário para estudar as mudanças genéricas a 1-parâmetro na geometria plana

de superf́ıcie [14]. Pretendemos, no futuro, fazer o mesmo estudo para hipersuperf́ıcie em

IR4.

2.2.1 Conseqüências geométricas

Dado um desdobramento versal H de f podemos associar a H dois subconjuntos do espaço

de parâmetros que são de grande interesse geométrico, o discriminante de H e o conjunto

bifurcação de H. Estes conjuntos fornecem modelos locais extremamente úteis no estudo

da geometria.

Seja:

H̃: IR3 × S3 → IR× S3

(x, y, z, u) 7→ (H(x, y, z, u), u)
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O primeiro é o subconjunto de S3 definido por

∆(H) = {(H(x, y, z, u), u); u ∈ S3 e Hu é singular em (x, y, z)} = H̃(Σ(H)).

Neste caso, o discriminante de H é exatamente o dual de M , pois um hiperplano desta

famı́lia dá origem a uma singularidade se, e somente se, ele é tangente a M no ponto em

questão.

O segundo conjunto é o conjunto de bifurcação de H

Bif(H) = {u ∈ S3; ∃(x, y, z) : Hu não é estável em (x, y, z)}

= {u ∈ S3;∃(x, y, z) : Hu tem singularidade mais degenerada que A1}.
Então Bif(H) é o conjunto dos vetores normais a M nos pontos parabólicos, isto é,

é a imagem do conjunto parabólico de M pela aplicação de Gauss. Os modelos destes

conjuntos estão descritos no Teorema 2.17.

2.3 A geometria proveniente do contato com

hiperplanos

Seja M uma hipersuperf́ıcie em IR4. O objetivo desta seção é descrever os conjuntos em

M onde ocorrem as singularidades genéricas da função altura.

Seguindo o método de Bruce [8] para superf́ıcies em IR3, em cada ponto q ∈ M,

podemos escolher eixos coordenados mutuamente perpendiculares (x, y, z, w) com o eixo-

w na direção normal a M em q. Sejam q um ponto sobre a hipersuperf́ıcie, e n um

campo vetorial normal unitário em uma vizinhança U de q. Escolha três campos vetoriais

unitários C∞, v, u e t no espaço tangente a M nos pontos de U , tal que eles formem uma

base positivamente orientada. Logo, M pode ser escrita, localmente, em qualquer ponto

p, de U na forma de Monge, como o gráfico de uma função w = fp(x, y, z).

Seja Vk o espaço vetorial de polinômios de x, y e z de grau ≥ 2 e ≤ k. A construção

acima define uma aplicação C∞

θ : U → Vk

p 7→ jkfp

Queremos obter as configurações genéricas do conjunto parabólico em M . Para isto,

vamos definir para cada tipo de singularidade da função altura um estrato Y no conjunto
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Vk representando este tipo de singularidade. Vamos provar a transversalidade da aplicação

θ com o estrato Y para usar o Teorema 1.25 e mostrar que θ−1(Y ) ⊂ M , é uma variedade

regular de codimensão igual a codimensão de Y . Para fazer isto, precisamos saber qual é

o espaço tangente da imagem da aplicação Monge-Taylor.

No próximo resultado, calculamos a imagem da derivada da aplicação Monge-Taylor

θ, análogo à Proposição 2 de Bruce [8] para superf́ıcies em IR3.

Proposição 2.5 Seja θ : U → Vk e seja p = (x0, y0, z0, w0) ∈ U, com M escrita local-

mente em q como w = f(x, y, z). A imagem de dθ(p) é gerada por v1, v2, v3 tais que:

v1 = jk
(
dθ( ∂

∂x
)
)

= jk(fx(x, y, z)− fx(x, y, z)fxx(0, 0, 0)f(x, y, z)−
fy(x, y, z)f(x, y, z)fxy(0, 0, 0)− fz(x, y, z)f(x, y, z)fxz(0, 0, 0)− fxx(0, 0, 0)x−
fxy(0, 0, 0)y − fxz(0, 0, 0)z),

v2 = jk
(
dθ( ∂

∂y
)
)

= jk(fy(x, y, z)− fx(x, y, z)fxy(0, 0, 0)f(x, y, z)−
fy(x, y, z)f(x, y, z)fyy(0, 0, 0)− fz(x, y, z)f(x, y, z)fyz(0, 0, 0)− fxy(0, 0, 0)x−
fyy(0, 0, 0)y − fyz(0, 0, 0)z),

v3 = jk
(
dθ( ∂

∂z
)
)

= jk(fz(x, y, z)− fx(x, y, z)fxz(0, 0, 0)f(x, y, z)−
fy(x, y, z)f(x, y, z)fyz(0, 0, 0)− fz(x, y, z)f(x, y, z)fzz(0, 0, 0)− fxz(0, 0, 0)x−
fyz(0, 0, 0)y − fzz(0, 0, 0)z).

Prova: Seja p = (x0, y0, z0, w0) ∈ U . Localmente M pode ser escrita em q como w =

f(x, y, z). Para outro ponto q em U teremos uma outra função gq e um sistema de

coordenadas X,Y, Z, W tal que M é localmente o gráfico desta função em uma vizinhança

Vq de q. Em particular f(x, y, z) = gq(X,Y, Z) em U ∩ Vq . Vamos escrever localmente

gq no sistema de coordenadas x, y, z, w em função de f , e assim podemos escrever a

aplicação Monge-Taylor em U em função de f e calcular então os vetores geradores do

espaço tangente de θ em função desta dada f .

Os vetores v1 = (1, 0, 0, fx(x0, y0, z0)), v2 = (0, 1, 0, fy(x0, y0, z0)) e v3 = (0, 0, 1,

fz(x0, y0, z0)) geram o hiperplano tangente TpM , em p. Considere os vetores e1 =

(1, 0, 0, fx), e2 = (−fyfx,1 + f 2
x , 0, fy), e3 = (−fxfz,−fyfz, 1 + f 2

x + f 2
y , fz), que são dois

a dois ortogonais e estão em TpM . Para achar e2 usamos as equações e2 = λ1e1 + λ2v2

e 〈e1, e2〉 = 0, e para e3 usamos e3 = λ3e1 + λ4e2 + λ5v3, 〈e1, e3〉 = 0 e 〈e2, e3〉 = 0. Seja

e4 = (−fx,−fy,−fz, 1) vetor normal a superf́ıcie M no ponto p. A transformação afim

que leva o espaço-(x, y, z) e o eixo-w normal em (0, 0, 0, 0), respectivamente, no espaço

tangente e no normal em p = (x0, y0, z0, w0), é dada por:
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x

y

z

w




=




1 −fxfy −fxfz −fx

0 1 + f 2
x −fyfz −fy

0 0 1 + f 2
x + f 2

y −fz

fx fy fz 1







X + x0

Y + y0

Z + z0

W + w0




onde as derivadas parciais de f são calculadas no ponto (x0, y0, z0). As coordenadas

(x, y, z, w) são as coordenadas antigas de um ponto e (X,Y, Z,W ) são as novas coorde-

nadas. Ou seja, 


X + x0

Y + y0

Z + z0

W + w0




= A−1(x0, y0, z0)




x

y

z

f(x, y, z)




onde A é a matriz, cujas colunas são os vetores e′is. Note que na origem A é a matriz

identidade. Desenvolvendo as equações acima, temos:

x = X + x0 − fyfx(Y + y0)− fxfz(Z + z0)− fx(W + w0),

y = (1 + f 2
x)(Y + y0)− fyfz(Z + z0)− fy(W + w0),

z = (1 + f 2
x + f 2

y )(Z + z0)− fz(W + w0),

w = fx(X + x0) + fy(Y + y0) + fz(Z + z0) + (W + w0).

Com esta mudança a hipersuperf́ıcie é dada no novo sistema (onde p está identificado

com a origem) por (X,Y, Z,W ), onde usando as igualdades anteriores,

W = g(x0,y0,z0)(x, y, z)

= −f(x0, y0, z0)+ f(X +x0− fyfx(Y + y0)− fxfz(Z + z0)− fx(W +w0), (1+ f 2
x)(Y +

y0)−fyfz(Z + z0)−fy(W +w0), (1+f 2
x +f 2

y )(Z + z0)−fz(W +w0))−fx(X +x0)−
fy(Y + y0)− fz(Z + z0).

Portanto a aplicação Monge-Taylor é dada por:

θ : U → Vk

(x0, y0, z0) 7→ jkg(x0,y0,z0)(x, y, z).

Logo, para obter o resultado basta calcular v1 = jk(∂W
∂x0

), v2 = jk(∂W
∂y0

), e v3 = jk(∂W
∂z0

)

em (x0, y0, z0) = (0, 0, 0).

Um resultado em [14] mostra que a geometria plana de variedades é GL(n) - invari-

ante. Então qualquer variedade em Jk(n) resultando desta geometria é também GL(n)-

invariante (ver [14], páginas 175-176).
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Sendo assim, dada f com um determinado tipo de singularidade, vamos considerar

um transversal a GL(3)−órbita desta f e trabalhar neste transversal. Pois, o estrato

Y de um determinado tipo de singularidade pode ser visto como o estrato Ȳ deste tipo

de singularidade neste transversal cartesiano a GL(3)−órbita desta f . Temos então que

o espaço tangente de Y é gerado pelo espaço tangente de Ȳ e pelo espaço tangente à

GL(3)−órbita de f . Então, para mostrar a transversalidade da aplicação θ com o estrato

Y precisamos também dos geradores do espaço tangente à GL(3)−órbita de f .

Lema 2.6 Os geradores do espaço tangente à GL(3)−órbita de f em Jk(3), em f , são:

u1 = xfx, u2 = yfx, u3 = zfx,

u4 = yfy, u5 = xfy, u6 = zfy,

u7 = xfz, u8 = yfz, u9 = zfz.

Prova: Para obter os geradores, basta calcular d
dt

f(At(x, y, z)) |t=0 onde At é um caminho

em GL(3) pela identidade. Os seguintes caminhos vão dar os geradores:

I + tEij com i, j = 1, 2, 3,

onde I é a matriz identidade e Eij = (αlm) com

αlm =





1 se l = i e m = j

0 caso contrário.

Observação 2.7 O espaço vetorial Vk é gerado pelos monômios de grau ≥ 2 e ≤ k e

um elemento de Vk é representado pelo seu coeficiente em relação a estes geradores. Por

exemplo, um elemento de V2 = 〈x2, y2, z2, xy, xz, yz〉 é representado pelo seu respectivo

coeficiente (a1, a2, a3, a4, a5, a6).

Proposição 2.8 As singularidades A2 (conjunto parabólico) da função altura ocorrem

localmente sobre uma superf́ıcie suave em M (ver Figura 2.1).

Prova: Suponha que f tem uma singularidade A2 na origem e tome, sem perda de

generalidade, j2f = a1x
2 + a2y

2 com a1a2 6= 0. O espaço tangente à GL(3)-órbita de f

em V2 é IR 〈x2, xy, xz, y2, yz〉 , logo um transversal à órbita é dado por j2f + ā3z
2, onde
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ā3 ∈ IR. Então no transversal, o estrato A2 é dado por ā3 = 0, isto é, é uma variedade de

codimensão 1. Queremos saber quando a imagem de θ é transversal ao estrato-A2 em V2,

isto é, quando dpθ(IR
3) + TfA2 = V2.

O espaço tangente do estrato A2 em V2 é o kernel de uma forma diferenciável ξ. Como

ξ tem que anular o tangente ao estrato A2 no transversal e os geradores do tangente de

GL(3)(f), então ξ = da3.

Os geradores do espaço tangente à imagem de θ em V2 (ver Proposição 2.5), são

v1 = 2b2xy + b3y
2 + 3b1x

2 + b8z
2 + 2b9xz + b10yz,

v2 = 2b3xy + 3b4y
2 + b2x

2 + b6z
2 + b10xz + 2b5yz,

v3 = b10xy + b5y
2 + b9x

2 + 3b7z
2 + 2b8xz + 2b6yz.

A imagem de θ não é transversal ao estrato A2 se, e somente se, IR{v1, v2, v3} +

kernel ξ  V2, o que significa que v1, v2, v3 pertencem ao kernel ξ. Isto é se, e somente se,

ξ(v1) = 0 ⇔ b8 = 0,

ξ(v2) = 0 ⇔ b6 = 0,

ξ(v3) = 0 ⇔ b7 = 0.

Como ξ(v3) = b7 6= 0 para uma singularidade A2 conclúımos que a imagem de θ é

sempre transversal ao estrato A2 em V2. Então pelo Teorema 1.25, a variedade A2 em M ,

que é igual a θ−1(A2), é sempre uma superf́ıcie suave já que o estrato A2 tem codimensão

um em V2.

Observação 2.9 Observe que a prova da proposição anterior nos dá informações precisas

(ou seja, as condições para ocorrer a transversalidade) sobre a densidade a que se refere

o Teorema 1.26. O mesmo se repetirá nas provas das Proposicões 2.11, 2.13 e 2.15.

Usamos as condições que aparecem para obter novas informações geométricas.

Vamos estudar o significado da não transversalidade de θ ao estrato A2.

Proposição 2.10 O ponto (0, 0, 0) do conjunto parabólico é singular se, e somente se,

b6 = b7 = b8 = 0, ou seja, se, e somente se, θ não é transversal ao estrato A2.
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Prova: Seja j2f = a1x
2 +a2y

2 +b1x
3 +b2x

2y+b3xy2 +b4y
3 +b5y

2z+b6yz2 +b7z
3 +b8xz2 +

b9x
2z + b10xyz com fzz(0, 0, 0) = a3 = 0, a1 6= 0 e a2 6= 0, ou seja, f tem singularidade A2

na origem. O conjunto parabólico é descrito pela equação

det




fxx fxy fxz

fxy fyy fzy

fxz fzy fzz


 = 0,

cujo primeiro jato é 8a1a2b8x + 8a1a2b6y + 24a1a2b7z. Então as singularidades são dadas

por

∇


det




fxx fxy fxz

fxy fyy fzy

fxz fzy fzz





 = 8a1a2(b8, b6, 3b7) = 0.

Proposição 2.11 As singularidades A3 da função altura ocorrem genericamente sobre

uma curva suave da superf́ıcie suave de pontos A2 (ver Figura 2.1).

Prova: Suponha que f tem uma singularidade A3 na origem, e sem perda de generalidade,

tome a3 = 0 e b7 = 0. Um transversal à órbita de A3 em V3 pode ser dado por j3f +

ā3z
2 + f̄3, onde ā3 ∈ IR e f̄3 = b̄1x

3 + b̄2x
2y + b̄3xy2 + b̄4y

3 + b̄5zy
2 + b̄6z

2y + b̄7z
3 + b̄8xz2 +

b̄9zx
2 + b̄10xyz com os coeficientes em IR. Neste transversal, temos uma singularidade A3

se ā3 = 0 e b̄7 = 0. Queremos saber quando a imagem de θ é transversal ao estrato-A3,

isto é, quando dpθ(IR
3)+TfA3 = V3, e assim saberemos quando θ−1(A3) é variedade suave

em IR3 de codimensão igual a dois (codimensão de A3).

O espaço tangente do estrato-A3 em V3 é a interseção do kernel de duas formas

diferenciáveis ξ1 e ξ2. Como ξ1 e ξ2 têm que anular o tangente ao estrato-A3 no

transversal e os geradores do espaço tangente de GL(3).f, então ξ1 = da3 e ξ2 =

a2b8da5 + a1b6da6 − 2a1a2db7.

Os geradores do espaço tangente à imagem de θ em V3, são

v1= 2b2xy+ b3y
2 +3b1x

2 + b8z
2 +2b9xz + b10yz +(4c1−4a3

1)x
3 +3c2x

2y +3c12zx
2 +(2c3−

4a2
1a2)y

2x + 2c13xyz + c10z
3 + c4y

3 + c14y
2z + 2c11xz2 + c15yz2,

v2= 2b3xy +3b4y
2 + b2x

2 + b6z
2 + b10xz +2b5yz + c2x

3 +(2c3−2
2 a1)x

2y + c13zx
2 +3c4y

2x+

2c14xyz + c8z
3 + (4c5 − 4a3

2)y
3 + 3c6y

2z + c15xz2 + 2c7yz2,
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v3= b10xy + b5y
2 + b9x

2 + 2b8xz + 2b6yz + c12x
3 + c13x

2y + 2c11zx
2 + c14y

2x + 2c15xyz +

4c9z
3 + c6y

3 + 2c7y
2z + 3c10xz2 + 3c8yz2.

A imagem de θ não é transversal ao estrato-A3 se, e somente se, IR{v1, v2, v3} +

kernel ξ1 ∩ kernel ξ2  V3. Como kernel ξ1 ∩ kernel ξ2 tem codimensão dois, esta não

transversalidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, λjv1 +

µjv2 + βjv3 (j = 1, 2), tal que

ξ1(λjv1 + µjv2 + βjv3) =− (b8λj + b6µj) = 0 e

ξ2(λjv1 + µjv2 + βjv3) =(2a2(b9b8 − a1c10) + a1b6b10)λj + (a2b8b10 + 2a1(b6b5 − a2c8))µj+

2(a2b
2
8 + a1b

2
6 − 4a1a2c9)βj = 0

para j = 1, 2. Isto é, fazendo x = λj, y = µj, z = βj, teremos que ter duas soluções

linearmente independentes para o sistema:

b8x + b6y = 0

(2a2(b9b8−a1c10)+a1b6b10)x+(a2b8b10 + 2a1(b6b5 − a2c8)) y+2(a2b
2
8+a1b

2
6−4a1a2c9)z = 0.

Como estas são equações de planos, temos que:

(i) Se a2b
2
8 + a1b

2
6 − 4a1a2c9 6= 0 então b8 = b6 = 0, pois o coeficiente de z na primeira

equação é zero, e portanto, ela tem que gerar o espaço todo, para termos duas

soluções linearmente independentes. Assim, já que temos b7 = 0 para A3, isto é

equivalente ao conjunto A2 ser singular (ver Proposição 2.10).

(ii) Se a2b
2
8 + a1b

2
6 − 4a1a2c9 = 0 então para que os planos sejam paralelos temos que ter

b8 (a2b8b10 + 2a1b6b5 − 2a1a2c8)− (2b9a2b8 + a1b6b10 − 2a1a2c10)b6 = 0, e a primeira

igualdade deste item nos diz que a singularidade é Ak≥4 (ver Proposição 2.3).

Conclúımos que a imagem da aplicação Monge-Taylor não é transversal ao estrato A2

na singularidade A3 quando o conjunto parabólico é singular, ou quando a singularidade

é do tipo Ak≥4. Observe que para o conjunto A2 ser singular em A3, precisamos de 4

condições, portanto θ não encontra este estrato (A2 com conjunto parábolico singular),

ou seja, o caso não é genérico. Então pelo Teorema 1.25, a variedade A3 em M , que é

igual a θ−1(A3), é genericamente uma curva suave já que o estrato A3 tem codimensão

dois em V3.
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Observações 2.12

(i) Note que nesta curva a imagem de θ é transversal ao estrato-A2 e então o conjunto

A2 é uma superf́ıcie suave.

(ii) Em A3 : b6 = b8 = 0 se, e somente se, a famı́lia de função altura não é desdobra-

mento versal (ver Proposição 2.4) se, e somente se, o conjunto parabólico é singular

se, e somente se, a aplicação Monge-Taylor não é transversal ao estrato-A2.

Proposição 2.13 As singularidades A4 da função altura ocorrem genericamente em pon-

tos isolados da curva A3 (ver Figura 2.1).

Prova: Suponha que f tem uma singularidade A4 na origem, e sem perda de generalidade,

tome a3 = 0, b7 = 0 e c9 − b28
4a1

− b26
4a2

= 0. Um transversal à órbita de A4 em V4 pode ser

dado por j4f + ā3z
2 + f̄3 + f̄4, onde ā3 ∈ IR, f̄3 é dada na prova da Proposição 2.11 e

f̄4 = c̄1x
4 + c̄2x

3y+ c̄3x
2y2 + c̄4xy3 + c̄5y

4 + c̄6y
3z+ c̄7y

2z2 + c̄8yz3 + c̄9z
4 + c̄10z

3x+ c̄11z
2x2 +

c̄12zx
3 + c̄13x

2yz + c̄14xy2z + c̄15xyz2. Neste transversal, temos uma singularidade A4 se

ā3 = 0, b̄7 = 0 e 4a1a2(c9 + c̄9)− (b8 + b̄8)
2a2 − (b6 + b̄6)

2a1 = 0. Queremos saber quando

a imagem de θ é transversal ao estrato-A4, isto é, quando dpθ(IR
3) + TfA4 = V4.

O espaço tangente do estrato-A4 em V4 é a interseção dos núcleos de três formas

diferenciáveis ξ1, ξ2 e ξ3. Como ξ1, ξ2 e ξ3 têm que anular o tangente ao estrato-A4 no

transversal e os geradores do tangente de GL(3).f, então

ξ1 = da3,

ξ2 = a2b8da5 + a1b6da6 − 2a1a2db7,

ξ3 = −b6
8a2

db6 − b8
8a1

db8 + 1
4
dc9 + ( b8b9

8a2
1

+ b6b10
16a1a2

− c10
8a1

)da5 +
(

b8b10
16a1a2

+ b6b5
8a2

2
− c8

8a2

)
da6 +

b28
16a2

1
da1 +

b26
16a2

2
da2 + b6b8

16a1a2
da4.

Os geradores do espaço tangente à imagem de θ em V4, são

v1 = j4

(
dθ(

∂

∂x
)

)
, v2 = j4

(
dθ(

∂

∂y
)

)
, v3 = j4

(
dθ(

∂

∂z
)

)
.

A imagem de θ não é transversal ao estrato-A4 se, e somente se, IR{v1, v2, v3}+
kernel ξ1 ∩ kernel ξ2 ∩ kernel ξ3  V4. Como kernel ξ1 ∩ kernel ξ2 ∩ kernel ξ3 tem

codimensão três, esta não transversalidade significa que existe um vetor não nulo, λv1 +

µv2+βv3, tal que ξ1(λv1+µv2+βv3) = 0, ξ2(λv1+µv2+βv3) = 0 e ξ3(λv1+µv2+βv3) = 0.

Isto é, teremos que ter
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det




ξ1(v1) ξ1(v2) 0

ξ2(v1) ξ2(v2) ξ2(v3)

ξ3(v1) ξ3(v2) ξ3(v3)


 = 0,

ou seja,

3a1b
2
6b

2
8b9b10a

2
2 + 2b10a

3
2b

3
8c10a1 + 4b10a

2
2b

2
8b6c8a

2
1b

2
8d11a

2
1 − b10a

3
2b

4
8b9 − b2

10a
2
2b

3
8b6a1 −

3b10a2b
2
8b5b

2
6a

2
1−4a2

1a
3
2c8b

2
8c10 +2a1a

3
2c8b

3
8b9 +4a2

1b6b5b
2
8c10a

2
2−2a1b6b5b

3
8b9a

2
2 + b8a

2
1b

3
6b

2
10a2−

4b8a
2
1b

2
6c10b10a

2
2 − 2b8a

3
1b

3
6b

2
5 − 4b8a

3
1b6 + 8b8a

3
1a

3
2c8d11 + 6b8a

3
1a2c8b5b

2
6 − 8b8a

3
1b6b5d11a

2
2 −

4b9a
2
2b8b

2
6c8a

2
1 +2b9a2b8b5b

3
6a

2
1 +4a3

1a
2
2c10b

2
6c8−2a3

1a2c10b5b
3
6−2a3

1b
3
6b10c8a2 +4a3

1b
2
6b10d11a

2
2 +

a3
1b

4
6b10b5− 6b6b9a

3
2b

2
8c10a1 + 8b6b9a

3
2b8d11a

2
1 + 2b6b

2
9a

3
2b

3
8 + 4b6a

2
1a

3
2c

2
10b8− 8b6a

3
1a

3
2c10d11 = 0.

Observamos que na singularidade A4 se o determinante acima se anula, teremos 4

condições e portanto θ não encontra este estrato (A4 com o determinante nulo), ou seja,

este caso não é genérico. Conclúımos que quando este determinante é diferente de zero

a imagem da aplicação Monge-Taylor é transversal ao estrato A4. Sendo assim, como

esta variedade tem codimensão três então pelo Teorema 1.25, θ−1(A4) é uma variedade

de codimensão três em M , o que significa que é constitúıda de pontos isolados.

Observação 2.14 As codimensões dos conjuntos Ak≥5 é maior ou igual a quatro, e por-

tanto, transversalidade significa que a imagem de θ não encontra o estrato-Ak, para k ≥ 5.

Assim, conclúımos que f, genericamente, não tem singularidades Ak≥5.

A2

3
A

A4

������

  Cuspidal Edge de Gauss

Rabo de Andorinha de Gauss

Figura 2.1: Conjuntos A2, A3, A4
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A nomenclatura usada na Figura 2.1 é devido ao fato de que localmente a imagem da

aplicação de Gauss em um ponto A3 é uma cuspidal edge e a imagem local de um ponto

A4 é o rabo de andorinha, análogo à nomenclatura no caso de superf́ıcies em IR3.

Proposição 2.15 As singularidades D4 da função altura ocorrem, genericamente, sobre

pontos isolados de M . Na singularidade D4, o conjunto A2 é um cone. Em D+
4 o conjunto

A3 é uma reta contida neste cone. Em D−
4 o conjunto A3 é constitúıdo por três retas

contidas no cone (ver Figura 2.2).

Prova: Suponha que f tem uma singularidade D4 na origem, e sem perda de generalidade,

tome a2 = a3 = 0. Um transversal à órbita de D4 em V2 pode ser dado por a1x
2 + ā2y

2 +

ā3z
2+ ā6yz, onde ā2, ā3,ā6 ∈ IR. Neste transversal, temos uma singularidade D4 se ā2 = 0,

ā3 = 0 e ā6 = 0. Queremos saber quando a imagem de θ é transversal ao estrato-D4, isto

é, quando dpθ(IR
3) + TfD4 = V2, e assim saberemos quando θ−1(D4) é variedade C∞ em

IR3 de codimensão igual a três.

O espaço tangente do estrato-D4 em V2 é a interseção dos núcleos de três formas

diferenciáveis ξ1, ξ2 e ξ3. Como ξ1, ξ2 e ξ3 têm que anular o tangente ao estrato-D4 no

transversal e os geradores do espaço tangente de GL(3).f, então ξ1 = da3, ξ2 = da2 e

ξ3 = da6.

Os geradores do espaço tangente à imagem de θ em V2, são

v1 = j2

(
dθ(

∂

∂x
)

)
, v2 = j2

(
dθ(

∂

∂y
)

)
, v3 = j2

(
dθ(

∂

∂z
)

)

com a2 = a3 = a6 = 0.

A imagem de θ não é transversal ao estrato-D4 se, e somente se, IR{v1, v2, v3} +

kern ξ1 ∩ kern ξ2 ∩ kern ξ3  V2. Como kern ξ1 ∩ kern ξ2 ∩ kern ξ3 tem codimensão três,

esta não transversalidade significa que existe um vetor não nulo, λv1 + µv2 + βv3, tal que

ξ1(λv1 +µv2 +βv3) = 0, ξ2(λv1 +µv2 +βv3) = 0 e ξ3(λv1 +µv2 +βv3) = 0. Isto é, teremos

que ter

det




ξ1(v1) ξ1(v2) ξ1(v3)

ξ2(v1) ξ2(v2) ξ2(v3)

ξ3(v1) ξ3(v2) ξ3(v3)


 = 0,

ou seja,

6b3b5b7 − 2b3b
2
6 − 9b4b10b7 + 6b4b8b6 + b5b10b6 − 2b8b

2
5 = 0.
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Mas isso colocaria uma condição extra no D4 tornando a situação não genérica. Con-

clúımos que como genericamente o determinante acima é diferente de zero, a imagem da

aplicação Monge-Taylor é transversal ao estrato D4. Sendo assim, como este estrato tem

codimensão três em V3, pelo Teorema 1.25, θ−1(D4) é uma variedade de codimensão três

em M , o que significa que é constitúıda de pontos isolados (ver Figura 2.2). Observamos

ainda que a imagem de θ não é transversal ao estrato-D4 se, e somente se, a famı́lia de

função altura não é um desdobramento versal em uma singularidade D4 (ver Proposição

2.4).

No transversal de D4 (portanto em V2, e assim podemos trabalhar com o 2-jato de f)

o conjunto A2 é um cone dado pela equação

det




fxx fxy fxz

fxy fyy fyz

fxz fyz fzz


 = 2a1

(
ā2

6 − 4ā2ā3

)
= 0

Isto é ā2
6 − 4ā2ā3 = 0. Esta equação nos dá um cone em V2. Como θ é transversal a D4,

θ(IR3)∩A2 é um cone em V2, e como θ é um difeomorfismo IR3, 0 → V2, θ−1(A2) é também

um cone em M .

Vejamos agora como é o conjunto dos pontos A3 sobre este cone. Para isto, precisamos

trabalhar em V3. Em uma singularidade D4 o 3-jato de f é dado por j3f = x2+C(x, y, z),

onde a cúbica C(x, y, z) ' z3±y2z+xa(x, y, z). Um transversal à órbita de D4 em V3 pode

ser dado por x2 + ā2y
2 + ā3z

2 + ā6yz + z3± y2z +xa(x, y, z)+xb(x, y, z), onde b(x, y, z) =

b̄1x
2+b̄2xy+b̄9xz. Fazendo x = X− 1

2
(a−b) teremos j3f ' X2+ā2y

2+ā3z
2+ā6yz+z3±y2z,

onde teremos A3 se, e somente se, ā2y
2 + ā3z

2 + ā6yz = L2 e L | (z3 ± y2z). Assim,

j3f ' X2 + L2 + LW , onde W = (z3 ± y2z)/L. Fazendo a mudança L = l − W
2
, teremos

X2 + l2 −W 2/2, como W 2 tem grau 4 então j3f = X2 + l2. Vejamos:

(i) se tivermos z3 + y2z = z(z2 + y2), então L | z ou L | (z2 + y2) (que não pode ocorrer,

pois L é de grau 1), logo L = λz. Portanto, como L2 = ā2y
2 + ā3z

2 + ā6yz temos que

ā2 = ā6 = 0, isto é teremos uma variedade de codimensão 2 em V3, que está sobre

o cone ā2
6 − 4ā2ā3 = 0. Logo em M teremos uma curva suave, pois θ genericamente

é transversal ao estrato-A3.

(ii) se tivermos z3 − y2z = z(z − y)(z + y), então

L | z ⇒ L2 = λ2z2, ou

L | (z − y) ⇒ L2 = λ2(z − y)2, ou
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L | (z + y) ⇒ L2 = λ2(z + y)2.

Como L2 = ā2y
2 + ā3z

2 + ā6yz, para o primeiro caso teremos que ter ā2 = ā6 = 0,

para o segundo ā3 − ā2 = 0 e ā6 + 2ā2 = 0, e para o último temos que ter ā6 − 2ā2 = 0 e

ā3− ā2 = 0. Isto é, teremos três variedades de codimensão 2 (sobre o cone ā2
6−4ā2ā3 = 0),

e portanto em M , teremos três curvas suaves.

A3

������ ������+ -

AA

A

D

22

3

4D4

Figura 2.2: Conjunto parabólico em D4, umb́ılico eĺıptico (hiperbólico) à esquerda (respectiva-

mente, à direita)

Observação 2.16 As codimensões dos conjuntos Dk≥5 são maiores ou iguais a quatro,

e portanto, transversalidade significa que a imagem de θ não encontra o estrato-Dk, para

k ≥ 5. Conclúımos que f, genericamente, não tem singularidades Dk≥5.

O teorema a seguir identifica geometricamente os tipos de singularidades da função

altura.

Teorema 2.17 As singularidades genéricas da função altura ao longo da direção u ocor-

rem em p ∈ M quando

A1: p não é ponto parabólico, Bif(H) é vazio.

A2: p é ponto parabólico, a direção assintótica principal é transversal ao conjunto

parabólico da hipersuperf́ıcie, Bif(H) é uma superf́ıcie regular.

A3: p é ponto parábólico, a direção assintótica principal é tangente ao conjunto

parabólico da hipersuperf́ıcie, Bif(H) é um cuspidal edge.
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A4: p é ponto parabólico, a direção assintótica principal é tangente à curva A3, Bif(H)

é um rabo de andorinha.

D4: p é ponto parabólico, o conjunto parabólico é um cone. Em D+
4 , o conjunto A3 é

uma reta sobre o cone. Em D−
4 , o conjunto A3 é formado de três retas sobre o cone.

Os conjuntos Bif(H) para D+
4 e para D−

4 são como na Figura 2.4.

Ver Figuras 2.3 e 2.4.

T Mp

A
2

A

A
4

3

Figura 2.3: Direções assintóticas principais sobre os pontos A2, A3 e A4

Prova: Dado p ∈ M denotamos as três curvaturas principais em p, por k1, k2 e k3. O

segundo jato da f pode ser escrito como 1
2
(k1x

2+k2y
2+k3z

2). Logo, segue da definição de

ponto parabólico e das condições sobre os coeficientes de f , que A1 não é ponto parabólico,

mas que A2, A3, A4, e D4 são todos pontos parabólicos.

Como o conjunto bifurcação é a imagem do conjunto parabólico na esfera de Gauss,

então Bif(H) = ∅ para os pontos não parabólicos A1. Para os outros tipos de singular-

idades sabemos que a função altura é um desdobramento versal, portanto os conjuntos

de bifurcações são dados por modelos dos conjuntos de bifurcações das singularidades A2,

A3, A4 e D4. Ver por exemplo [11] nas páginas 110− 115.

Sabemos que o conjunto parabólico de uma hipersuperf́ıcie w = f(x, y, z) é dado pelos

pontos (x, y, z) que anulam o determinante da matriz hessiana de f(x, y, z). O primeiro

jato desta equação é dado por

8a1a2b8x + 8a1a2b6y + 24a1a2b7z.
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Bif (H, A   )

Cuspidal edge Rabo de andorinhaRegular

Bif (H, A   )

4
4

  -
  +

Bif (H, A   )2 3 4

Bif (H, D   )Bif (H, D   )

Figura 2.4: Conjuntos de Bifurcações de H

O normal ao conjunto parabólico pode ser dado por (b8, b6, b7) (ver Proposição 2.10). A

direção assintótica principal é (0, 0, 1). Logo, (0, 0, 1) é transversal ao conjunto parabólico

se, e somente se, b7 6= 0, ou seja, se, e somente se, a singularidade for do tipo A2. Se

b7 = 0, ou seja, se a singularidade for do tipo A3, então (0, 0, 1) é tangente ao conjunto

parabólico.

Queremos agora provar que a direção assintótica principal é tangente à curva A3 no

ponto A4. Para isso, precisamos achar a parametrização da curva A3. Esta é dada pelos

pontos (x0, y0, z0) tal que o determinante da matriz hessiana nestes pontos seja zero, e

o kernel (a, b, c) da hessiana seja raiz da forma cúbica de f . Ou seja, precisamos achar

primeiramente (a, b, c) tal que:




fxx fxy fxz

fxy fyy fzy

fxz fzy fzz







a

b

c


 = 0,

onde as derivadas parciais de f são calculadas em (x0, y0, z0). Podemos supor que a

terceira linha da matriz acima é combinação linear das duas primeiras, ou seja,

fxz(x0, y0, z0) = λ1fxx(x0, y0, z0) + λ2fxy(x0, y0, z0),
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fzy(x0, y0, z0) = λ3fxy(x0, y0, z0) + λ4fyy(x0, y0, z0),

fzz(x0, y0, z0) = λ5fxz(x0, y0, z0) + λ6fyz(x0, y0, z0)

já que o determinante da matriz hessiana em (x0, y0, z0) deve ser igual a zero. Achamos

então:

a =fxz(fyyfxx − f 2
xy) + fxy(fxzfxy − fyzfxx),

b =fxx(fyzfxx − fxzfxy),

c =fxx(f
2
xy − fyyfxx).

Então a curva A3 é dada pelos pontos (x0, y0, z0) tal que o determinante da hessiana neste

ponto seja zero e a parte cúbica da f calculada em (a, b, c) também se anule. Fazendo as

contas, temos

(x0, y0, z0) = (−b6(b
2
8a2+b2

6a1−4a1a2c9)y, b8(b
2
8a2+b2

6a1−4a1a2c9)y, (b6(b8b9a2+
1
2
b6a1b10−

a1a2c10 − a1b5b8) + b8(a1a2c8 − 1
2
a2b8b10))y) + t.o.m.

Sendo assim, a direção do tangente da curva A3 é (−b6(b
2
8a2 + b2

6a1 − 4a1a2c9), b8(b
2
8a2 +

b2
6a1−4a1a2c9), (b6(b8b9a2 + 1

2
b6a1b10−a1a2c10−a1b5b8)+b8(a1a2c8− 1

2
a2b8b10))). Sabemos

que o conjunto parabólico é suave sobre a curva A3 (isto é, quando b7 = 0) se, e somente

se, b6 6= 0 ou b8 6= 0. Então a direção assintótica principal (0, 0, 1) é tangente à curva

A3 se, e somente se, b2
8a2 + b2

6a1 − 4a1a2c9 = 0, ou seja, se, e somente se, o ponto tem

singularidade A4 (ver Figura 2.3).

O fato que o conjunto parabólico é um cone em D4, onde em D+
4 , o conjunto A3 é

uma reta sobre o cone e em D−
4 , o conjunto A3 é formado de três retas sobre o cone, está

provado na Proposição 2.15.
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Caṕıtulo 3

Contato com retas

Neste caṕıtulo estudamos o contato de hipersuperf́ıcies em IR4 com retas. Obtemos as

condições necessárias e suficientes para que a aplicação projeção tenha singularidades

genéricas, e estudamos as estruturas locais dos conjuntos com tipos de singularidades de

codimensão menor ou igual a dois da aplicação projeção. Interseções destes conjuntos

também foram estudadas. Por fim, demos as caracteŕısticas geométricas das singulari-

dades da aplicação projeção.

A seguir definiremos a famı́lia de projeções ortogonais e listaremos as singularidades

genéricas que podem ocorrer para os membros desta famı́lia.

3.1 As singularidades genéricas da projeção

ortogonal

Seja M3 uma variedade de dimensão três, e M seu mergulho em IR4. A famı́lia de projeções

em IR3, que mede o contato de M com retas em IR4, é definida pela aplicação:

P: M ×S3 → B

(p, u) 7→ (u, p− < u, p > u)

onde B = {(u, y) ∈ S3 × IR4; 〈u, y〉 = 0}, isto é, B é o fibrado tangente de S3.

Seja p ∈ M , por mudanças de coordenadas sempre podemos identificar p com a origem

e fixar coordenadas locais (x, y, z, w) em p = (0, 0, 0, 0), tal que o eixo-w seja normal a

M em p, e o espaço-(x, y, z) seja o espaço tangente a M em p. Assim podemos escrever
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M na forma de Monge, isto é, como um gráfico de uma função w = f(x, y, z), tal que

f = fx = fy = fz = 0 em (0, 0, 0).

Escolhemos uma carta em S3 próxima de (0, 0, 1, 0) dada por (a, b, 1, c). Logo, as

coordenadas de um ponto p ∈ M no plano de projeção z = 0 ao longo da direção (a, b, 1, c)

são dadas por (X, Y, 0,W ) = (x, y, z, f(x, y, z)) + λ(a, b, 1, c), ou seja λ = −z. Então a

famı́lia de projeções P pode ser reescrita, na vizinhança da origem, da forma:

P: IR3 × IR3, 0 → IR3

((x, y, z), (a, b, c)) 7→ (x− az, y − bz, f(x, y, z)− cz).

Fixando u0 = (0, 0, 1, 0) teremos Pu0(x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)), um germe de corank

1 de uma aplicação de IR3, 0 → IR3, 0. Observemos que as singularidades de P não são

alteradas por mudanças de coordenadas na fonte e na meta. As K classes de Pu0 fornecem

informações sobre o contato de M com u0 mas não com as retas vizinhas. Portanto,

consideramos a ação do grupo A sobre germes de IR3, 0 → IR3, 0, que fornece informações

sobre o contato de M com retas vizinhas de u0.

Encontramos em [31] uma classificação de germes A-simples de tais aplicações.

Teorema 3.1 ([31]) As A-classes das singularidades simples de germes de IR3, 0 →
IR3, 0 de corank 1 e as suas Ae-codimensões, são mostradas na Tabela 1:

Tabela 1:

Tipo Forma normal Ae-cod

II (x, y, z2) 0

3∗ (x, y, z3 + h(x, y)z) µ(h)

4k
1 (x, y, z4 + xz ± ykz2), k ≥ 1 k − 1

4k
2 (x, y, z4 + (y2 ± xk)z + xz2), k ≥ 2 k

51 (x, y, z5 + xz + yz2) 1

52 (x, y, z5 + xz + y2z2 + yz3) 2

53 (x, y, z5 + xz + yz3) 3

∗ denota o tipo de h que pode ser Ak (±x2 ± yk+1), Dk (x2y ± yk−1), E6 (x3 ± y4),

E7 (x3 + xy3), E8 (x3 + y5), e µ denota o número de Milnor.
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As singularidades que podemos esperar dos membros da famı́lia P são as de codimensão

≤ 3, que é a dimensão do seu espaço de parâmetros. Para completar a lista destas

singularidades, a seguir listaremos as singularidades não simples de Ae-codimensão menor

ou igual a três estudadas por Hawes [26].

Teorema 3.2 ([26]) As A-classes das singularidades não simples, de Ae-codimensão ≤
3, de germes de IR3, 0 → IR3, 0 de corank 1 e as suas Ae-codimensões, são mostradas na

Tabela 2:

Tabela 2:

Tipo Forma normal Ae-cod

61 (x, y, yz + xz2 + z6 ± z8 + az9) 2

62 (x, y, yz + xz2 + z6 + z9) 3

54 (x, y, yz + x2z2 + z5 ± z6 + az7) 3

Queremos saber como a famı́lia P estratifica o seu espaço de parâmetros S3 em relação

às singularidades genéricas simples. As singularidades genéricas de Pu, u ∈ S3, são dadas

pelo teorema a seguir, que é uma consequência direta do teorema de transversalidade de

Montaldi [37], pois a famı́lia P é A-versal.

Teorema 3.3 Genericamente a aplicação Pu tem singularidades simples locais de codi-

mensão menor ou igual a três, isto é, as singularidades simples do tipo II, 3Ak
com

0 ≤ k ≤ 3, 4k
1 com 1 ≤ k ≤ 4, 42

2, 4
3
2, 51, 52 e 53 do Teorema 3.1 e as singularidades

não simples 61, 62 e 54 do Teorema 3.2.

Destacamos aqui, que só estudamos as singularidades simples.

A proposição a seguir mostra as condições sobre os coeficientes da expansão de Taylor

de f em (0, 0, 0), quando Pu0 = (x, y, f(x, y, z)) tem as singularidades simples genéricas

citadas acima. Escrevemos o 6-jato de f como:

j6(f) = a1x
2 + a2y

2 + a3z
2 + a4xy + a5xz + a6yz + b1x

3 + b2x
2y + b3xy2 + b4y

3 +

b5y
2z + b6yz2 + b7z

3 + b8z
2x + b9zx

2 + b10xyz + c1x
4 + c2x

3y + c3x
2y2 + c4xy3 + c5y

4 +

c6y
3z + c7y

2z2 + c8yz3 + c9z
4 + c10z

3x + c11z
2x2 + c12zx

3 + c13x
2yz + c14xy2z + c15xyz2 +

d1x
5 +d2x

4y +d3x
3y2 +d4x

2y3 +d5xy4 +d6y
5 +d7y

4z +d8y
3z2 +d9y

2z3 +d10z
4y +d11z

5 +

d12z
4x+d13x

2z3 +d14x
3z2 +d15x

4z +d16x
3yz +d17x

2y2z +d18x
2yz2 +d19xy2z2 +d20xy3z +
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d21xyz3 +e1x
6 +e2x

5y+e3x
4y2 +e4x

3y3 +e5x
2y4 +e6xy5 +e7y

6 +e8y
5z+e9y

4z2 +e10y
3z3 +

e11y
2z4+e12yz5+e13z

6+e14xz5+e15x
2z4+e16x

3z3+e17x
4z2+e18x

5z+e19x
4yz+e20x

3y2z+

e21x
3yz2 + e22x

2y2z2 + e23x
2y3z + e24x

2yz3 + e25xy4z + e26xyz4 + e27xy2z3 + e28xy3z2.

Proposição 3.4 A projeção ortogonal Pu0 tem as seguintes singularidades simples:

II ⇔ a3 6= 0;

3A0 ⇔ a3 = 0, a5 6= 0, b7 6= 0;

3A1 ⇔ a3 = a5 = a6 = 0, b7 6= 0, 3b9b7 − b2
8 6= 0

4b8b6b10 − 3b2
10b7 − 4b5b

2
8 + 12b5b7b9 − 4b2

6b9 6= 0;

3A2 ⇔ a3 = a5 = a6 = 0, 4b8b6b10 − 3b2
10b7 − 4b5b

2
8 + 12b5b7b9 − 4b2

6b9 = 0,

b7 6= 0, 3b9b7 − b2
8 6= 0, ϕ1(bi, ci) 6= 0;

3A3 ⇔ a3 = a5 = a6 = 0, 4b8b6b10 − 3b2
10b7 − 4b5b

2
8 + 12b5b7b9 − 4b2

6b9 = 0,

ϕ1(bi, ci) = 0, b7 6= 0, 3b9b7 − b2
8 6= 0, ϕ2(bi, ci, di) 6= 0;

41
1 ⇔ a3 = b7 = 0, b6a5 − b8a6 6= 0, a5 6= 0, c9 6= 0;

42
1 ⇔ a3 = b7 = b6a5 − b8a6 = 0, a5 6= 0, c9 6= 0, ϕ3(ai, bi, ci) 6= 0 ;

43
1 ⇔ a3 = b7 = b6a5 − b8a6 = ϕ3(ai, bi, ci) = 0, a5 6= 0, c9 6= 0,

ϕ4(ai, bi, ci, di) 6= 0;

44
1 ⇔ a3 = b7 = b6a5 − b8a6 = ϕ3(ai, bi, ci) = ϕ4(ai, bi, ci, di) = 0, a5 6= 0,

c9 6= 0, ϕ5(ai, bi, ci, di, ei) 6= 0;

42
2 ⇔ a3 = a5 = a6 = b7 = 0, b8 6= 0, c9 6= 0, b5b

2
8 − b10b6b8 + b9b

2
6 6= 0,

ϕ6(bi, ci) 6= 0;

43
2 ⇔ a3 = a5 = a6 = b7 = ϕ6(bi, ci) = 0, b8 6= 0, c9 6= 0,

b5b
2
8 − b10b6b8 + b9b

2
6 6= 0, ϕ7(bi, ci) 6= 0;

51 ⇔ a3 = b7 = c9 = 0, a5 6= 0, d11 6= 0, b6a5 − b8a6 6= 0;

52 ⇔ a3 = b7 = c9 = b6a5 − b8a6 = 0, a5 6= 0, d11 6= 0, ϕ7(ai, bi, ci, di, ei) 6= 0,

c8a5 − c10a6 6= 0;

53 ⇔ a3 = b7 = c9 = b6a5 − b8a6 = ϕ7(ai, bi, ci, di, ei) = 0, a5 6= 0, d11 6= 0,

c8a5 − c10a6 6= 0.

Onde as expressões ϕj, j = 1, · · · , 7 são polinômios de ai, bi, ci, di, ei. Suas expressões são

extensas e são dadas na Seção 3.3.

Prova: Usamos o Maple (ver Seção 3.3 para um exemplo do programa usado) para fazer-

mos mudanças de coordenadas para tornar (x, y, f(x, y, z)) equivalente às formas normais
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do Teorema 3.1. Assim, descobrimos as condições sobre os coeficientes da expansão de

Taylor de f necessárias para cada caso.

Precisamos do seguinte resultado na Proposição 4.6.

Proposição 3.5 Dado um desdobramento versal (x, y, u, z3+
−
h (x, y, u)z) da singulari-

dade (x, y, z3 + h(x, y)z) do Teorema 3.1, o conjunto de bifurcação deste desdobramento

é o discriminante do desdobramento versal
−
h da função h.

Prova: Seja (x, y, u, z3+
−
h (x, y, u)z) um desdobramento versal da singularidade (x, y, z3+

h(x, y)z), onde
−
h (x, y, u) é um desdobramento versal de h(x, y) (ver [31]). O conjunto de

bifurcação do primeiro desdobramento é dado pelas condições:

3z2+
−
h (x, y, u) = 0

6z = 0

−
hx (x, y, u) = 0

−
hy (x, y, u) = 0.

Para
−
h o conjunto discriminante é dado por:

−
h (x, y, u) = 0
−
hx (x, y, u) = 0
−
hy (x, y, u) = 0.

Comparando estas condições, conclúımos que estes dois conjuntos são iguais.

3.2 As estruturas locais dos tipos de singularidades

simples de codimensão ≤ 2

Seja M uma hipersuperf́ıcie em IR4 dada localmente por ϕ : IR3 → IR4 que leva (x, y, z)

em (x, y, z, f(x, y, z)). O objetivo desta seção é descrever os lugares em M onde ocorrem

as singularidades simples genéricas, de codimensão 1 e 2, da aplicação projeção. Esta

restrição neste caṕıtulo é devido às complexidades das contas (ver Seção 3.4). Vamos tra-

balhar em V1×V1×Vk onde consideramos uma G- órbita de Pu0(x, y, z) = (x, y, f(x, y, z))
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a qual não altera a geometria afim. Veremos que é suficiente trabalhar em Vk. Nestes

casos teremos que os lugares geométricos são genericamente curvas e superf́ıcies, os re-

sultados que apresentaremos nos darão as condições sobre os coeficientes de f para que

tenhamos tais curvas e superf́ıcies.

Suponha que Pu0 possui uma determinada singularidade na origem. Vamos calcular o

espaço tangente da G- órbita de Pu0 . Em um transversal a esta órbita podemos definir as

variedades onde ocorrem uma determinada singularidade. Basta agora ver o que acontece

neste transversal para sabermos o que acontece em todo Vk, pois a variedade de uma

determinada singularidade é o cartesiano desta variedade no transversal com a órbita.

Sabemos então que a codimensão da variedade em Vk é igual à codimensão da variedade no

transversal. Com a transversalidade da aplicação Monge-Taylor à esta variedade podemos

concluir o que acontece em M pelo Teorema 1.25.

A Proposição 2.5 nos dá os geradores, v1, v2 e v3, da imagem da derivada da aplicação

Monge-Taylor θ. Já sabemos que a geometria plana é GL(3)-invariante e então pode-

mos usar este grupo para fazermos mudanças de coordenadas na fonte, ou seja, em

(x, y, z) ∈ IR3. Agora, queremos um subgrupo de GL(4) que nos permita fazer mu-

danças de coordenadas na meta, ou seja, em (x, y, z, f(x, y, z)), tal que a geometria plana

dada pelas projeções em IR3 ainda seja invariante. Seja G o subgrupo de GL(4) dado

pelas matrizes da forma:




a b c 0

d e f 0

0 0 g 0

0 0 0 h




.

Temos dois motivos para escolher este subgrupo. O primeiro é que como queremos,

a geometria dada pelas projeções é a mesma se considerarmos a ação deste grupo G (ver

[13]). Assim, considerando G = GL(3)×G, temos que a geometria plana é G-invariante, e

portanto qualquer variedade em Jk(3) resultando desta geometria é também G-invariante.

Os geradores do espaço tangente à G-órbita de P (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)), podem

ser obtidos calculando d
dt

(P (At(x, y, z, f(x, y, z)))) |t=0 onde At é um caminho em G

pela identidade e d
dt

P (ξ(Bt(x, y, z))) |t=0 onde Bt é um caminho em GL(3) pela identi-

dade. Para as mudanças de coordenadas na meta temos os seguintes caminhos geradores

A11, A12, A13, A21, A22, A23, A33, A44 onde Aij = I + tEij com i, j = 1, 2, 3, 4, I é a matriz
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identidade e Eij = (αlm) com

αlm =





1 se l = i e m = j

0 caso contrário.

Para as mudanças de coordenadas na fonte temos os seguintes caminhos geradores Bij =

I + tEij, com i, j = 1, 2, 3.

Teremos então 17 vetores geradores do espaço tangente à G-órbita. O segundo motivo

para escolhermos o subgrupo G é que com alguns destes vetores,

d
dt

(P (A11)) |t=0= (x, 0, 0), d
dt

(P (A12)) |t=0= (y, 0, 0), d
dt

(P (A13)) |t=0= (z, 0, 0),

d
dt

(P (A21)) |t=0= (0, x, 0), d
dt

(P (A22)) |t=0= (0, y, 0), d
dt

(P (A23)) |t=0= (0, z, 0), podemos

gerar V1 × V1 × 0 em V1 × V1 × Vk. Sendo assim, o transversal à órbita está totalmente

contido em 0× 0× Vk, e então podemos trabalhar apenas em Vk. O que com certeza nos

facilita as contas.

Temos então o seguinte resultado.

Lema 3.6 Os geradores do espaço tangente à G-órbita de f (G.f) em Jk(3), em f , são:

u1 = jkf, u2 = xfx, u3 = yfx, u4 = zfx, u5 = xfy,

u6 = yfy, u7 = xfz, u8 = yfz, u9 = zfz, u10 = zfy.

Proposição 3.7 As singularidade 3A1 da aplicação projeção Pu ocorrem localmente sobre

uma superf́ıcie suave, que é o conjunto parabólico (ver Figura 3.1).

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 3A1 na origem e tome P (x, y, z) =

(x, y, f(x, y, z)) tal que j2f = a1x
2 + a2y

2 + a4xy, pois os outros coeficientes para o

2-jato são nulos (ver Proposição 3.4). O espaço tangente à G-órbita de f em V2 é dado

pelos vetores ui, i = 1, · · · , 10 (ver Lema 3.6). Quando a2
4 − 4a1a2 6= 0 (isto significa que

o ponto é parabólico e não é umb́ılico parcial), um transversal à órbita pode ser dado por

T = IR.{z2} e portanto se f̄ ∈ T então f̄ = j2f + ā3z
2, onde ā3 ∈ IR.

Consideremos no transversal a projeção na direção singular. Observamos a projeção

em qualquer direção do espaço tangente resulta numa projeção singular. Como a projeção

inicial é ao longo de (0, 0, 1, 0) podemos parametrizar as direções próximas no espaço tan-

gente por (α, β, 1, 0) com α e β próximos de zero. A projeção ao longo de (α, β, 1, 0) é dada
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por P (x, y, z) = (x−αz, y− βz, f̄(x, y, z)) que é equivalente a (x, y, f̄(x + αz, y + βz, z)).

Neste transversal, temos uma singularidade 3A1 se

coef(xz) = 2a1α + a4β = 0,

coef(yz) = a4α + 2a2β = 0, e

coef(z2) = ā3 + a1α
2 + a4αβ + a2β

2 = 0.

Logo como o determinante das duas primeiras equações é diferente de zero (condição para

T ser transversal), então a única solução é α = β = 0. Substituindo estes valores na

terceira equação temos que a condição para ter singularidade 3A1 no transversal é ā3 = 0.

Queremos saber quando a imagem de θ é transversal ao estrato-3A1 em V2, isto é,

quando dpθ(IR
3) + Tf3A1 = V2, e assim saberemos quando θ−1(3A1) é variedade em IR3 de

codimensão igual a um.

O espaço tangente do estrato-3A1 em V2 é o núcleo de uma forma diferenciável ξ.

Como ξ tem que anular o tangente ao estrato-3A1 no transversal e os geradores do espaço

tangente de G.f, então ξ = da3. Os geradores do espaço tangente à imagem de θ em V2,

são:

v1 = 3b1x
2 + 2b2xy + b3y

2 + b8z
2 + 2b9zx + b10yz;

v2 = b2x
2 + 2b3xy + 3b4y

2 + 2b5yz + b6z
2 + b10xz;

v3 = b5y
2 + 2b6yz + 3b7z

2 + 2b8xz + b9x
2 + b10xy.

A imagem de θ não é transversal ao estrato 3A1 se, e somente se, IR · {v1, v2, v3} +

kernel ξ  V2. Como kernel ξ tem codimensão 1, esta não transversalidade significa que

v1, v2, v3 pertencem ao kernel ξ. Isto é se, e somente se,

ξ(v1) = 0 ⇔ b8 = 0,

ξ(v2) = 0 ⇔ b6 = 0,

ξ(v3) = 0 ⇔ b7 = 0.

Como temos uma singularidade 3A1 então ξ(v3) = b7 6= 0, e portanto a imagem de θ

é sempre transversal ao estrato 3A1 . Consequentemente, pelo Teorema 1.25, a variedade

3A1 em M , que é igual a θ−1(3A1) é sempre uma superf́ıcie suave de codimensão 1 em M ,

isto é, de dimensão dois (ver Figura 3.1).
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Observamos que o resultado acima também segue da Proposição 2.8 e do Teorema 4.2,

onde mostramos que Pu tem singularidade 3A1 se, e somente se, Hu∗ tem singularidade

A2, onde u∗ é a direção dual de u. Note que as condições para haver transversalidade é a

mesma da Proposição 2.8.

As demonstrações das proposições a seguir seguem o mesmo método da prova da

Proposição 3.7 e por serem extensas serão provadas na última seção deste caṕıtulo.

Proposição 3.8 As singularidades 3A2 da aplicação projeção Pu0 ocorrem localmente

sobre uma curva suave da superf́ıcie suave de pontos 3A1.

Proposição 3.9 As singularidades 42
1 da aplicação projeção Pu0 ocorrem localmente sobre

uma superf́ıcie suave em M (ver Figura 3.1) fora dos pontos 42
2.

Proposição 3.10 As singularidades 43
1 da aplicação projeção Pu0 ocorrem localmente

sobre uma curva suave da superf́ıcie suave de pontos 42
1 (ver Figura 3.1).

Proposição 3.11 As singularidades 42
2 da aplicação projeção Pu0 ocorrem localmente

sobre uma curva suave (ver Figura 3.1).

Prova: Este resultado segue das Proposições 2.11 e 4.3, onde mostramos que Pu∗ tem

singularidade 42
2 se, e somente se, Hu tem singularidade Ak≥3. As condições para não

haver transversalidade são as mesmas que foram encontradas na Proposição 2.11.

Proposição 3.12 As singularidades 51 da aplicação projeção Pu0 ocorrem localmente

sobre uma superf́ıcie suave em M (ver Figura 3.1).

Proposição 3.13 As singularidades 52 da aplicação projeção Pu0 ocorrem localmente

sobre um curva suave da superf́ıcie suave de pontos 51 (ver Figura 3.1).

Observações 3.14

(1) Observe que as provas das Proposições 3.7 e 3.8 , 3.9, 3.10, 3.12, e 3.13 na Seção

3.4 nos dão informações precisas sobre a densidade a que se refere o Teorema 1.26.

(2) As condições de não transversalidade dos resultados acima, podem estar rela-

cionadas com o não desdobramento versal da famı́lia da aplicação projeção da de-

terminada singularidade, como acontece para a famı́lia de funções altura.
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Figura 3.1: Tipos de singularidades simples de codimensão ≤ 2

(3) As codimensões das variedades 3Ak
, k ≥ 4, 4k

1, k ≥ 5 e 4k
2 k ≥ 4 são maiores ou

iguais a três, e portanto, transversalidade significa que a imagem de θ não encontra a

variedade destas singularidades. Assim, conclúımos que, genericamente, a projeção

não possue estas singularidades.

Vamos agora estudar como as várias superf́ıcies acima se encontram.

Teorema 3.15 Genericamente, as superf́ıcies 42
1 e 3A1 em M se encontram tangencial-

mente ao longo da curva 42
2. Em pontos isolados sobre 42

2, a superf́ıcie 42
1 adquiri uma

singularidade tipo cross-cap.

Prova: Seja M uma hipersuperf́ıcie em IR4 dada localmente na origem por

(x, y, z, f(x, y, z)) onde j3f = a1x
2 + a2y

2 + a3z
2 + a4xy + a5xz + a6yz + b1x

3 + b2x
2y +

b3xy2 +b4y
3 +b5y

2z+b6yz2 +b7z
3 +b8z

2x+b9zx
2 +b10xyz. Então a aplicação projeção Pu0

tem singularidade 42
1 na origem se a3 = b7 = b6a5 − b8a6 = 0, e tem singularidade 3A1 se

a3 = a5 = a6 = 0. Logo na interseção das superf́ıcies 42
1 e 3A1 temos a3 = a5 = a6 = b7 = 0,

ou seja Pu0 tem uma singularidade 42
2 (ou mais degenerada).

Suponha que (x, y, f(x, y, z)) tem singularidade 42
2 na origem. Então considerando

o 3-jato acima temos que a3 = a5 = a6 = b7 = 0. O espaço tangente à G-

órbita de f em V3 é dado pelos vetores ui, i = 1, · · · , 10. Quando a2
4 − 4a1a2 6= 0

(isto é, o ponto não é umb́ılico parcial), um transversal à órbita pode ser dado por

T = IR.{z2, x3, x2y, xy2, y3, y2z, yz2, z3} e portanto se f̄ ∈ T então f̄ = j3f + ā3z
2 +

b̄1x
3 + b̄2x

2y + b̄3xy2 + b̄4y
3 + b̄5y

2z + b̄6yz2 + b̄7z
3, onde ā3, b̄1, b̄2, b̄3, b̄4, b̄5, b̄6, b̄7 ∈ IR.

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente,

(α, β, 1, 0) com α e β próximos do zero, ou seja P (x, y, z) ' (x, y, f̄(x + αz, y + βz, z)).

Neste transversal, temos uma singularidade 42
1 se

coef(z2) = ā3 + a1α
2 + a2β

2 + a4αβ = 0,
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coef(z3) = b̄7 + b8α + b6β + b̄6β + O1(2) = 0,

coef(yz2).coef(xz)− coef(xz2).coef(yz) = (2b6a1− b8a4)α+(b6a4−2b8a2)β +O2(2) = 0,

onde O1(2) e O2(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em α, β, ā2, b̄i, c̄i que

são nulos se α = β = 0.

(1) Vamos supor que b8(b6a4−2b8a2)+b6(2b6a1−b8a4) 6= 0. Então podemos pelo Teorema

da função Impĺıcita tirar α em função de β na terceira equação onde o primeiro jato é

dado por α = 2b8a2−b6a4

2b6a1−b8a4
β. Substituindo na segunda equação temos que o primeiro jato é

dado por b̄7 + 1
2b6a1−b8a4

(b8(2b8a2− b6a4)+ b6(2b6a1− b8a4))β = 0. Como estamos supondo

o coeficiente de β diferente de zero, podemos escrever β em função das outras incógnitas.

Substituindo estes valores na primeira equação temos que o primeiro jato da condição

para ter singularidade 42
1 no transversal é ā3 = 0, que é o espaço tangente do estrato 42

1.

No tranversal a singularidade é do tipo 3A1 se

coef(z2) = ā3 + a1α
2 + a2β

2 + a4αβ = 0,

coef(xz) = a4β + 2a1α = 0,

coef(yz) = a4α + 2a2β = 0.

Logo como o determinante destas duas últimas equações é diferente de zero (condição

para T ser transversal), então a única solução é α = β = 0. Substituindo estes valores na

primeira equação temos que a variedade 3A1 no transversal é dada por ā3 = 0.

Então nos pontos 42
2 de interseção destes estratos temos que os espaços tangentes são

iguais. Ou seja, os estratos 3A1 e 42
1 se encontram tangencialmente ao longo do estrato

42
2. Portanto pelo Teorema 1.25, as superf́ıcies 42

1 e 3A1 se encontram tangencialmente em

M ao longo da curva 42
2 (ver Figura 3.2).

(2) Se b8(2b8a2− b6a4)+ b6(2b6a1− b8a4) = 0 com (2b8a2− b6a4) 6= 0 e b6(2b6a1− b8a4) 6= 0

podemos parametrizar o 2-jato do conjunto 42
1 da forma (ā3, b̄6, b̄7) = (ξ1α

2, b̄6, ξ2b̄6α) que

é um cross-cap, onde ξ1 e ξ2 são constantes. Portanto em IR2×V3 temos que o estrato 42
1 é

difeomorfo ao cross-cap cartesiano IRk−1 onde k = dimV3. A imagem de θ intercepta esta

estratificação produto em um cross-cap (pois θ é genericamente transversal ao estrato e

a imagem de θ tem dimensão 3) portanto θ−1(42
1) é um cross-cap. Por continuidade 42

1 e

3A1 são tangentes também neste caso.
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Figura 3.2: Interseção de 3A1 e 42
1

Teorema 3.16 Genericamente, as superf́ıcies 42
1 e 51 em M se encontram tangencial-

mente ao longo da curva 52.

Prova: Seja M uma hipersuperf́ıcie em IR4 dada localmente na origem por

(x, y, z, f(x, y, z)) onde j4f = a1x
2 + a2y

2 + a3z
2 + a4xy + a5xz + a6yz + b1x

3 + b2x
2y +

b3xy2 +b4y
3 +b5y

2z+b6yz2 +b7z
3 +b8z

2x+b9zx
2 +b10xyz+c1x

4 +c2x
3y+c3x

2y2 +c4xy3 +

c5y
4+c6y

3z+c7y
2z2+c8yz3+c9z

4+c10z
3x+c11z

2x2+c12zx
3+c13x

2yz+c14xy2z+c15xyz2.

Então a aplicação projeção tem singularidade 42
1 na origem se a3 = b7 = b6a5 − b8a6 = 0,

e tem singularidade 51 se a3 = b7 = c9 = 0. Então na intersecção das superf́ıcies 42
1 e 51,

temos a3 = b7 = b6a5 − b8a6 = c9 = 0, ou seja a projeção possui uma singularidade do

tipo 52.

Suponha que (x, y, f(x, y, z)) tem singularidade 52 na origem. Então considerando o

4-jato acima temos que ter a3 = b7 = b6a5 − b8a6 = c9 = 0. O espaço tangente à G-órbita

de f em V4 é dado pelos vetores ui, i = 1, · · · , 10. Um transversal à órbita pode ser dado

por f̄ = j4f + ā2y
2 + b̄1x

3 + b̄2x
2y + b̄3xy2 + b̄4y

3 + b̄5y
2z + b̄7z

3 + b̄9x
2z + b̄10xyz + c̄1x

4 +

c̄2x
3y + c̄3x

2y2 + c̄4xy3 + c̄5y
4 + c̄6y

3z + c̄7y
2z2 + c̄8yz3 + c̄9z

4 + c̄10z
3x + c̄11x

2z2 + c̄12x
3z +

c̄13x
2yz + c̄14xy2z + c̄15xyz2, onde ā2, b̄i, c̄i ∈ IR.

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tan-

gente, (α, β, 1, 0) onde α e β são valores próximos do zero. Ou seja P (x, y, z) '
(x, y, f̄(x + αz, y + βz, z)). Neste transversal, temos uma singularidade 42

1 se

coef(z2) = a5α + a6β + a1α
2 + (a2 + ā2)β

2 + a4αβ = 0,

coef(yz2).coef(xz)− coef(xz2).coef(yz) = (2b6a1 + b10a5 − b8a4 − 2b9a6)α+

(b6a4 + 2b5a5 − 2b8a2 − b10a6)β + O1(2) = 0, e
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coef(z3) = b̄7 + b8α + b6β + O2(2) = 0,

onde O1(2) e O2(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em α, β, ā2, b̄i, c̄i e são

nulos se α = β = 0. Como a5 6= 0, da primeira equação pelo Teorema da Função Impĺıcita

temos que α é uma função de β com j1α = −a6

a5
β. Substituindo α na segunda equação

temos que quando C = (2b6a1+b10a5−b8a4−2b9a6)a6−(b6a4+2b5a5−2b8a2−b10a6)a5 6= 0,

isto é quando o coeficiente de β é não nulo, então a solução próxima de zero é β = 0. Caso

contrário, se C = 0 temos que substituindo na segunda equação o valor de α encontrado

na primeira obtemos β2(c+O(1)) = 0, onde c é constante e O(1) tem grau maior ou igual

a 1 em α, β, ā2, b̄i, c̄i. Novamente se c 6= 0 temos que a solução próxima do zero é β = 0.

Observe que o caso c = 0 é não genérico pois θ não encontra o estrato 52 com mais duas

condições C = c = 0. Logo as soluções próximas do zero são β = α = 0. A terceira

condição nos dá então b̄7 = 0. Temos uma singularidade 51 no transversal se

coef(z2) = a5α + a6β + a1α
2 + (a2 + ā2)β

2 + a4αβ = 0,

coef(z3) = b̄7 + b8α + b6β + O1(2) = 0, e

coef(z4) = c̄9 + c10α + c8β + O2(2) = 0,

onde O1(2) e O2(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em α, β, ā2, b̄i, c̄i e são

nulos se α = β = 0. Novamente da primeira equação podemos escrever α em função de β,

substituindo na terceira equação temos c̄9 + c8a5−c10a6

a5
β +O3(2) = 0 como c8a5− c10a6 6= 0

para 52 podemos achar β e substituindo na segunda equação temos que o primeiro jato é

b̄7 = 0 que é o tangente da variedade 51.

Portanto as variedades 42
1 e 51 em M se encontram tangencialmente ao longo da curva

52, pois o espaço tangente do estrato-51 é o mesmo que o espaço tangente do estrato-42
1

em V4 (ver Figura 3.3).

O resultado a seguir (análogo ao resultado de Gaffney e Ruas [21] para superf́ıcies

em IR3, ver também [22]) procura identificar geometricamente os tipos de singularidades

simples da projeção. Precisamos da seguinte definição.

Definição 3.17 Seja F = (x, y, f(x, y, z)). A curva cuja imagem por F é a curva de

auto-interseção do discriminante de F , ∆(F ), é chamada curva dos pontos duplos.

A curva na origem que é levada pela F na cuspidal edge de ∆(F ) é chamada curva

cuspidal edge.
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Figura 3.3: Tangência de 42
1 e 51 ao longo de 52

Teorema 3.18 As singularidades genéricas simples da aplicação projeção P ao longo da

direção u ocorrem em p ∈ M quando

II: u ∈ TpM , mas não é direção assintótica. Nos pontos eĺıpticos só acontece singula-

ridade deste tipo.

3A0: p é ponto parabólico ou hiperbólico; u tem contato 2 com a hipersuperf́ıcie; u é

direção assintótica no ponto hiperbólico e direção assintótica não principal no ponto

parabólico; Σ(P )é uma superf́ıcie regular.

3Ak
: (1 ≤ k ≤ 3) p é ponto parabólico; u tem contato 2 com a hipersuperf́ıcie; u é direção

assintótica principal e é transversal ao conjunto parabólico; Σ(P ) é uma superf́ıcie

com singularidade Ak.

4k
1: (1 ≤ k ≤ 4) p é hiperbólico; u tem contato 3 com a hipersuperf́ıcie; u é direção

assintótica; Σ(P ) é uma superf́ıcie regular; a curva cuspidal edge tem singularidade

Ak−1.

42
2, 4

3
2: p é ponto parabólico; u tem contato 3 com a hipersuperf́ıcie; u é direção assintótica

principal e é tangente ao conjunto parabólico; Σ(P ) é uma superf́ıcie com singula-

ridade A1.

51: p é ponto hiperbólico; u tem contato 4 com a hipersuperf́ıcie; u é direção assintótica;

Σ(P ) é uma superf́ıcie regular; a curva dos pontos duplos tem singularidade A5; a

curva cuspidal edge é regular.
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52, 53: p é ponto hiperbólico; u tem contato 4 com a hipersuperf́ıcie; u é direção assintótica;

Σ(P ) é uma superf́ıcie regular; a curva cuspidal edge tem singularidade A1.

Observações 3.19

(1) 4k
2, k = 2, 3, são distinguidos pela curva dos pontos duplos que não é trivial calcular

nestes casos.

(2) A menos da Ae-codimensão, os invariantes associados aos germes IR3, 0 → IR3, 0

em [31] e [40] são todos iguais para 52 e 53, portanto não podemos usá-los para

distinguir 52 e 53.

Prova: O espaço tangente a M em p = (x, y, z, f(x, y, z)) é gerado por (1, 0, 0, fx),

(0, 1, 0, fy) e (0, 0, 1, fz). Portanto, um vetor v pertence ao espaço tangente se, e somente

se, v = λ1(1, 0, 0, fx) +λ2(0, 1, 0, fy) +λ3(0, 0, 1, fz). Logo, u = (0, 0, 1, 0) pertence ao

espaço tangente se, e somente se, fz = 0 ou seja, se, e somente se, a projeção nesta

direção tem uma singularidade em p. Além disso, u é direção assintótica se, e somente se,

a curvatura normal em u se anula. Isto acontece se, e somente se, a3 = 0. Portanto, para

a singularidade do tipo II, a direção de projeção não é assintótica, e para os outros tipos

a direção é assintótica.

O segundo jato de f pode ser escrito como φ(x, y) + a3z
2 + a5xz + a6yz. Para a

singularidade II, j2P (x, y, z) = (x, y, a3z
2 + a5xz + a6yz) é equivalente a (x, y, z2) pois

a3 6= 0, logo o ponto pode ser parabólico, hiperbólico ou eĺıptico. Para o caso em que

a3 = 0, isto é, a direção (0, 0, 1, 0) é direção assintótica, se a5 6= 0 ou a6 6= 0 temos que

j2P (x, y, z) = (x, y, xz) e o ponto é hiperbólico, senão j2P (x, y, z) = (x, y, 0) e o ponto é

parabólico.

Nos pontos eĺıpticos só acontece singularidade do tipo II, pois não temos direção

assintótica nestes pontos.

Nos pontos parabólicos se projetarmos nas direções assintóticas não principais vere-

mos uma singularidade do tipo 3A0 , e se projetarmos na direção assintótica principal a

singularidade será do tipo 3A1 ou mais degenerada (ou seja, 3A2 , 3A3 , 42
2 ou 43

2).

Seja F (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)). Se F é finitamente determinada e f(0, 0, z) tem

uma singularidade Ak para algum k então podemos escrever f da forma f(x, y, z) =

zk+1 + P1(x, y)z + · · · + Pk−1(x, y)zk−1 [31]. Então, u = (0, 0, 1, 0) tem contato k com

a hipersuperf́ıcie. Por exemplo, se a singularidade é do tipo 3Ak
temos que f(x, y, z) =

z3 + P1(x, y)z. Conclúımos então que u tem contato 2 com a hipersuperf́ıcie. Lembramos
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também que dois germes equivalentes têm conjuntos de pontos cŕıticos e discriminantes

difeomorfos.

Nos casos 3Ak≥1
e 4k

2, k = 2, 3, o fato de u ser respectivamente transversal e tangente

ao conjunto parabólico já foi provado no Teorema 2.17, pois as singularidades A2 e Ak≥3

da função altura correspondem respectivamente por dualidade (às singularidades 3Ak≥1

(Proposição 4.6) e 4k
2, k = 2, 3 (Proposição 4.3).

Se a projeção tem singularidade 3Ak
então F ' (x, y, f(x, y, z)) onde f(x, y, z) =

z3 + (x2 ± yk+1)z. O conjunto Σ(F ) é difeomorfo ao conjunto dos pontos (x, y, z) tal que

fz = 0, ou seja, Σ(F ) ' {(x, y, z); 3z2 + x2± yk+1 = 0}. Logo Σ(F ) é uma superf́ıcie com

singularidade Ak. Para 3A0 F ' (x, y, z3 + xz), logo Σ(F ) ' {(x, y, z); 3z2 + x = 0}, ou

seja, Σ(F ) é uma superf́ıcie com singularidade A0.

Se a projeção tem singularidade 4k
1 então F ' (x, y, f(x, y, z)) onde f(x, y, z) = z4 +

xz ± ykz2. Logo Σ(F ) ' {(x, y, z); 4z3 + x ± 2ykz = 0}, que é uma superf́ıcie regular.

Além disso, a curva cuspidal edge é dada por fz = fzz = 0, ou seja, fzz = 6z2 ± yk = 0

interseção com Σ(F ). Como Σ(F ) é regular temos que a curva cuspidal edge pode ser

vista como uma curva plana. Esta curva tem singularidade do tipo Ak−1 para k ≥ 1.

Se a projeção tem singularidade 4k
2, k = 2, 3 então F ' (x, y, f(x, y, z)) onde

f(x, y, z) = z4 + (y2 ± xk)z + xz2. O conjunto Σ(F ) é difeomorfo ao conjunto dos pontos

(x, y, z) tal que fz = 0, ou seja, Σ(F ) ' {(x, y, z); 4z3 + y2± xk + 2xz = 0}. Logo Σ(F ) é

uma superf́ıcie com singularidade A1.

Se a projeção tem singularidade 51 então F ' (x, y, f(x, y, z)) onde f(x, y, z) = z5 +

xz + yz2. Logo Σ(F ) ' {(x, y, z); 5z4 + x + 2yz = 0}, que é uma superf́ıcie regular. Além

disso, a curva cuspidal edge é dada por fz = fzz = 0, ou seja, fzz = 20z3 + 2y = 0

interseção com Σ(F ). Como Σ(F ) é regular temos que a curva cuspidal edge é regular.

A curva dos pontos duplos é dada por 200z6 + 140yz3 + 27y2 = 0 (ver [31]), que tem uma

singularidade A5.

Se a projeção tem singularidade 52 então F ' (x, y, f(x, y, z)) onde f(x, y, z) = z5 +

xz + y2z2 + yz3. Logo Σ(F ) ' {(x, y, z); 5z4 + x + 2y2z + 3yz2 = 0}, que é uma superf́ıcie

regular. Além disso, a curva cuspidal edge é dada por fz = fzz = 0, ou seja, fzz =

20z3 + 2y2 + 6yz = 0 interseção com Σ(F ). Como Σ(F ) é regular temos que a curva

cuspidal edge tem singularidade A1.

Se a projeção tem singularidade 53 então F ' (x, y, f(x, y, z)) com f(x, y, z) = z5 +

xz + yz3. Logo Σ(F ) ' {(x, y, z); 5z4 + x + 3yz2 = 0}, que é uma superf́ıcie regular.

Além disso, a curva cuspidal edge é dada por fz = fzz = 0, ou seja, fzz = 20z3 + 6yz =
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0 interseção com Σ(F ). Como Σ(F ) é regular temos que a curva cuspidal edge tem

singularidade A1.

3.3 Demonstração da Proposição 3.4

Na Proposição 3.4 não listamos as condições ϕj, j = 1, · · · , 7, a fim de não tumutuar o

seu enunciado, pois tais expressões são extensas. Além de listar estas condições, também

faremos aqui um exemplo simples dos cálculos feitos no maple a fim de ilustrar o método

usado para provar a proposição.

As condições denotas por ϕj, j = 1, · · · , 7 da Proposição 3.4 são:

ϕ1(bi, ci) = − 18c11b8b27b310 − 8c12b38b36 − 4c9b38b310 + 9c10b28b7b310 − 8c14b58b6 + 108c14b37b10b29 + 12c14b7b10b48 − 8b58c7b10 +

216c6b27b29b28 − 72c6b7b9b48 + 32c9b36b39 + 144c7b6b27b39 − 72c8b26b7b39 + 6b48c8b210 + 8c13b48b26 − 54c13b37b210b9 + 18c13b27b210b28 −

12b38b7c15b210−216c6b37b39+8c6b68+27c12b37b310−8c11b38b26b10+24c11b28b7b6b210+36c12b7b28b26b10−54c12b27b8b6b210−6c10b38b6b210−

24c10b36b8b29 + 36c10b26b7b10b29 + 24c10b26b10b9b28 − 72c14b27b8b6b29 + 48c14b7b38b6b9 − 72c14b27b10b9b28 + 48c15b26b7b8b29 −

16c15b26b38b9− 72c15b6b27b10b29 +8c15b6b10b48− 48b8c9b26b10b29− 96b28c7b7b6b29 +16b48c7b6b9− 72b8c7b27b10b29 +48b38c7b7b10b9 +

24b28c8b26b29 + 72b8c8b6b7b10b29 − 24b38c8b6b10b9 + 24b28c9b6b210b9 − 18b28c8b7b210b9 − 24c13b7b28b26b9 + 72c13b27b8b6b10b9 −

24c13b7b38b6b10 + 16c11b36b28b9 − 48c11b26b7b8b10b9 + 36c11b6b27b210b9 − 36b8b7c10b6b210b9 + 36b8b27c15b210b9;

ϕ2(bi, ci,di) =19440c12b57b210c15b6b48 +44064c12b57b310c9b6b9b28 +10368c7b47b58b5c10b29 +128c7b7b98c9b10b6−46656c214b77b39b28 +

23328c214b67b29b48 + 576c27b37b88b9 −

6912c27b47b68b29 − 576c7b37b98c14 + 3888c12b57b210b38b6c8b9 − 34992c12b77b210c14b9b28 − 34992c12b77b210c15b6b29 − 31104c7b57b58c14b29 −

128c7b7b108 c9b5−34992c12b77b210c7b8b29+23328c12b67b210c7b38b9+46656c12b67b210b8b6c8b29−3888c7b57b58c12b210+15552c215b67b26b49−

480c7b27b88c9b210 − 46656c14b77b49c7b8 + 768c7b27b78c9b10b6b9 + 31104c14b67b49c10b26 + 52488c14b87b29c12b210 + 1728c213b47b68b26 +

20736c14b47b29c9b5b58 + 3888c212b47b48b46 + 7776c211b28b67b410 − 243b29b67c210b410 − 168b210b27c28b88 + 64c29b210b26b88 + 6912c7b47b78c14b9 −

4608c9b5b78c14b37b9−6912c9b5b58c15b37b6b29 +1152c9b5b88c7b27b9−2304c29b5b68b26b29b7 +128c29b5b88b26b9−46656c12b57b210b8c9b26b29−

41472c12b47b210b38c9b26b9+ 2592c9b5b58c12b47b210+ 64c29b25b108 − 128c7b7b88c9b26b9− 62208c7b57b38b39c15b6− 15552c14b57b48b5c10b29−

2304c7b37b78b9c15b6− 4320c14b47b68b10c8b9+ 576c14b37b88b10c8+ 384c9b5b78c10b26b7b9 +

15552c7b67b8b49b5c10+25920c7b47b58b29b10c8+134784c7b57b28b49b6c8−768c14b27b88c9b10b6+224c29b78b310b7b6+1152c9b5b58c10b26b27b29−

768c7b27b68c9b26b29+9216c14b37b68c9b10b6b9−10368c14b47b48c10b26b29−4032c14b37b78b6c8b9+576c14b37b88c15b6−51840c7b47b48b39b6c8+

62208c7b67b8b49c15b6 + 89856c7b47b38b39c9b10b6 − 20736c7b37b58b29c9b10b6 − 67392c7b57b38b39b10c8 + 25920c14b47b58b6c8b29 −

2592c9b38b410b57c12 + 1152c14b27b78c9b26b9 + 576c7b27b78c10b26b9 − 128c29b5b98b10b6 − 224c29b5b88b210b7 − 17280b38c9b26b39b5b37c10 −

62208c27b67b28b49 − 13824c14b37b58c9b26b29 − 5184c214b57b68b9 −

640b68c9b36b29c8b7−28800b38c9b36b39c15b37+7776c14b57b29b10c8b48+3168c14b37b68c10b26b9+128b78c9b36b9c15b7+960b78c9b26b9b10b7c8+
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31104b8c9b26b49b47b5c10 + 5832c14b67b48c12b210 + 7776c14b67b39b10c8b28 + 65664b8c9b36b49b47c15 + 1920b58c9b36b29b27c15 −

384b38c29b36b39b27b10 +3200b58c29b36b29b7b10−53568b38c9b26b39b37b10c8 +384c14b27b98c9b5−89856b28c9b26b49b47c7 +20736b48c9b26b39b37c7 +

35712b28c9b36b49b37c8 + 384b48c9b36b39b27c8 − 576b58c9b26b29b27b10c8 − 128b78c29b36b9b10 − 704c10b36b7b9b68c9b10 − 23328c14b77b49b5c10 −

31104c14b47b29c9b10b6b48 + 20736c14b57b39c9b10b6b28 − 67392c14b57b39b38b6c8 + 62208c14b67b49b8b6c8 + 51840c14b47b39b38c9b26 −

62208c14b57b49b8c9b26−2592c14b57b39c10b26b28−576c10b36b27b9b68c15−1536c10b26b27b9b68b10c8+3456c210b26b47b39b28b5+192b28c29b46b49b27+

432c214b47b88+512c10b46b7b29b58c9−10368c7b37b58c10b26b29−46656c14b77b49c15b6+27648c10b26b37b29b10c8b48−47520c10b26b47b39b10c8b28+

1152c10b36b27b29b58c8 − 22464c10b36b47b39b28c15 − 62208c10b26b57b49c7b8 +

46656c10b26b47b39c7b38+60480c10b36b47b49b8c8+62208c14b67b39c7b38+15552c14b57b29c9b38b210−49536c10b46b37b49b8c9+1296b68b47c215b210+

3888c213b67b210b48+34992c213b87b210b29−13608c12b67b310c8b9b28−17496c12b77b210b5c10b29+4608c10b46b27b39b38c9−24192c10b36b37b39b38c8+

11520c10b36b37b29c15b48 +81216c10b36b37b39c9b10b28− 9408c10b36b27b29c9b10b48 +64b68c29b46b29− 4032c7b37b78b10c8b9 +192c7b27b98b10c8 +

73872c12b57b210c10b26b9b28+ 6912c210b46b47b49−2688c9b5b78b10b27c8b9+2304c29b5b78b10b7b6b9−640c9b5b88b6c8b7b9+3888b25b67c210b49+

23328c12b67b210c10b26b29 + 31104c27b57b48b39 − 43200c9b38b210b37c10b26b29 − 1600b48c29b46b39b7 − 912c210b46b27b29b48 − 2304c7b37b78b5c10b9 +

192c7b27b98b5c10 − 384c7b27b88c10b6b10 + 6336c7b37b68b9c10b6b10 − 3888c7b47b58b9c10b210 + 378c210b48b47b410 − 10368c210b26b57b49b5 −

12960b10b47c8b48b5c10b29 + 2880b210b37c28b9b68 + 18144b10b57c8b39b28b5c10 + 2592c9b38b210b47b5c10b29 − 12960b210b47c28b29b48 −

6192c9b58b310b37c8b9 − 192c210b26b27b9b68b5 + 1248c210b36b27b9b58b10 +

2376c210b26b37b9b48b210 + 576c10b46b27b9b58c11 + 7488c10b36b37b9b48c11b10 − 41472c10b26b47b9b38c11b210 + 4896c10b46b37b9b48c12 −

34560c10b36b47b9b38c12b10 − 4032c10b36b37b9b58c13 + 18144c10b26b47b9b48c13b10 − 6912c10b26b37b9b58c15b10 − 6912b28c29b26b49b37b5 +

9216b48c29b26b39b27b5+2208c29b58b310b27b6b9+ 1056c9b78b210b27c15b6−2592c9b38b210b47c15b6b29−20736c10b36b57b49c15−320c9b210b6b88b7c8+

24192c9b10b6b48b5b37c10b29 + 12384c210b46b37b39b28 − 1056c9b68b210b27b6c8b9 − 2592c9b58b210b47c14b9 − 34560c9b10b47b6b39b28b5c10 +

5760c9b68b210b37c7b9 + 30240c9b48b210b37b6c8b29 + 5184c12b57b310c8b48 − 2496c15b27b26b68c9b10b9 − 128c15b7b26b88c9b10 +

44064c210b26b47b29b28b210 − 44064c210b36b47b39b8b10 − 77760c10b26b47b39c9b8b210 − 12672c10b46b37b29c11b38 + 67392c10b36b47b29c11b28b10 −

85536c10b26b57b29c11b8b210 + 10368c10b46b47b29c12b28 − 31104c10b36b57b29c12b8b10 + 3456c10b36b47b29c13b38 − 31104c10b26b67b39c13b10 −

46656c10b26b57b29c13b10b28−15552c10b26b47b29b38c15b10 +20736c10b36b57b39c13b8 +98496c10b26b57b39b8c15b10−13824c10b46b47b39c11b8 +

58320c12b67b310c11b28b6 − 26244c12b77b410c11b8 + 52488c212b67b210b28b26 − 52488c212b77b310b8b6 −

34992c12b67b210c13b38b6− 52488c12b87b310c13b9 + 17496c12b77b310c13b28 − 11664c12b67b310b38c15 + 104976c12b77b210c13b8b6b9 +

34992c12b77b310b8c15b9 − 69984c12b67b210c11b26b8b9 + 34992c12b77b310c11b6b9 + 864c210b26b37b29b5b48 + 17496c210b26b57b39b210 −

16848c12b57b310c10b38b6 + 10692c12b67b410c10b28 − 54432c12b67b310b9c10b8b6 + 7290c12b77b410b9c10 − 9720c12b67b410c9b9b8 −

1824c29b68b210b7b26b9−20736c9b48b210b47c7b29+5376c9b5b68b6c8b27b29−1152c9b68b210b37c13b6−2592c9b38b310b57c13b9−864c9b58b310b47c13−

144c9b68b310b37c15 + 20736c9b48b210b47c13b6b9 + 5616c9b48b310b47c15b9 + 6048c9b48b210b37c11b26b9 − 24192c9b38b310b47c11b6b9 +

11664c12b67b210b5c10b9b28 − 1944c12b57b210b5c10b48 + 23328c12b67b210c9b5b8b29 + 6336c15b37b6b68b10c8b9 − 192c15b27b6b88b10c8 +

6912c9b58b210b27c10b26b9 − 2016c29b48b210b27b26b29 + 20736c7b47b58c15b6b29 − 2304c9b5b68c7b37b29−

53568c15b47b26b39c9b10b28 + 32832c15b37b26b29c9b10b48 + 5184c15b57b6b39b10c8b28 − 25920c15b47b6b29b10c8b48 + 15552c15b67b6b49b5c10 −

384c7b27b88b6c8b9 − 8640c215b47b26b29b48 + 8064c7b37b68b6c8b29 − 6912c9b25b58b37c10b29 + 19683c212b87b410 + 31104c14b67b39b28c15b6 −
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3456c14b47b9b68c15b6 + 31104c14b67b39b28b5c10+

192b78b6c28b27b9b10+8640b38b6c8b47b39b5c10+320c9b5b98b10b7c8+1152c9b5b78c12b27b26−3456c9b5b68c12b37b6b10−768c9b5b88c13b27b6−

10368c9b5b58c13b47b10b9 + 1152c9b5b78c13b37b10 − 576c9b5b88b27c15b10 + 6912c9b5b68c13b37b6b9 + 4608c9b5b68b37c15b10b9 −

1152c9b5b68c11b26b27b9 − 3456c9b5b58c11b6b37b10b9 − 1488c9b68b310b27c10b6 + 648c9b58b410b37c10 +

5328c9b48b310b37b9c10b6−7344c9b38b410b47b9c10+2268c29b48b410b37b9−1632c9b68b210b27c11b26+1728c9b58b310b37c11b6+648c9b48b410b47c11+

3456c9b58b210b37c12b26 − 192b68b26c28b27b29 + 51840b38b26c8b47b39c15 + 384b78b26c8b27b9c15 + 43200b38b6c28b47b39b10 − 8640b58b6c28b37b29b10 −

10368b8b6c8b57b49b5c10 + 128c9b5b98c15b7b6 − 396c29b68b410b27 + 624c9b78b310b27c8 − 576c14b37b78c11b26 + 3456c14b47b68c11b6b10 −

3888c14b57b58c11b210+2592c14b47b68c12b26−7776c14b57b58c12b6b10−1728c14b47b78c13b6−23328c14b67b48c13b10b9+2592c14b57b68c13b10−

1728c14b47b78c15b10 + 15552c14b57b58c13b6b9 + 15552c14b57b58c15b10b9 − 15552c14b57b48c11b6b10b9 + 1536c9b25b78b27c10b9 −

128c9b25b98b7c10 + 2688c29b25b68b27b29 − 704c29b25b88b7b9 − 64c9b5b88c10b7b6b10 + 864c9b5b78c10b27b210 − 3840c9b5b68b9b27c10b6b10 −

4320c9b5b58b9b37c10b210 +960c29b5b68b9b27b210− 128c9b5b88c11b7b26 +1152c9b5b78c11b27b6b10− 43200b28b26c28b47b49 +8640b48b26c28b37b39−

72576b8b26c8b57b49c15 − 10368b58b26c8b37b29c15 − 69984c14b87b39c13b10 + 69984c14b77b29c13b10b28 − 46656c14b67b29b38c15b10 +

46656c14b77b39c13b8b6 + 46656c14b77b39b8c15b10 − 31104c14b67b39c11b26b8+ 46656c14b77b39c11b6b10 + 3456c14b47b68b5c10b9 −

288c14b37b88b5c10 + 1296c14b47b68c10b210 − 7776c14b47b58b9c10b6b10 − 20736c7b57b38b39b5c10 + 48b25b27c210b88 + 34992c214b87b49 +

50976b28c29b26b39b37b210 − 3072b48c9b46b29b27c11 − 33408b38c9b36b29b37c11b10 + 80352b28c9b26b29b47c11b210 − 16128b38c9b46b29b37c12 +

51840b28c9b36b29b47c12b10 + 16128b48c9b36b29b37c13 + 62208b8c9b26b39b57c13b10 − 34560b28c9b36b39b47c13 + 31104b28c9b46b39b37c11 −

65664b8c9b36b39b47c11b10 + 20736c7b57b28b39c9b210 − 20736c7b47b48b29c11b26 + 31104c7b57b38b29c11b6b10 − 15552c7b57b38b29c12b26 +

46656c7b67b28b29c12b6b10 + 46656c7b77b8b39c13b10 − 46656c7b67b38b29c13b10 − 31104c7b67b28b39c13b6 + 31104c7b67b28b39c15b10 +

31104c7b57b28b39c11b26 − 62208c7b67b8b39c11b6b10 − 7776c7b57b48b9c11b210 + 10368c7b47b58b9c12b26 − 31104c7b57b48b9c12b6b10 −

1728b58b6c8b37b29b5c10 + 6912b28b6c8b47b49c9b5 − 13824b48b6c8b37b39c9b5 + 62208b8b6c8b57b39c10b210 − 71712b28b6c8b47b39c9b210 +

12672b48b36c8b37b29c11 − 38880b28b6c8b57b29c11b210 + 17280b38b36c8b47b29c12− 54432b28b26c8b57b29c12b10 − 25920b48b26c8b47b29c13 −

62208b8b6c8b67b39c13b10 + 36288b28b26c8b57b39c13 − 128b68c9b46b9c11b7 +

4224b58c9b36b9c11b27b10 + 1920b58c9b46b9c12b27 + 8064b48c9b36b9c12b37b10 − 1536b68c9b36b9c13b27 − 10368b58c9b26b9c13b37b10 +

31104c7b57b28b49c9b5 − 6912c7b47b48b39c9b5 − 20736c7b47b48b29c10b6b10 + 23328c7b57b38b29c10b210 −

34992c7b67b8b39c10b210− 1152c7b37b78c11b6b10 +1728c7b47b68c11b210− 1728c7b37b78c12b26 +5184c7b47b68c12b6b10 +1152c7b37b88c13b6 +

15552c7b57b58c13b10b9−1728c7b47b78c13b10+576c7b37b88c15b10−10368c7b47b68c13b6b9−3456c7b47b68c15b10b9+3456c7b37b68c11b26b9+

31104c14b67b49c9b5b8 − 41472c14b57b39c9b5b38 + 46656c14b57b29c10b38b6b10 − 69984c14b67b39c10b8b6b10 + 17496c14b77b39c10b210 −

23328c14b67b39c9b8b210 + 15552c14b57b29c11b38b26 − 34992c14b77b29c11b8b210 + 23328c14b67b29c12b28b26 − 69984c14b77b29c12b8b6b10 −

576b25b37c210b9b68 + 3888b5b47c210b9b48b210+ 5184b5b47c10b9b48c11b6b10 − 7776b5b57c10b9b38c11b210 + 5184b5b47c10b9b48c12b26−
15552b5b57c10b9b38c12b6b10 − 5184b5b47c10b9b58c13b6 + 7776b5b57c10b9b48c13b10 − 46656c14b67b29c13b38b6 − 5832c14b57b48b9c10b210 −

1440c9b5b68c11b37b210 − 15552c12b57b210c9b5b38b9 − 46656c12b57b210c11b38b26 − 12672c210b36b37b29b38b10 + 20736c10b36b57b39c11b10 −

5184c7b57b28b39c10b6b10 + 31104c7b57b48b29c13b6 + 31104b38b6c8b57b29c13b10 − 34560b28b36c8b47b39c11 + 72576b8b26c8b57b39c11b10 −

192b78b6c8b27b9b5c10 − 9072b58b6c8b37b9c10b210 − 384b68b36c8b27b9c11 − 8640b58b26c8b37b9c11b10 +

12960b48b6c8b47b9c11b210 − 6336b58b36c8b37b9c12 + 12960b48b26c8b47b9c12b10 + 5184b68b26c8b37b9c13 + 23328c14b67b9b38c11b210 −

15552c14b57b9b48c12b26 + 46656c14b67b9b38c12b6b10 − 10368c15b57b6b39b5c10b28 − 31104c15b57b6b49c9b5b8 + 27648c15b47b6b39c9b5b38−
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46656c15b57b6b29c10b28b210 − 34992c15b67b6b39c10b210 + 64800c15b57b6b39c9b8b210 + 6912c15b47b36b29c11b38 − 57024c15b57b26b29c11b28b10 +

77760c15b67b6b29c11b8b210 − 15552c15b57b36b29c12b28 + 46656c15b67b26b29c12b8b10 + 10368c15b57b26b29c13b38 + 46656c15b77b6b39c13b10 +

15552c15b67b6b29c13b10b28 + 25920c215b57b6b29b38b10 − 31104c15b67b26b39c13b8 − 46656c215b67b6b39b8b10 + 20736c15b57b36b39c11b8 −

31104c15b67b26b39c11b10 + 1152c15b37b6b68b5c10b9 − 192c15b27b6b88b5c10 + 384c15b27b26b78c10b10 + 19440c15b47b6b48b9c10b210 −

9504c15b37b6b58c9b9b210 + 1728c15b37b26b68c11b10 − 6912c15b47b6b58c11b210 + 1728c15b37b36b68c12 − 10368c15b47b26b58c12b10 −

1152c15b37b26b78c13 − 25920c15b57b6b48c13b10b9 + 5184c15b47b6b68c13b10 − 576c215b37b6b78b10 + 3456c15b47b26b58c13b9 −

1728c215b47b6b58b10b9 − 4608c15b37b36b58c11b9+ 17280c15b47b26b48c11b10b9 + 6912c29b10b37b6b39b38b5 − 9216c29b10b27b6b29b58b5 +

43632c9b310b47b6b29b28c10 − 18144c29b310b37b6b29b38 − 46656c9b210b57b6b29b28c13 + 192c9b210b26b78c10b7 + 128c9b10b36b78c11b7 −

1536c9b10b36b68c12b27 + 1152c9b10b26b78c13b27 + 3744b10b37c8b9b68b5c10 − 3456b10b47c8b39b38c9b5 + 6912b10b37c8b29b58c9b5 +

6480b310b47c8b9b48c10 − 19440b310b57c8b29b28c10 + 12528b310b47c8b29b38c9 + 1296b310b57c8b9b38c11 + 11664b210b67c8b29b28c13 −

11664b210b57c8b9b48c13+15552b210b57c8b29b38c15−384b10b27c8b88b5c10+720b210b27c8b78c10b6−72b310b37c8b68c10+192b10b27c8b78c11b26+

1152b210b37c8b68c11b6−2160b310b47c8b58c11+1728b10b37c8b68c12b26−6480b210b47c8b58c12b6−1152b10b37c8b78c13b6+2160b210b47c8b68c13−

576b210b37c8b78c15− 5184b25b57c210b39b28 +2592b25b47c210b29b48− 10368b25b57c10b49c9b8 +13824b25b47c10b39c9b38− 7776b5b47c210b29b38b6b10−

5832b5b57c210b29b28b210 + 15552b5b57c210b39b8b6b10 + 7776b5b57c10b39c9b8b210 − 5184b5b47c10b29c11b38b26 + 11664b5b67c10b29c11b8b210 −

7776b5b57c10b29c12b28b26 + 23328b5b67c10b29c12b8b6b10 +

15552b5b57c10b29c13b38b6+23328b5b77c10b39c13b10−23328b5b67c10b29c13b10b28+15552b5b57c10b29b38c15b10−15552b5b67c10b39c13b8b6−

15552b5b67c10b39b8c15b10 + 10368b5b57c10b39c11b26b8 − 15552b5b67c10b39c11b6b10 − 5184b5b47c10b9b58c15b10 + 288b5b27c210b78b6b10 −

648b5b37c210b68b210+ 192b5b27c10b78c11b26 − 1152b5b37c10b68c11b6b10 + 1296b5b47c10b58c11b210 − 864b5b37c10b68c12b26 +

2592b5b47c10b58c12b6b10 +576b5b37c10b78c13b6−864b5b47c10b68c13b10 +576b5b37c10b78c15b10−1728c29b25b47b28b49−3456c29b25b37b48b39−

1728c29b5b47b28b39b210 + 10368c9b5b37b48b29c11b26 − 10368c9b5b47b38b29c11b6b10 − 7776c9b5b57b28b29c11b210 + 10368c9b5b47b38b29c12b26 −

31104c9b5b57b28b29c12b6b10−20736c9b5b47b48b29c13b6−31104c9b5b67b8b39c13b10+31104c9b5b57b38b29c13b10−10368c9b5b47b48b29c15b10+

20736c9b5b57b28b39c13b6 − 17280c9b5b47b28b39c11b26+ 31104c9b5b57b8b39c11b6b10 + 7776c9b5b47b48b9c11b210 − 6912c9b5b37b58b9c12b26 +

20736c9b5b47b48b9c12b6b10 − 504c210b68b27b26b210 + 720c210b58b37b6b310 − 13392c210b38b47b6b310b9 − 384c10b68b27b36b10c11 +

4320c10b48b47b6b310c11 − 576c10b58b37b36b10c12 + 7776c10b48b47b26b210c12 + 288c10b68b37b26b10c13 − 11664c10b38b57b6b210c13b9 −

3888c10b58b47b6b210c13+5508c210b28b57b410b9−5184c10b38b57b410c11−9720c10b28b67b310c13b9+4536c10b48b57b310c13−1728c10b58b47b310c15−

1296c10b38b57b310c15b9 + 50544c10b28b57b310c11b6b9 − 18792b29b57c210b8b6b310 + 69984b29b67c10b8b6b210c13 − 1296b29b57c10b410c9b8 −

10692b9b67c10b410c11b8 − 11664b29b77c10b310c13+ 19440b29b67c10b310b8c15 + 19440b29b67c10b310c11b6 + 540c29b29b47b28b410 +

9072c9b9b57b28b410c11 + 15552c9b29b67b8b310c13 − 14256c9b29b57b28b310c15 − 36288c9b29b57b8b310c11b6 − 1152c211b58b37b36b10 +

6912c211b48b47b26b210 − 1728c11b58b37b46c12 + 15552c11b48b47b36c12b10 + 1152c11b68b37b36c13 + 5184c11b38b57b26c13b10b9−

8640c11b58b47b26c13b10 + 3456c11b48b47b36c13b9 + 2880c211b48b37b46b9 − 20736c211b38b47b36b10b9 −

12960c211b38b57b6b310 − 38880c11b28b67b6b210c13b9 + 18144c11b48b57b6b210c13 − 5184c11b38b57b6b210c15b9 + 44064c211b28b57b26b210b9 +

34992c11b8b77b310c13b9 − 11664c11b38b67b310c13 + 6480c11b48b57b310c15 − 15552c11b28b67b310c15b9 − 31104c211b8b67b310b6b9 −

23328c212b57b38b36b10− 5184c12b47b58b36c13 − 69984c12b67b28b26c13b10b9 + 23328c12b57b48b26c13b10 + 15552c12b57b38b36c13b9 +

15552c12b57b38b26c15b10b9−10368c12b47b38b46c11b9 +46656c12b57b28b36c11b10b9−46656c12b67b28b6b210c15b9 +31104c213b67b38b6b10b9−
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5184c213b57b58b6b10 − 10368c213b57b48b26b9 − 23328c213b77b210b9b28 + 31104c13b67b210b9b38c15 − 46656c213b77b10b29b8b6 −

46656c13b77b210b29b8c15 + 62208c13b67b10b29c11b26b8 − 46656c13b77b210b29c11b6 − 5184c13b57b210b58c15 − 6480b48b57c215b210b9 +

15552c213b67b28b26b29− 20736c13b57b28b36b29c11 +3888b28b67c215b210b29 +6912c211b46b47b28b29−20736c211b36b57b8b29b10 +15552c211b26b67b210b29 +

32832c29b46b59b37 − 139968d7b87b59 + 576d7b37b108 + 324b57c29b410b39 + 5184b57c29b25b59 + 46656b77c27b59 − 34992d17b87b210b39 +

34992d17b77b210b29b28 − 11664d17b67b210b9b48 + 1296d17b57b210b68 − 15552d17b67b28b26b39 + 15552d17b57b48b26b29 − 5184d17b47b68b26b9 +

576d17b37b88b26 + 46656d17b77b8b6b10b39 − 46656d17b67b38b6b10b29 + 15552d17b57b58b6b10b9 − 1728d17b47b78b6b10 − 32c28b7b88b26b9 +

32c28b7b98b6b10 + 18144c28b57b28b210b39 − 15552d9b47b48b26b39 + 1728d9b37b68b26b29− 46656d9b57b38b6b10b39 + 15552d9b47b58b6b10b29 −

1728d9b37b78b6b10b9 − 11664d9b67b28b210b39 + 11664d9b57b48b210b29 − 3888d9b47b68b210b9 + 432d9b37b88b210 − 32b46c210b7b68b9 +

32b36c210b7b78b10 + 64b36c8b7c10b78b9 − 64b26c8b7c10b88b10 − 5760d11b36b37b38b10b39 − 12960d11b26b47b28b210b39 + 4320d11b26b37b48b210b29 +

2304d10b36b37b48b39 + 20736d10b26b47b38b10b39 − 3456d10b26b37b58b10b29 + 15552d10b6b57b28b210b39 −

10368d10b6b47b48b210b29+1728d10b6b37b68b210b9−31104d19b57b38b26b39+10368d19b47b58b26b29−1152d19b37b78b26b9+31104d19b67b28b6b10b39−

3456d19b47b68b6b10b9 + 576d19b37b88b6b10 + 23328d19b77b8b210b39 − 23328d19b67b38b210b29 + 7776d19b57b58b210b9− 864d19b47b78b210 −

192c14b27c10b88b26 + 10368d18b36b57b28b39 − 6912d18b36b47b48b29 + 1152d18b36b37b68b9 − 31104d18b26b67b8b10b39 + 15552d18b26b57b38b10b29 −

576d18b26b37b78b10 + 23328d18b6b77b210b39 − 7776d18b6b57b210b9b48 + 1728d18b6b47b210b68 − 5184d13b46b47b28b39 + 1728d13b46b37b48b29 +

15552d13b36b57b8b10b39 − 1728d13b36b37b58b10b9 − 11664d13b26b67b210b39 − 11664d13b26b57b210b29b28 + 3888d13b26b47b210b9b48 +

432d13b26b37b210b68−15552c9c13b67b6b210b39−192c13b27c8b88b26+11664c13b77c8b210b39+28512c9c11b57b26b210b39−31104c15b67c8b8b210b39−

2304d12b46b37b38b39− 6912d12b36b47b28b10b39 + 3456d12b36b37b48b10b29 + 15552d12b26b57b8b210b39 − 1728d12b26b37b58b210b9 +

10368d21b36b47b38b39 − 1728d21b36b37b58b29 − 7776d21b26b47b48b10b29 + 1728d21b26b37b68b10b9 − 23328d21b6b67b8b210b39 +

11664d21b6b57b38b210b29 − 432d21b6b37b78b210 − 31104c11b67b6c8b210b39 − 93312c9b36c8b47b59 + 59616b26c28b57b59 − 8640d11b47b46b59 +

2880d11b37b46b49b28 − 62208c9c6b67b6b59 + 82944c9c6b57b6b49b28 − 41472c9c6b47b6b39b48 + 9216c9c6b37b6b29b68 − 768c9c6b27b6b9b88 +

46656c6b77c8b59− 77760c6b67c8b49b28 +51840c6b57c8b39b48− 17280c6b47c8b29b68 +2880c6b37c8b9b88− 192c6b27c8b108 +93312d8b77b6b59−

124416d8b67b6b49b28 + 62208d8b57b6b39b48 − 13824d8b47b6b29b68 + 1152d8b37b6b9b88 + 114048c9c7b57b26b59 + 20736d10b36b57b59 −

13824d10b36b47b49b28 − 46656d9b26b67b59 + 46656d9b26b57b49b28 − 124416c7b67b6c8b59 + 233280d7b77b49b28 − 155520d7b67b39b48 +

51840d7b57b29b68 − 8640d7b47b9b88+ 69984d20b87b10b49 − 93312d20b77b10b39b28 + 46656d20b67b10b29b48 − 10368d20b57b10b9b68 +

864d20b47b10b88 − 65664c29b36b8b10b37b49 − 46656d20b77b8b6b49 + 62208d20b67b38b6b39 − 31104d20b57b58b6b29 + 6912d20b47b78b6b9 −

576d20b37b98b6+46656c9b36c10b47b10b49+15552c6b67c10b8b6b49−20736c6b57c10b38b6b39+10368c6b47c10b58b6b29−2304c6b37c10b78b6b9+

192c6b27c10b98b6−23328c6b77c10b10b49 +31104c6b67c10b10b39b28−15552c6b57c10b10b29b48 +3456c6b47c10b10b9b68−288c6b37c10b10b88 +

31104c9c6b67b8b10b49−41472c9c6b57b38b10b39 +20736c9c6b47b58b10b29−4608c9c6b37b78b10b9+ 384c9c6b27b98b10−46656d8b77b8b10b49 +

62208d8b67b38b10b39 − 31104d8b57b58b10b29 + 6912d8b47b78b10b9 − 576d8b37b98b10 +

6912d12b46b47b8b49 − 10368d12b36b57b10b49 − 15552d21b36b57b8b49 + 23328d21b26b67b10b49 + 31104d19b26b67b8b49 − 46656d19b6b77b10b49 −

57024c9c15b57b26b10b49 − 59616b26c8b57c10b10b49 + 139968c9b26c8b47b8b10b49 − 59616b6c28b57b8b10b49 + 62208c7b67b6c10b10b49 −

114048c9c7b57b6b8b10b49 − 31104d10b26b57b8b10b49 + 46656d9b6b67b8b10b49 + 17280d11b36b47b8b10b49 + 62208c7b67c8b8b10b49 +

31104c9c14b67b6b10b49 +192c14b27c8b98b6−23328c14b77c8b10b49+ 62208c15b67b6c8b10b49 +17496d16b87b310b29−11664d16b77b310b9b28 +

1944d16b67b310b48 − 5184d16b57b38b36b29 + 3456d16b47b58b36b9 − 576d16b37b78b36 + 23328d16b67b28b26b10b29 − 15552d16b57b48b26b10b9 +
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2592d16b47b68b26b10−34992d16b77b8b6b210b29+23328d16b67b38b6b210b9−3888d16b57b58b6b210+192c13b27c10b78b36−11664d18b77b8b310b29+

7776d18b67b38b310b9 − 1296d18b57b58b310 + 5832b28b67d21b310b29 − 3888b48b57d21b310b9 + 648b68b47d21b310 − 2592b38b57d10b310b29 +

1728b58b47d10b310b9 − 288b78b37d10b310 + 3456d14b46b47b38b29− 1152d14b46b37b58b9 − 15552d14b36b57b28b10b29 + 3456d14b36b47b48b10b9 +

576d14b36b37b68b10 +23328d14b26b67b8b210b29−2592d14b26b47b58b210−11664d14b6b77b310b29−7776d14b6b67b310b9b28 +3888d14b6b57b310b48 +

7776c9c12b67b6b310b29 +192c12b27c8b78b36−5832c12b77c8b310b29 +15552c11b67c8b8b310b29 +11664d13b6b67b8b310b29−1296d13b6b47b58b310−

7776b57d12b6b28b310b29 +1728b47d12b6b48b310b9 +288b37d12b6b68b310 +4320b47d11b38b6b310b29−1440b37d11b58b6b310b9−8748d15b87b410b9 +

2916d15b77b410b28 − 1728d15b47b48b46b9 + 576d15b37b68b46 + 10368d15b57b38b36b10b9 − 3456d15b47b58b36b10 − 23328d15b67b28b26b210b9 +

7776d15b57b48b26b210 + 23328d15b77b8b6b310b9 − 7776d15b67b38b6b310 − 192c12b27c10b68b46 + 5832d14b8b77b410b9 − 1944d14b38b67b410 +

1296d12b38b57b410b9−432d12b58b47b410+180d11b68b37b410−540d11b48b47b410b9−2916d13b28b67b410b9+972d13b48b57b410+2916b77c211b410b9+

7776b67c28b59b5 − 12960b57c28b49b5b28 + 8640b47c28b39b5b48 − 2880b37c28b29b5b68 − 1944b67c28b49b210 + 480b27c28b88b5b9 − 32b7c28b108 b5 −

10368b47c29b26b59b5 + 2592b47c29b26b49b210 − 31104b67c9c7b59b5 + 7776b67c9c7b49b210 + 23328b77c7b39c11b210 − 2592b57c29b5b49b210 −

7776b67c9b5b39c11b210 + 10368b57c9b5b59b6c8 − 32b7b5b88c210b26 + 1944b67c9b410b29c11 − 2592b57c9b210b49b6c8 − 46656b77c7b49c15b10 −

5184b57c9b5b49b6c10b10 + 10368b47c29b5b49b6b8b10 − 7776b67b5b49c8c10b10 − 5184b57c9b5b49c8b8b10 + 15552b67c9b5b49c15b10 +

64b7b5b98c8c10b6+ 1296b57c9b310b39b6c10 − 2592b47c29b310b39b6b8 + 1944b67b310b39c8c10 + 1296b57c9b310b39c8b8 − 3888b67c9b310b39c15 −

11664b77c11b310c15b29 + 5184b57c215b28b26b39 + 1728b37c215b68b26b9 + 11664b77c215b210b39;

ϕ3(ai,bi, ci) =−3a5c210a2
6+6c10a6c8a2

5−3c28a3
5+8c11a2

6a5c9+8c7a3
5c9−8c15a6a2

5c9+8b8c9b10a6a5−8b8c9b9a2
6−8b8c9b5a2

5;

ϕ4(ai,bi, ci,di) =64b8c39c6a4
5 + 128b8c39b29a3

6 + 8b8c9c38a4
5 + 48a5

5c29d9c8 + 32a5
5c7c29d10 − 36a5

5c28d10c9 − 25a2
5c310a3

6d11 +

64a4
5c39c15b5+25a5

5c38d11−64d8a5
5c39+75a3

5c210a2
6d11c8−36a3

5c210a2
6d10c9+36a2

5c210a3
6d12c9+64a2

5c39c15b9a2
6+128a2

5c39c11a2
6b10−

128a5c39c11a3
6b9 − 128a3

5c39c11a6b5 − 64a3
5c39c15b10a6 − 75a4

5c10a6c28d11 − 32a2
5c11a3

6c29d12 + 64d19a6a4
5c39 + 64d14a3

6a2
5c39 −

64d18a2
6a3

5c39+40a2
5c9b8d11c10a2

6b10−40a5c9b8d11c10a3
6b9−40a3

5c9b8d11c10a6b5−40a3
5c9b8d11c8b10a6+40a2

5c9b8d11c8b9a2
6+

40a4
5c9b8d11c8b5 + 32a3

5c29b8d10b10a6 − 32a2
5c29b8d10b9a2

6 − 32a4
5c29b8d10b5 − 32a2

5c29b8d12a2
6b10 + 32a5c29b8d12a3

6b9 +

32a3
5c29b8d12a6b5 − 192b8c39b10a5b9a2

6 + 128b8c39b9a6b5a2
5 + 32b28c29c10a2

6b10a5 − 32b28c29c10a3
6b9 − 64b8c39c12a3

6a5 +

64b8c39c13a2
6a2

5 − 64b8c39c14a6a3
5 − 64b8c39b10a3

5b5 + 64b8c39b210a2
5a6 − 8b8c9a5c310a3

6 − 32b8c29a2
5c15a2

6c10 + 32b8c29a3
5c15a6c8 +

32b8c29a3
5c7c10a6 + 32b8c29a5c11a3

6c10 − 32b8c29a2
5c11a2

6c8 − 32b28c29c10a6b5a2
5 − 32b28c29c8a2

5b10a6 + 32b28c29c8a5b9a2
6 −

48a2
5c29c10b9a2

6c8 + 48a3
5c29c210b5a6 − 48a4

5c29c10b5c8 − 32b8c29a4
5c7c8 − 24b8c9c10a6c28a3

5 − 48a4
5c29d9c10a6 − 48a2

5c29d13a3
6c10 +

48a3
5c29d13a2

6c8+48a3
5c29d21a2

6c10−48a4
5c29d21a6c8−48a2

5c29c210b10a2
6+48a3

5c29c10b10a6c8+48a5c29c210b9a3
6+24b8c9c210a2

6c8a2
5+

32b28c29c8a3
5b5 + 72a4

5c10a6c8d10c9 − 72a3
5c10a2

6c8d12c9 + 36a4
5c28d12a6c9 − 40a3

5c15a2
6c9d11c10 + 40a4

5c15a6c9d11c8 −

32a4
5c15a6c29d10 + 32a3

5c15a2
6c29d12 + 40a4

5c7c9d11c10a6 − 40a5
5c7c9d11c8 − 32a4

5c7c29d12a6 + 40a2
5c11a3

6c9d11c10 −

40a3
5c11a2

6c9d11c8 + 32a3
5c11a2

6c29d10;

ϕ5(ai,bi, ci,di, ei) = − 768d9a5
5c49d13a2

6 + 1152d9a7
5c39d10c8 +

1152d9a5
5c39d12a2

6c10 − 1152d9a6
5c39d12a6c8 + 1200d11a6

5c28d21a6c29 − 1200d11a5
5c28c10c29b10a6 + 1200d11a4

5c28c10c29b9a2
6 +

768d9a6
5c49d21a6 − 768d9a5

5c49c10b10a6 + 768d9a4
5c49c10b9a2

6 + 768d9a6
5c49c10b5 + 1400d11a7

5c38c9d10 − 1400d11a6
5c38c9d12a6 −
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1152d9a6
5c39d10c10a6 − 1152d21a3

6a4
5c39d12c10 + 1152d13a4

6a3
5c39d12c10 + 1536c210c49b10a6a4

5b5 − 1152c210c39b10a2
6a4

5d10 +

1536d21a2
6a4

5c49c10b10 − 1536d21a3
6a3

5c49c10b9 − 1536d21a6a5
5c49c10b5 + 1152d21a2

6a5
5c39d10c10 + 1728c210c39b10a3

6a3
5d12 −

2304c10c39b10a2
6a4

5d12c8 + 1152c10c39b10a6a5
5d10c8 + 1152d21a2

6a5
5c39d12c8 − 1152c210c49b210a2

6a3
5 − 1152c10c39b9a2

6a4
5d10c8 +

3072c210c49b10a3
6a2

5b9 − 1152d21a6a6
5c39d10c8 − 1152d13a3

6a4
5c39d12c8 − 2304d13a3

6a3
5c49c10b10 + 2304d13a4

6a2
5c49c10b9 +

2304d13a2
6a4

5c49c10b5 − 1152d13a3
6a4

5c39d10c10 − 384d2
13a4

6a3
5c49 + 2304c10c39b5a5

5d12a6c8 − 1728c210c39b9a4
6a2

5d12 +

2304c10c39b9a3
6a3

5d12c8 + 1152c210c39b9a3
6a3

5d10 − 2304c210c49b9a2
6b5a3

5 + 1440a4
5c29d10c210a3

6d12 − 2880a5
5c29d10c10a2

6d12c8 −

625d2
11a3

5c410a4
6 − 720a3

5c29d2
12a4

6c210 + 1440a6
5c29d10c28d12a6 − 720a5

5c29d2
10c210a2

6 − 720a7
5c29d2

10c28 + 1440a4
5c29d2

12a3
6c10c8 +

1440a6
5c29d2

10c10a6c8−1152c10c39b5a6
5d10c8−1728c210c39b5a4

5d12a2
6 +1152c210c39b5a5

5d10a6−720a5
5c29d2

12a2
6c28−384d2

21a2
6a5

5c49−

384c210c49b25a5
5−384d2

9a7
5c49+1024c59c11a5

5b25+1024e22a2
6c59a5

5−1024e28a6c59a6
5−1024e21a3

6c59a4
5+1024e9a4

6c59a3
5+1024e15c59a7

5−

625d2
11a7

5c48 − 4096c11a6a4
5c59b10b5 + 3072c11a2

6a3
5c59b210 + 2048c11a6a5

5c59c6 + 1536c15a4
5c49b8c10a6b5 − 1024c15a4

5c59c13a2
6 −

1152c11a2
6a4

5c39c10c28−2048c15a4
5c59b9a6b5−1024c211a3

6a3
5c49c8+1536c11a2

6a4
5c49c15c8−1536c11a3

6a3
5c49c15c10−640c11a4

6a2
5c39c310+

1024b8b9a4
6c39a5c310 − 2048b8b9a6c59c6a4

5 − 2304b8b9a3
6c39c210c8a2

5 + 768c15a5
5c39c10a6c28 −

2048c15a2
5c59b29a3

6 − 1152c15a4
5c39c210a2

6c8 + 512c15a3
5c39c310a3

6 + 512c215a4
5c49a2

6c10 + 3072c15a3
5c59b10b9a2

6 − 1024c15a5
5c49b8c8b5 +

512a6
5c49c15d10b5 + 1024a4

5c49c11a2
6d10b10 − 1024c15a6

5c59c6 + 1152d13a2
6a5

5c39d10c8 + 768d13a3
6a4

5c49d21 + 2500d2
11a6

5c10a6c38 −

2400d11a5
5c10a2

6c8d21c29 − 2400d11a5
5c210a6c8c29b5 − 1200d11a5

5c28d13a2
6c29 − 1200d11a3

5c310a3
6c29b10 + 1200d11a2

5c310a4
6c29b9 +

1200d11a4
5c310a2

6c29b5 + 4200d11a5
5c210a2

6c9d10c8 − 3750d2
11a5

5c210a2
6c28 − 1200d11a5

5c210a2
6d9c29 − 1200d11a3

5c210a4
6d13c29 −

1400d11a4
5c310a3

6c9d10 + 1200d11a4
5c210a3

6d21c29 + 1400d11a3
5c310a4

6c9d12 + 4200d11a5
5c10a2

6c28c9d12 − 1200d11a7
5c28d9c29 −

1920a5c210c49b29a4
6 + 1200d11a6

5c28c10c29b5 − 4200d11a6
5c10a6c28c9d10 +

2400d11a4
5c210a2

6c8c29b10−2400d11a3
5c210a3

6c8c29b9+2400d11a6
5c10a6c8d9c29+2400d11a4

5c10a3
6c8d13c29−4200d11a4

5c210a3
6c9d12c8+

2500d2
11a4

5c310a3
6c8−2048a4

5c59d18a2
6b10−768b28d10a4

5c39c10a6b5−1536b8d10a3
5c49b10b9a2

6−512c49b8d12a5
5b25−1024b8c59d15a4

6a2
5−

1024b8c59d17a2
6a4

5 + 1024b8c59d20a6a5
5 + 512c49b28c10b25a4

5 − 512c215a5
5c49a6c8 − 512c15a5

5c49c7c10a6 + 1536c11a3
6a3

5c39c210c8 +

512c15a6
5c49c7c8 + 1024c15a5

5c59b10b5 − 1024c15a4
5c59b210a6 + 1024c15a5

5c59c14a6 + 880c9b8a3
5d11c310a3

6c8 − 220c9b8a2
5d11c410a4

6 +

880c9b8a5
5d11c10a6c38− 1320c9b8a4

5d11c210a2
6c28 +640b8a3

5d11c10a3
6c13c39− 640b8a2

5d11c10a4
6c12c39 +2560b8a3

5d11c10a2
6b9c39b5−

1280b28a3
5d11c10a2

6c29c8b10−640b28a3
5d11c210a2

6c29b5+640b8a4
5d11c210a2

6c29c7+640b28a2
5d11c210a3

6c29b10−1280b8a3
5d11c10a3

6c29c11c8−

3200b8a2
5d11c10a3

6b10c39b9 + 1280b28a4
5d11c10a6c29c8b5 −

1280b8a5
5d11c10a6c29c7c8 − 640b28a5d11c210a4

6c29b9 − 640b8a4
5d11c10a2

6c14c39 + 1280b28a2
5d11c10a3

6c29c8b9 + 2560b28c49c10a4
6b29 −

1920b8a4
5d11c10a6b10c39b5 + 1280b8a3

5d11c10a2
6b210c39 − 220c9b8d11c48a6

5 + 1280b8a4
5d11c10a2

6c29c15c8 + 640b8d11c8a5
5c14a6c39 −

640b28d11c28a3
5c29b9a2

6 + 1920b8d11c8a3
5b10c39b9a2

6 + 640b8d11c28a4
5c29c11a2

6 + 640b8a2
5d11c210a4

6c29c11 − 640b28d11c28a5
5c29b5 −

640b8d11c8a4
5c13a2

6c39 + 640b8d11c8a3
5c12a3

6c39 + 1920b8a5d11c10a4
6b29c39 + 640b28d11c28a4

5c29b10a6 + 640b8d11c8a5
5b10c39b5 −

640b8d11c8a4
5b210c39a6 − 1280b8d11c8a4

5b9a6c39b5 + 640b8a5
5d11c10a6c6c39 − 768b8d10a6

5c39c7c8 − 1280b8d11c8a2
5b29a3

6c39 −

640b8d11c8a6
5c6c39 +5120c11a4

6a5c59b29 +1024c15a3
5c59c12a3

6−768b28d10a4
5c39c8b10a6 +768b28d10a5

5c39c8b5−512b8d10a5
5c49b10b5 +

512b8d10a4
5c49b210a6 − 640b8d11c28a5

5c29c15a6 + 640b8d11c28a6
5c29c7 + 320b8d10a6

5c29c38 + 768b8d10a3
5c39c11a3

6c10 +

512b8d10a4
5c49c13a2

6−256b38c39c28a4
5b5−320b8d10a3

5c29c310a3
6−768b28d10a2

5c39c10a3
6b9+768b28d10a3

5c39c10a2
6b10+512b8d10a6

5c49c6−

512b8a3
5d12a3

6c49c13 + 512b8a2
5d12a4

6c49c12 + 768b8d10a5
5c39c7c10a6 + 768b8d10a5

5c39c15a6c8 +

65



512b8a4
5d12a2

6c49c14 − 768b8d10a4
5c39c15a2

6c10 − 768b8d10a4
5c39c11a2

6c8 − 512b8d10a3
5c49c12a3

6 + 768b28d10a3
5c39c8b9a2

6 −

512b8d10a5
5c49c14a6 + 1024b8d10a4

5c49b9a6b5 − 768b28a4
5d12a6c39c8b5 + 960b8d10a4

5c29c210a2
6c8 + 1024b8d10a2

5c49b29a3
6 +

1536b8a4
5d12a6c49b10b5 − 960b8d10a5

5c29c10a6c28 − 320b8a5
5d12a6c29c38 − 1024b8a3

5d12a2
6c49b210 + 768b8a3

5d12a3
6c39c11c8 −

2048b8a3
5d12a2

6c49b9b5 + 768b28a3
5d12a2

6c39c8b10 + 768b8a3
5d12a3

6c39c15c10 + 768b28a5d12a4
6c39c10b9 − 768b8a4

5d12a2
6c39c7c10 −

768b8a2
5d12a4

6c39c11c10 + 768b8a5
5d12a6c39c7c8 − 768b8a4

5d12a2
6c39c15c8 − 768b28a2

5d12a3
6c39c10b10 + 320b8a2

5d12a4
6c29c310 −

768b28a2
5d12a3

6c39c8b9 + 768b28a3
5d12a2

6c39c10b5 + 2560b8a2
5d12a3

6c49b10b9 + 256b28c39c210a4
6a5c11 + 512b28c39c10a2

6a3
5c15c8 +

256b28c29c310a3
6c8a2

5+512b28c49c8a4
5c14a6−512b28c49c8a3

5c13a2
6−4096b28c49c10a3

6b10a5b9+512b28c49c8a2
5c12a3

6−512b8a5
5d12a6c49c6−

1536b8a5d12a4
6c49b29 + 256b28c29c10a6c38a4

5 − 2048b28c49c10a6b10a3
5b5 + 960b8a4

5d12a2
6c29c10c28 − 960b8a3

5d12a3
6c29c210c8 −

256b38c39c210a4
6b9 − 512b28c39c10a3

6a2
5c11c8 + 512b38c39c10a3

6c8a5b9 +

3072b28c49c10a2
6b9b5a2

5−64b28c29c410a4
6a5+256b38c39c210a3

6b10a5−512b38c39c10a2
6c8a2

5b10−256b38c39c210a2
6b5a2

5−512b28c49c10a2
6c14a3

5+

512b28c49c10a3
6c13a2

5 + 1536b28c49c10a2
6b210a2

5 − 512b28c49c10a4
6c12a5 + 256b28c39c28a3

5c11a2
6 + 256b28c39c28a5

5c7 + 512b28c49c10a6c6a4
5 −

64b28c29c48a5
5 + 3072b28c49c8a2

5b10b9a2
6 + 1024b28c49c8a4

5b10b5 − 1024b28c49c8a3
5b210a6 − 512b28c39c10a6a4

5c7c8 + 256b28c39c210a2
6a3

5c7 −

640b8a3
5d11c210a3

6c29c15 +512b38c39c10a6c8a3
5b5−256b28c39c210a3

6a2
5c15−384b28c29c210a2

6c28a3
5−256b28c39c28a4

5c15a6−128c15a6
5c39c38 +

1024b8b310a3
5c59a6 − 512b28c49c8a5

5c6 − 2048b8b10a4
5c59c14a6 + 6144b8b10a3

5c59b9a6b5−

2048b28c49c8a3
5b9a6b5 + 256b38c39c28a3

5b10a6 − 256b38c39c28a2
5b9a2

6 + 3072b8b10a3
5c59c13a2

6 −

4096b8b10a2
5c59c12a3

6 +3072b8b10a2
5c49c11a3

6c10−512b8b10a5
5c49c7c8−2048b28c49c8a5b29a3

6 +128b8b10a5
5c39c38−1024b8b210a4

5c59b5−

4096b8b9a3
6c59c13a2

5 − 2560b8b10a3
5c49c11a2

6c8 + 1536b8b10a4
5c49c15a6c8 − 2048b8b10a3

5c49c15a2
6c10 + 1536b8b9a2

6c39c10c28a3
5 −

896b8b10a2
5c39c310a3

6 + 10240b8b10a5c59b29a3
6 + 2560b8b9a3

6c49a2
5c15c10 + 3072b8b9a2

6c59c14a3
5 − 1152b8b10a4

5c39c10a6c28 +

1024b8b10a5
5c59c6 + 1024b8b10a4

5c49c7c10a6 + 1920b8b10a3
5c39c210a2

6c8 − 256b8b9a6c39c38a4
5 − 6144b8b210a2

5c59b9a2
6 −

2048c11a2
6a4

5c59c14 + 2048c11a3
6a3

5c59c13 − 2048c11a4
6a2

5c59c12 + 256c11a6a5
5c39c38 + 6144c11a2

6a3
5c59b9b5 + 5120b8b9a4

6c59c12a5 −

6144b8b29a2
6c59b5a2

5 + 3072b8b9a3
6c49a2

5c11c8 − 3584b8b9a4
6c49a5c11c10 + 1024b8b9a6c49a4

5c7c8 − 1536b8b9a2
6c49a3

5c7c10 −

2048b8b9a2
6c49a3

5c15c8 + 1024c211a4
6a2

5c49c10 − 1024c11a6a5
5c49c7c8 + 1024c11a2

6a4
5c49c7c10 − 8192c11a3

6a2
5c59b10b9 +

2048c11a6a4
5c49b8c8b5 − 2560c11a2

6a3
5c49b8c10b5 − 5120b8b39a4

6c59 + 2000a5
5c9b8d2

11c10a6c8b5 + 1600a6
5c29b8d11c8d10b5 +

2000a3
5c9b8d2

11c10a3
6c8b9 + 384a3

5c39b8d2
12a3

6b10 − 1000a2
5c9b8d2

11c210a4
6b9 + 512a4

5c49c7d12b9a2
6 − 512a5

5c49c7d12b10a6 −

384a2
5c39b8d2

12a4
6b9 +

1280a5
5c39c11a6d11c8b5 − 1536a3

5c49c11a3
6d12b10 + 512a6

5c49c7d12b5 + 1280a3
5c39c11a3

6d11c8b9 − 1000a4
5c9b8d2

11c210a2
6b5 −

384a4
5c39b8d2

12a2
6b5 + 1000a3

5c9b8d2
11c210a3

6b10 − 2000a4
5c9b8d2

11c10a2
6c8b10 − 512a5

5c49c7b8c10b5 + 1600a4
5c29b8d11c8d12a2

6b10 −

1600a3
5c29b8d11c8d12a3

6b9−1024a3
5c49c15d12a3

6b9−640a4
5c39c15d11c8b9a2

6−1280a4
5c39c15d11c10a2

6b10−1280a4
5c39c11a2

6d11c8b10+

384a7
5c7c39d2

10 + 1600a2
5c29b8d11c10a4

6d12b9 + 1600a4
5c29b8d11c10a2

6d12b5 + 640a5
5c39c15d11c8b10a6 + 3072a3

5c59d14a3
6b10 −

3072a2
5c59d14a4

6b9 − 1024a6
5c59d19b5 + 1536a4

5c49c11a2
6d12b5 + 1600a4

5c29b8d11c10a2
6d10b10 − 1600a3

5c29b8d11c10a3
6d10b9 −

1600a5
5c29b8d11c10a6d10b5 + 1536a2

5c49c11a4
6d12b9 +

2048a5
5c59d18a6b5 + 1280a3

5c39c15d11c10a3
6b9 − 1600a3

5c29b8d11c10a3
6d12b10 − 640a6

5c39c15d11c8b5 − 1600a5
5c29b8d11c8d12a6b5 +

1024a4
5c49c15d12a2

6b10 + 576a5
5c39d12c28b10a6 − 1024a4

5c59d19b9a2
6 − 576a4

5c39d12c28b9a2
6 − 576a6

5c39d12c28b5 − 3072a4
5c59d14a2

6b5 +

2048a3
5c59d18a3

6b9 + 384a5
5c39b8d2

10b10a6 − 384a4
5c39b8d2

10b9a2
6 − 384a6

5c39b8d2
10b5 − 1000a6

5c9b8d2
11c28b5 + 768a5

5c39b8c10c28b5 +
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1024a5
5c59d19b10a6 + 1000a5

5c9b8d2
11c28b10a6 − 1000a4

5c9b8d2
11c28b9a2

6 + 1536a4
5c49d13a2

6c8b10 − 1536a3
5c49d13a3

6c8b9 −

1536a5
5c49d13a6c8b5 +768a6

5c49d21c8b5−1536a4
5c39b8c210a6c8b5 +768a3

5c39b8c310a2
6b5 +768a4

5c49c10b210c8a6−768a5
5c49c10b10c8b5 +

1600a4
5c29b8d11c8d10b9a2

6 + 768a4
5c49d21c8b9a2

6 − 2304a3
5c49c10b9a2

6c8b10 + 1536a2
5c49c10b29a3

6c8 − 768a5
5c49d21c8b10a6 +

1536a4
5c49c10b9a6c8b5 + 1920a3

5c39c11a3
6d11c10b10 − 1920a2

5c39c11a4
6d11c10b9 − 1920a4

5c39c11a2
6d11c10b5 + 512a4

5c49c15d10b9a2
6 +

768a5
5c39b8d10d12a6b5 − 1600a5

5c29b8d11c8d10b10a6 − 768a4
5c39b8d10d12a2

6b10 + 768a3
5c39b8d10d12a3

6b9 − 1024a3
5c49c11a3

6d10b9 −

1024a5
5c49c11a6d10b5 − 512a5

5c49c15d10b10a6 − 512a7
5d8c49d10 − 640a6

5d19a6c39d11c8 −

1600a5
5c7c29d11c10a2

6d12 + 1600a6
5c7c29d11c8d12a6 − 2000a6

5c7c9d2
11c10a6c8 + 1000a7

5c7c9d2
11c28 − 384a6

5c15a6c39d2
10 +

768a5
5c15a2

6c39d10d12 − 384a4
5c15a3

6c39d2
12 + 1000a5

5c7c9d2
11c210a2

6 − 1600a5
5c15a2

6c29d11c10d10 − 1600a5
5c15a2

6c29d11c8d12 −

1000a4
5c15a3

6c9d2
11c210 +2000a5

5c15a2
6c9d2

11c10c8−1000a6
5c15a6c9d2

11c28 +1600a6
5c7c29d11c10a6d10 +1600a4

5c11a3
6c29d11c10d10−

1600a3
5c11a4

6c29d11c10d12 − 768a6
5c7c39d10d12a6 + 384a5

5c11a2
6c39d2

10 + 1600a4
5c15a3

6c29d11c10d12 + 1600a6
5c15a6c29d11c8d10 −

1600a5
5c11a2

6c29d11c8d10 + 1600a4
5c11a3

6c29d11c8d12 + 384a5
5c7c39d2

12a2
6 + 1000a5

5c11a2
6c9d2

11c28 + 1000a3
5c11a4

6c9d2
11c210 −

2000a4
5c11a3

6c9d2
11c10c8 − 1600a7

5c7c29d11c8d10 − 768a4
5c11a3

6c39d10d12 + 384a3
5c11a4

6c39d2
12 + 1280a5

5c39c15d11c10a6b5 −

1024a5
5c49c15d12a6b5 − 384a6

5c39c7c10c28 − 768a7
5c49e16c8 − 1152a6

5c39e17c10a6c8 − 384a4
5c39c7c310a2

6 + 768a5
5c39c7c210a6c8 +

576a3
5c39e11a4

6c210 − 1152a4
5c39e11a3

6c10c8 + 576a5
5c39e11a2

6c28 + 576a5
5c39e17c210a2

6 − 576a4
5c39e26a3

6c210 + 1152a5
5c39e26a2

6c10c8 −

576a6
5c39e26a6c28 + 576a7

5c39e17c28 + 96a6
5c29c10c48 + 400a6

5c29e12a6c38 − 384a3
5c29c410a3

6c8 + 576a4
5c29c310a2

6c28 + 400a4
5c29e18c310a3

6 −

1200a5
5c29e18c210a2

6c8+1200a6
5c29e18c10a6c28−400a3

5c29e12a4
6c310+1200a4

5c29e12a3
6c210c8−1200a5

5c29e12a2
6c10c28−384a5

5c29c210a6c38−

400a7
5c29e18c38 + 96a2

5c29c510a4
6 + 512a6

5d19a6c49d10 +

640a5
5d19a2

6c39d11c10 + 512a6
5d8c49d12a6 + 40a3

5d14a4
6c39d11c10 − 640a4

5d14a3
6c39d11c8 + 512a4

5d14a3
6c49d10 − 512a3

5d14a4
6c49d12 −

640a4
5d18a3

6c39d11c10 + 640a5
5d18a2

6c39d11c8 − 512a5
5d18a2

6c49d10 + 512a4
5d18a3

6c49d12 − 640a6
5d8c39d11c10a6 + 640a7

5d8c39d11c8 −

512a5
5d19a2

6c49d12 − 1344c10a2
6c8a5

5c15c29e13 + 1344c10a3
6c8a4

5c11c29e13 − 672a5
5c210a2

6c7c29e13 − 672a3
5c210a4

6c11c29e13 +

672a4
5c210a3

6c15c29e13−512b8c49b5a5
5e26a6 +512b8c49b5a4

5e11a2
6−512b8c39b5a6

5c7e13 +640b8c39b5a5
5e12a6c8 +672b8c29b5a6

5c28e13 +

512b8c39b5a5
5c15a6e13 − 512b8c39b5a4

5c11a2
6e13 + 672b8c29b5a4

5c210a2
6e13 − 1344b8c29b5a5

5c10a6c8e13 − 640b8c39b5a6
5d11d9 +

512b8c49b5a6
5e17+640b8c39b5a5

5d11d21a6+640b8c39b25a5
5d11c10−640b8c39b5a4

5d11d13a2
6+256b28c39b25a5

5e13+640b8c39b5a5
5e18c10a6−

640b8c39b5a6
5e18c8 − 640b8c39b5a4

5e12a2
6c10 + 512b8c49b9a4

6e11a2
5 + 512b8c49b9a2

6e17a4
5 + 640b8c39b9a3

6a3
5e12c8 −

640b8c39b9a2
6d11a4

5d9 + 512b28c39b9a2
6b5a3

5e13 − 1344b8c29b9a3
6c10c8a3

5e13 + 672b8c29b9a2
6c28a4

5e13 + 672b8c29b9a4
6a2

5c210e13−
512b8c39b9a2

6c7a4
5e13 − 512b8c49b9a3

6e26a3
5 + 640b8c39b9a3

6d11a3
5d21 − 640b8c39b9a4

6d11a2
5d13 + 256b28c39b29a4

6e13a5 −

640b8c39b9a2
6a4

5e18c8 + 512b8c49b10a2
6a4

5e26 − 512b8c49b10a3
6a3

5e11 − 512b8c49b10a6a5
5e17 + 512b8c39b10a6a5

5c7e13 −

512b28c39b10a6a4
5b5e13 − 512b28c39b10a3

6a2
5b9e13 + 256b28c39b210a2

6a3
5e13 − 640b8c39b10a2

6a4
5e12c8 − 640b8c39b9a4

6a2
5e12c10 +

640b8c39b9a3
6a3

5e18c10 + 1344b8c29b10a2
6a4

5c10c8e13 − 672b8c29b10a6a5
5c28e13 + 640b8c39b10a6a5

5d11d9 − 512b8c39b10a2
6a4

5c15e13 +

512b8c39b10a3
6a3

5c11e13 − 672b8c29b10a3
6a3

5c210e13 + 640b8c39b10a3
6a3

5d11d13 − 640b8c39b10a2
6a4

5d11d21 + 640b8c39b10a6a5
5e18c8 −

512b8c49c15a6a5
5d9 − 512b8c49c7a5

5d21a6 − 512b8c49c15a3
6a3

5d13 + 512b8c49c7a6
5d9 + 512b8c49c7a4

5d13a2
6 + 512b8c49c15a2

6a4
5d21+

640b8c39b10a3
6a3

5e12c10 − 640b8c39b10a2
6a4

5e18c10 + 512b8c49c11a2
6a4

5d9 +

512b8c49c11a4
6a2

5d13 +512b28c49b10a6a4
5d9 +512b28c49b10a3

6a2
5d13−512b8c49c11a3

6a3
5d21 +512b28c49b5a4

5d21a6−512b28c49b5a3
5d13a2

6 +

512b28c49b9a3
6d21a2

5 − 512b28c49b9a4
6d13a5 − 512b28c49b9a2

6d9a3
5 − 512b28c49b10a2

6a3
5d21 − 512b28c49b5a5

5d9 − 1024b8c59b9b25a4
5 −

512b8c49a3
5d14a3

6c8−512b8c49a5
5d8c10a6+512b8c49a2

5d14a4
6c10−384b8c39a4

5d13a2
6c28+384b8c39a3

5d21a3
6c210+768b8c39a3

5d13a3
6c10c8+
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768b8c39a5
5d9c10a6c8 − 384b8c39a2

5d13a4
6c210 − 384b8c39a4

5d9c210a2
6 − 768b8c39a4

5d21a2
6c10c8 + 384b8c39a5

5d21a6c28 +

512b8c49a4
5d19a2

6c10 − 512b8c49a5
5d19a6c8 − 512b8c49a3

5d18a3
6c10 + 512b8c49a4

5d18a2
6c8 + 512b8c49a6

5d8c8 − 384b8c39a6
5d9c28 −

2048b8c59c13a6a4
5b5 + 3072b8c59c12a2

6a3
5b5 + 1024b8c59c14a5

5b5 + 1024b8c59d16a3
6a3

5 + 276a3
5c9e13c410a4

6 − 1104a4
5c9e13c310a3

6c8 +

1656a5
5c9e13c210a2

6c28 − 1104a6
5c9e13c10a6c38 + 276a7

5c9e13c48 − 1024b8c59d7a6
5 + 768a4

5c49c210c14a2
6 − 768a5

5c49c10c14a6c8 −

768a5
5c49c210c6a6 + 768a6

5c49c10c6c8 − 768a3
5c49c10c12a3

6c8 + 768a6
5c49e16c10a6 + 768a4

5c49e24a3
6c10 − 768a5

5c49e24a2
6c8 −

768a5
5c49e27a2

6c10 + 768a6
5c49e27a6c8 − 768a3

5c49e10a4
6c10 + 768a4

5c49e10a3
6c8 − 768a3

5c49c210c13a3
6 + 768a4

5c49c10c13a2
6c8 +

768a2
5c49c210c12a4

6 + 640c15a2
6a5

5c39e12c8 − 512c15a2
6a5

5c49e26 + 512c15a3
6a4

5c49e11 + 512c15a6a6
5c49e17 − 640c15a6a6

5c39d11d9 +

256c215a2
6a5

5c39e13− 640c15a3
6a4

5c39d11d13 +640c15a2
6a5

5c39d11d21 +512c7a6
5c49e26a6− 512c7a5

5c49e11a2
6 +512b8c39b9a3

6c15a3
5e13−

512b8c39b9a4
6c11a2

5e13 − 640c7a6
5c39e12a6c8 − 640c15a3

6a4
5c39e12c10 + 640c15a2

6a5
5c39e18c10 − 640c15a6a6

5c39e18c8 −

640c7a4
5c39d11c10b9a2

6 − 640c7a6
5c39d11c10b5 − 512c7a6

5c39c15a6e13 + 640c7a5
5c39d11d13a2

6 −

640c7a6
5c39d11d21a6 +640c7a5

5c39e12a2
6c10−640c7a6

5c39e18c10a6 +640c7a7
5c39e18c8 +640c7a5

5c39d11c10b10a6 +640c7a7
5c39d11d9 +

256c27a7
5c39e13 − 512c11a4

6a3
5c49e11 − 512c11a2

6a5
5c49e17 − 640c11a3

6a4
5c39e12c8 + 512c11a3

6a4
5c49e26 + 640c11a2

6a5
5c39d11d9 −

512c11a3
6a4

5c39c15e13 + 256c211a4
6a3

5c39e13 + 512c11a2
6a5

5c39c7e13 − 512c7a7
5c49e17 + 640c11a4

6a3
5c39e12c10− 640c11a3

6a4
5c39e18c10−

672c28a7
5c7c29e13+640c11a2

6a5
5c39e18c8+640c11a4

6a3
5c39d11d13−640c11a3

6a4
5c39d11d21+672c28a6

5c15a6c29e13−672c28a5
5c11a2

6c29e13+

1344c10a6c8a6
5c7c29e13;

ϕ6(ai,bi, ci,d11) =(−16b9c29b5 − 4d11b9b26 + 4b8d11b10b6 − 4b28d11b5 − 4c9c10b10b6 + 8c9c10b5b8 + c28b28 − 2c8b8c10b6 −

4c8b8b10c9 + 8c8b9b6c9 + c210b26 + 4b210c29);

ϕ7(ai,bi, ci,di, ei) =15c10a6b8d11c8 +9b8c210a2
6d11− 18b8c10a6d11c8a5− 3c10a6e13a5c8− 9e13a5c210a2

6 +18e13a2
5c10a6c8−

15c28a5b8d11+9b8c28a2
5d11+3c28a2

5e13−9e13a3
5c28−20b8d2

11b10a6a5+20b8d2
11b9a2

6+20b8d2
11b5a2

5−20c7a3
5d2

11+20c15a6a2
5d2

11−

20c11a2
6a5d2

11 − 12d11c10a6d10a2
5 + 12d11c10a2

6d12a5 + 12d11c8a3
5d10 − 12d11c8a2

5d12a6.

Usamos o Maple para achar as condições da Proposição 3.4. Dada P = (x, y, f(x, y, z))

fizemos mudanças de coordenadas na fonte e na meta para que (x, y, f(x, y, z)) seja equi-

valente às formas normais do Teorema 3.1. Para dar uma idéia dos cálculos, faremos o

caso 41
1. Os outros casos são análogos mas em alguns deles as contas são mais complicadas.

Denotaremos o k-jato de f por Fk. Como 41
1 é 4-determinada então podemos tra-

balhar com o seu 4-jato. Os termos dependentes de x e y podem ser eliminados com as

duas primeiras coordenadas de (x, y, f(x, y, z)). Para a singularidade do tipo 41
1, temos

que coef(z2) = 0 e coef(z3) = 0. Temos então no Maple:

> F2 := a5 ∗ x ∗ z + a6 ∗ y ∗ z :

> F3 := b5 ∗ y2 ∗ z + b6 ∗ y ∗ z2 + b8 ∗ z2 ∗ x + b9 ∗ z ∗ x2 + b10 ∗ x ∗ y ∗ z :

> F4 := c6∗y3∗z+c7∗y2∗z2+c8∗y∗z3+c9∗z4+c10∗z3∗x+c11∗z2∗x2+c12∗z∗x3+c13∗x2∗y∗z+c14∗x∗y2∗z+c15∗x∗y∗z2 :

Vamos achar as condições sobre os coeficientes ai, bi e ci para termos singularidade 41
1. Suponha sem perda de generalidade
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que a5 é não nulo.

> readlib(mtaylor) :

> F := F2 + F3 + F4 :

Para eliminar a6x ∗ y :

> q := collect(F, [x, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(x = X − coeff(coeff(coeff(q, x, 0), y, 1), z, 1) ∗ y/a5, [X, y, z], 5) :

Para eliminar y2 ∗ z :

> q := collect(m, [X, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(X = x− coeff(coeff(coeff(q, X, 0), y, 2), z, 1) ∗ y2/a5, [x, y, z], 5) :

Para eliminar x2 ∗ z :

> q := collect(m, [x, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(x = X − coeff(coeff(coeff(q, x, 2), y, 0), z, 1) ∗X2/a5, [X, y, z], 5) :

Para eliminar x ∗ y ∗ z:

> q := collect(m, [X, y, z]) :

m := mtaylor(subs(X = x− coeff(coeff(coeff(q, X, 1), y, 1), z, 1) ∗ x ∗ y/a5, [x, y, z], 5) :

Para eliminar y3 ∗ z :

> q := collect(m, [x, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(x = X − coeff(coeff(coeff(q, x, 0), y, 3), z, 1) ∗ y3/a5, [X, y, z], 5) :

Para eliminar x ∗ z3 :

> q := collect(m, [X, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(z = Z − coeff(coeff(coeff(q, X, 1), y, 0), z, 3) ∗ Z3/a5, [X, y, Z], 5) :

Para eliminar x2 ∗ z2 :

> q := collect(m, [X, y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(Z = z − coeff(coeff(coeff(q, X, 2), y, 0), Z, 2) ∗X ∗ z2/a5, [X, y, z], 5) :

Para eliminar x3 ∗ z :

> q := collect(m, [X, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(X = x− coeff(coeff(coeff(q, X, 3), y, 0), z, 1) ∗ x3/a5, [x, y, z], 5) :

Para eliminar x2 ∗ y ∗ z :

> q := collect(m, [x, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(x = X − coeff(coeff(coeff(q, x, 2), y, 1), z, 1) ∗X2 ∗ y/a5, [X, y, z], 5) :

Para eliminar x ∗ y2 ∗ z :

> q := collect(m, [X, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(X = x− coeff(coeff(coeff(q, X, 1), y, 2), z, 1) ∗ x ∗ y2/a5, [x, y, z], 5) :

Para eliminar x ∗ y ∗ z2 :

> q := collect(m, [x, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(z = Z − coeff(coeff(coeff(q, x, 1), y, 1), z, 2) ∗ y ∗ Z2/a5, [x, y, Z], 5) :

Para eliminar y2 ∗ z2, temos que ter o novo coeficiente de y ∗ z2, b6− b8a6/a5, diferente de zero:

> q := collect(m, [x, y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(y = Y − coeff(coeff(coeff(q, x, 0), y, 2), Z, 2) ∗ Y 2/(b6− b8a6/a5), [x, Y, Z], 5) :

Para eliminar y ∗ z3 :

> q := collect(m, [x, Y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(Z = z − coeff(coeff(coeff(q, x, 0), Y, 1), Z, 3) ∗ z2/(2 ∗ (b6− b8a6/a5)), q), [x, Y, z], 5) :

Para eliminar x ∗ z2 :

> q := collect(m, [x, Y, z]) :

> m := mtaylor(subs(Y = y − coeff(coeff(coeff(q, x, 1), Y, 0), z, 2) ∗ x/(b6− b8a6/a5), q), [x, y, z], 5) :

Para eliminar x ∗ z3 :

> q := collect(m, [x, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(z = Z − coeff(coeff(coeff(q, x, 1), y, 0), z, 3) ∗ Z3/a5, [x, y, Z], 5);

a5xZ + (b6− b8a6/a5)yZ2 + c9Z4.
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Para termos a singularidade 41
1 temos que ter os coeficientes da equação anterior distintos

de zero, e coef(z2) = a3 = 0, coef(z3) = b7 = 0. Isto demonstra este caso.

3.4 Demonstrações das Proposições 3.8-3.13

Para não perder a noção geométrica de alguns resultados deste caṕıtulo, optamos por

fazer nesta seção algumas demonstrações que são muito extensas.

3.4.1 Demostração da Proposição 3.8

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 3A2 na origem, e tome, sem perda de

generalidade P (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)) tal que j3f = a1x
2+a2y

2+a4xy+b1x
3+b2x

2y+

b3xy2 + b4y
3 + b5y

2z + b6yz2 + b7z
3 + b8xz2 + b9x

2z + b10xyz com b7 6= 0. O espaço tangente

à G-órbita de f em V3 é dado pelos vetores ui, i = 1, · · · , 10 (ver Lema 3.6). Quando

a2
4−4a1a2 6= 0 (ou seja, a origem não é umb́ılico parcial), um transversal à órbita pode ser

dado por T = IR{z2, x3, x2y, xy2, y3, y2z, x2z, xyz} e um elemento de T é f̄ = j3f + ā3z
2 +

b̄1x
3 + b̄2x

2y + b̄3xy2 + b̄4y
3 + b̄5y

2z + b̄9x
2z + b̄10xyz, onde ā3, b̄1, b̄2, b̄3, b̄4, b̄5, b̄9, b̄10 ∈ IR.

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente,

(α, β, 1, 0), ou seja P (x, y, z) ' (x, y, f̄(x + αz, y + βz, z)). Neste transversal, temos uma

singularidade 3A2 se

coef(xz) = 2a1α + a4β = 0,

coef(yz) = a4α + 2a2β = 0,

coef(z2) = ā3 + a1α
2 + a2β

2 + a4αβ = 0, e

coef(xyz)(4coef(xz2).coef(yz2)− 3coef(xyz).coef(z3))− 4(coef(y2z).coef(xz2)2−

(3coef(y2z).coef(z3)− coef(yz2)2)coef(x2z)) = 0.

Logo como o determinante das duas primeiras equações é diferente de zero (condição para

T ser transversal), então a única solução é α = β = 0. Substituindo estes valores na

terceira equação temos ā3 = 0 e substituindo na quarta equação temos que o primeiro

jato desta equação é dado por (12b7b9− 4b2
8)b̄5 +(4b8b6− 6b7b10)b̄10 +(12b5b7− 4b2

6)b̄9 = 0.

Observe que é suficiente termos o primeiro jato já que estamos interessados no tangente

da variedade.
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Queremos saber quando a imagem de θ é transversal ao estrato 3A2 em V3, isto é,

quando dpθ(IR
3) + Tf3A2 = V3, e assim saberemos quando θ−1(3A2) é variedade em IR3 de

codimensão igual a dois.

O espaço tangente do estrato 3A2 em V3 é a interseção dos núcleos de duas formas

diferenciáveis ξ1 e ξ2. Como ξ1 e ξ2 têm que anular o tangente ao estrato 3A2 no transversal

e os geradores do espaço tangente de G.f, então

ξ1 = da3 e

ξ2 = (12b7b9 − 4b2
8)db5 + (12b7b5 − 4b2

6)db9 + (4b8b6 − 6b7b10)db10 + (4b6b10 − 8b5b8)db8 +

(−8b6b9 + 4b8b10)db6 − 1
3b7

(20b8b6b10 − 20b5b
2
8 − 20b2

6b9 − 6b7b
2
10 + 24b7b5b9)db7 −

1
(−b210+4b5b9)(4a2a1−a2

4)
(−2a2b

4
10b8+16b5b8b2a4b6b10−48b2

9b4a4b
2
6+48b8b9b4a4b6b10−16b2

5b
2
8b2a4+

16b5b
2
8b3a4b10 + 16b9b3a4b10b

2
6 − 12b4a4b

2
8b

2
10 − 4b2a4b

2
6b

2
10 + 16b2

5a4b6b
2
9 + 96a2b1b

2
8b

2
5 −

32a2b
2
9b

2
5b8 + 8a2b3b

2
10b

2
8 + 32a2b3b

2
9b

2
6 + 24a2b1b

2
6b

2
10− 8b3a4b8b6b

2
10 + b4

10a4b6− 8b2
10a4b6b5b9−

32b3a4b8b6b5b9 − 96a2b5b8b1b6b10 + 64a2b5b8b2b6b9 + 16a2b9b5b8b
2
10 − 32a2b8b3b9b6b10 −

32a2b5b2b10b
2
8 + 16a2b8b2b6b

2
10 − 32a2b2b

2
6b10b9)da5 − ( 1

a4(−b210+4b5b9)
(48b1b

2
8b

2
5 − 16b2

9b
2
5b8 −

16b5b2b10b
2
8 − 48b5b8b1b6b10 + 32b5b8b2b6b9 + 8b9b5b8b

2
10 − 16b8b3b9b6b10 − b4

10b8 + 4b3b
2
10b

2
8 +

8b8b2b6b
2
10 + 16b3b

2
9b

2
6 − 16b2b

2
6b10b9 + 12b1b

2
6b

2
10) − 8a1b5b9−2a1b210

a4(−b210+4b5b9)2(4a2a1−a2
4)

(−2a2b
4
10b8 +

16b5b8b2a4b6b10−48b2
9b4a4b

2
6+48b8b9b4a4b6b10−16b2

5b
2
8b2a4+16b5b

2
8b3a4b10+16b9b3a4b10b

2
6−

12b4a4b
2
8b

2
10− 4b2a4b

2
6b

2
10 + 16b2

5a4b6b
2
9 + 96a2b1b

2
8b

2
5− 32a2b

2
9b

2
5b8 + 8a2b3b

2
10b

2
8 + 32a2b3b

2
9b

2
6 +

24a2b1b
2
6b

2
10 − 8b3a4b8b6b

2
10 + b4

10a4b6 − 8b2
10a4b6b5b9 − 32b3a4b8b6b5b9 − 96a2b5b8b1b6b10 +

64a2b5b8b2b6b9 + 16a2b9b5b8b
2
10 − 32a2b8b3b9b6b10 − 32a2b5b2b10b

2
8 + 16a2b8b2b6b

2
10 −

32a2b2b
2
6b10b9))da6.

Os geradores do espaço tangente à imagem de θ em V3, são:

v1= 3b1x
2 + b10yz + 2b2xy + b3y

2 + b8z
2 + 2b9xz + (−4a3

1 + 4c1− a2
4a1)x

3 + (3c2− 6a4a
2
1−

(2a2a1+a2
4)a4)yx2+3c12zx

2+(−3a2a
2
4+2c3−2a2

4a1−4a2
1a2)y

2x+2c11z
2x+2c13xyz+

c15yz2 + c10z
3 + (c4 − 2a2

2a4 − 2a4a1a2)y
3 + c14y

2z;

v2= 3b4y
2 +b10xz +b2x

2 +2b3xy+2b5yz +b6z
2 +(c2−2a4a

2
1−2a4a1a2)x

3 +(2c3−3a2
4a1−

2(2a2a1 + a2
4)a2)yx2 + c13x

2z + (3c4− 6a2
2a4− a3

4− 2a4a1a2)y
2x + c15xz2 + 2c14xyz +

2c7yz2 + c8z
3 + (−4a3

2 + 4c5 − a2a
2
4)y

3 + 3c6y
2z;

v3= 3b7z
2 + b10xy + b5y

2 + 2b6yz + 2b8xz + b9x
2 + c13x

2y + c14xy2 + 2c15xyz + 4c9z
3 +

2c7y
2z + c6y

3 + 3c8yz2 + 3c10z
2x + 2c11zx

2 + c12x
3.

A imagem de θ não é transversal ao estrato-3A2 se, e somente se, IR·{v1, v2, v3} +

kernel ξ1 ∩ kernel ξ2  V3. Como kernel ξ1∩ kernel ξ2 tem codimensão dois, esta não
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transversalidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, λjv1 +

µjv2 + βjv3 (j = 1, 2), tal que

ξ1(λjv1 + µjv2 + βjv3) = 0

ξ2(λjv1 + µjv2 + βjv3) = 0

para j = 1, 2. Isto é, fazendo x = λj, y = µj, z = βj, teremos que ter duas soluções

linearmente independentes para o sistema:

A1x + A2y + A3z = 0 (1)

B1x + B2y + B3z = 0, (2)

onde, A1 = ξ1(v1) = b8, A2 = ξ1(v2) = b6, A3 = ξ1(v3) = 3b7,

B1 = ξ2(v1) = −(−2a1b510b6 + 3c10a2
4b410 + 8c15b6b9b210a2

4 − 32c15b6b9b210a2a1 + 32c11b6b310a2a1 + 64c13b26b9b10a2a1 −

16c13b26b9b10a2
4− 64c14b26b29a2a1− 8c11b6b310a2

4 + 128b5c15b6b29a2a1 + 32b5c11b6b10b9a2
4− 192b25b28c12a2a1− 48b25b28b10b1a4−

32b25b28b9b2a4 + 16b25b8b10b29a4 + 256b25b8c11b9a2a1 − 64b25b8c11b9a2
4 − 192b25c10a2a1b29 − 32b25b10a1b6b29 + 32b25b28b10a1b2 +

192b25b28b9a2b1 + 32b25b39b6a4 + 48b25b28c12a2
4 − 64b25b8b39a2 + 48b25c10a2

4b29 + 16b28b9a2b3b210 − 24b28b9b4a4b210 + 24b28a1b4b310 −

16b28c14b210a2a1−8b8b2b310a4b6 +2b9b6a4b410 +32b8b9a2b2b210b6 +64b8c14b9b6b10a2a1−16b8c14b9b6b10a2
4 +16b8c15b310a2a1−

96b8a1b9b4b6b210 − 64b8b29a2b3b6b10 + 16b8a1b3b6b310 + 8b8c13b6b210a2
4 − 32b8c13b6b210a2a1 + 96b8b29b4a4b6b10 + b8b510a4 +

8b9b2a4b210b26 + 8a1b2b26b310 − 4b8c15b310a2
4 − 4b8b9a2b410 + 4b28c14b210a2

4 − 4b28b3b310a4 + 96b10a1b29b4b26 − 64b29a2b2b10b26 +

48b9a2b1b26b210 +16b29b3a4b10b26 +64b39a2b3b26−32a1b3b26b9b210−12c10a2a1b410 +16c14b26b29a2
4−96b39b4a4b26−48c12b26b210a2a1−

12b1b26b310a4 + 12c12b26b210a2
4 − 128b5c11b6b10b9a2a1 − 24b5c10a2

4b210b9 − 32b5c15b6b29a2
4 + 16b5a1b310b6b9 + 16b5b28b2b210a4 −

32b5b28a1b3b210−16b5b28c13b10a2
4+32b5b8b29a2b210+128b5b8b29a2b2b6+16b5b8c11b210a2

4+16b5b8c15b10b9a2
4−64b5b28b9a2b2b10+

32b5b28b9b3a4b10 + 64b5b28c13b10a2a1 − 48b5b8c12b6b10a2
4 + 64b5b8b10a1b3b6b9 − 64b5b8c11b210a2a1 − 128b5b8c13b6b9a2a1 −

16b5b29b6a4b210 − 192b5b8b9a2b1b6b10 + 192b5b8c12b6b10a2a1 − 8b5b8b9b310a4 + 96b5c10a2a1b210b9 − 64b5b8b29b3a4b6 +

32b5b8c13b6b9a2
4 + 48b5b8b1a4b6b210 − 32b5b8a1b2b6b210 − 64b5b8c15b10b9a2a1)/((−b210 + 4b5b9)(4a2a1 − a2

4)) ,

B2 = ξ2(v2) = −(−2b8a2b510 + b510a4b6 + 32b8c7b310a2a1 + 48b8b9b4a4b6b210 − 48b8c6b9b6b10a2
4 − 8b8b3b310a4b6 −

32b8b9a2b3b6b210 − 8b8c7b310a2
4 + 12b28c6b210a2

4 − 192c6b26b29a2a1 − 48b10b29b4a4b26 − 16c13b26b210a2a1 − 16c14b26b9b10a2
4 −

32b9a2b2b210b26 + 32b10b29a2b3b26 + 48c6b26b29a2
4 + 16c15b6b310a2a1 + 3c8a2

4b410 − 64c7b6b9b210a2a1 + 16c7b6b9b210a2
4 +

64c14b26b9b10a2a1 +8b28a2b3b310− 12b28b4a4b310 +16b3b210a4b26b9− 4b2b26b310a4− 48b28c6b210a2a1 +4c13b26b210a2
4− 4c15b6b310a2

4−

12c8a2a1b410 +24a2b1b26b310−96b5b8a2b1b6b210 +64b5b28c14b10a2a1 +64b5b8c13b6b10a2a1 +32b5b8c14b6b9a2
4−8b5b9b6a4b310−

32b5b28a2b2b210 − 16b5b28c14b10a2
4 + 16b5b8b9a2b310 + 8b5b8c15b210a2

4 + 16b5c15b6b10b9a2
4 + 32b5a1b3b8b6b210 + 16b5a1b2b26b210 +

48b5a1b4b28b210 + 32b5b2b26b10b9a4 + 64b5b8b10b9a2b2b6 − 64b5a1b9b3b10b26 + 192b5a1b29b4b26 − 192b5a1b8b9b4b6b10 −

64b5c7b6b29a2
4 +96b5c8a2a1b210b9 +256b5c7b6b29a2a1−24b5c8a2

4b210b9−64b5c15b6b10b9a2a1−32b5b3b29b26a4−24b5b1b26b210a4 +

8b5b3b210b28a4 − 128b5b8c7b10b9a2a1 − 32b5b8c15b210a2a1 + 32b5b8c7b10b9a2
4 − 128b5b8c14b6b9a2a1 − 16b5b8c13b6b10a2

4 +

16b25b28c13a2
4 + 48b25c8a2

4b29 + 2b5b410b8a4 − 4b5a1b410b6 − 64b25b8a1b2b6b10 − 64b25b8b2b6b9a4 + 128b25b8a1b3b6b9 +
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128b25b8c15b9a2a1 − 32b25b8b10b29a2 + 96b25b8b1a4b6b10 − 16b25b8b9b210a4 − 32b25b8c15b9a2
4 − 192b25c8a2a1b29 + 32b25a1b210b6b9 +

16b25b10b29b6a4−64b25b28a1b3b10+96b25b28b10a2b1−64b25b28c13a2a1+16b25b28b10b2a4+64b35b28a1b2−96b35b28b1a4+16b8a2b2b310b6+

192b8c6b9b6b10a2a1 − 32b8c14b6b210a2a1 + 8b8c14b6b210a2
4 + 32b35b29a4b8 − 64b35a1b6b29)/((−b210 + 4b5b9)(4a2a1 − a2

4)),

B3 = ξ2(v3) = −4(−a1b410b26 + 3c9a2
4b410 + 2b8c15b6b210a2

4 − 24b8b29b4a4b26 − 6b28b3a4b210b6 + 8b28a2b2b210b6 + 12b28b6a1b4b210 −

8b28c7b210a2a1 − 16a1b3b36b9b10 + 8b9b2a4b36b10 + 6c8b6b9b210a2
4 + 12c10b6b310a2a1 − 8c11b26b210a2a1 − 32c7b26b29a2a1 −

4c15b26b9b10a2
4 + 8b5b38b3a4b10 + 8b5b28a2b210b9 − 4b5b28c15b10a2

4 + 6b5b8c10b210a2
4 + 8b5a1b210b26b9 − 16b5b38a2b2b10 −

24b5c9a2
4b210b9 − 24b5c8b6b29a2

4 − 192b25c9a2a1b29 − 24b25b8c10b9a2
4 + 16b25b8a4b6b29 − 24b25b28b6b1a4 + 16b25b28b6a1b2 −

32b25b28c11a2a1 + 12b8c8b310a2a1 − 6b8b2a4b26b210 + 16b8a2b3b29b26 + 12b8a2b1b26b210 + 8b8a1b3b26b210 + 96b25b8c10b9a2a1 +

4b38a2b3b210 − b28a2b410 + 2c11b26b210a2
4 − 3c10b6b310a2

4 + 8c7b26b29a2
4 + 2b28c7b210a2

4 − 6b38b4a4b210 + 16b8b9b3a4b10b26 −

48b8a1b9b4b26b10 − 8b8c15b6b210a2a1 − 8b8c7b9b6b10a2
4 − 16b8a2b2b26b10b9 + 48a1b29b4b36 + 4a1b2b36b210 − 6b1b36b210a4 +

24b28b9b4a4b6b10−16b28b9a2b3b6b10−8b29b3a4b36−24c8b6b9b210a2a1 +16c15b26b9b10a2a1 +32b8c7b9b6b10a2a1−12c9a2a1b410 +

32b5b8c11b6b10a2a1 − 48b5c10b6b10b9a2a1 − 3b8c8b310a2
4 + b8b410a4b6 + 48b25b38a2b1 − 48b5b8c8b10b9a2a1 − 8b25b38b2a4 −

32b5b8c15b6b9a2a1 + 48b25c9a2
4b29 − 16b25a1b26b29 + 8b25b28c11a2

4 − 16b25b28b29a2 − 24b5b8c10b210a2a1 − 16b5b8a1b2b26b10 +

12b5b8c8b10b9a2
4−16b5b8b9b2a4b26+32b5b8a1b3b26b9+24b5b8b1a4b26b10+8b5b8c15b6b9a2

4−8b5b8b9b6a4b210−8b5b8c11b6b10a2
4+

16b5b28c15b10a2a1 − 16b5b28b9b3a4b6 − 16b5b28b6a1b3b10 + 32b5b28b9a2b2b6 + 16b5b28b2a4b6b10 − 48b5b28a2b1b6b10 +

96b5c8b6b29a2a1 + 96b5c9a2a1b210b9 + 12b5c10b6b10b9a2
4)/((−b210 + 4b5b9)(4a2a1 − a2

4)).

No caso em que AiBj 6= 0 para algum i, j = 1, 2, 3, (1) e (2) são equações de planos.

Para termos duas soluções linearmente independentes, estes dois planos devem ser pa-

ralelos. Caso contrário eles se interceptariam em uma só reta e isso daria apenas uma

solução.

Sabemos que A3 = 3b7 6= 0 para 3A2 , logo podemos dividir em dois casos:

(i) Se B1 = B2 = B3 = 0 a equação (2) gera o espaço todo. Portanto, basta tomar duas

soluções linearmente independentes do plano (1).

(ii) Se existir um λ ∈ IR tal que A1 − λB1 = 0, A2 − λB2 = 0 e A3 − λB3 = 0 então os

planos são paralelos. Portanto, existem duas soluções linearmente independentes.

Mas genericamente, ou seja, quando Bi 6= 0 para algum i = 1, 2, 3 e Aj − λBj 6= 0

para algum j = 1, 2, 3, vale o fato que imagem de θ é transversal ao estrato-3A2 . Então,

pelo Teorema 1.25, a variedade 3A2 em M , que é igual a θ−1(3A2) é uma variedade de

codimensão dois, o que significa que é uma curva (ver Figura 3.1).
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3.4.2 Demostração da Proposição 3.9

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 42
1 na origem, e tome, sem perda de

generalidade P (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)) tal que j3f = a1x
2 +a2y

2 +a4xy+a5xz+a6yz+

b1x
3+b2x

2y+b3xy2+b4y
3+b5y

2z+b6yz2+b8xz2+b9x
2z+b10xyz com a5 6= 0 e b6a5−b8a6 = 0.

O espaço tangente à G-órbita de f em V3 é dado pelos vetores ui, i = 1, · · · , 10 (ver Lema

3.6). Quando a6b8(a
3
5b5 − a2a

2
5b8 − a2

5a6b10 + a4a5a6b8− a1a
2
6b8 + a2

6b9) 6= 0 um transversal

à órbita pode ser dado por T = IR{y2, x3, x2y, xy2, y3, y2z, x2z, xyz, z3} e um elemento de

T é dado por f̄ = j3f + ā2y
2 + b̄1x

3 + b̄2x
2y + b̄3xy2 + b̄4y

3 + b̄5y
2z + b̄7z

3 + b̄9x
2z + b̄10xyz,

onde ā3, b̄1, b̄2, b̄3, b̄4, b̄5, b̄7, b̄9, b̄10 ∈ IR.

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente,

(α, β, 1, 0), ou seja P (x, y, z) = (x, y, f̄(x + αz, y + βz, z)). Neste transversal, temos uma

singularidade 42
1 se

coef(z2) = a5α + a6β + a1α
2 + (a2 + ā2)β

2 + a4αβ = 0,

coef(yz2).coef(xz)− coef(xz2).coef(yz) = (2b6a1 + b10a5 − b8a4 − 2b9a6)α+

(b6a4 + 2b5a5 − 2b8a2 − b10a6)β + O1(2) = 0, e

coef(z3) = b̄7 + b8α + b6β + O2(2) = 0,

onde O1(2) e O2(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em α, β, ā2, b̄i e são

nulos se α = β = 0. Como a5 6= 0, da primeira equação pelo Teorema da Função Impĺıcita

temos que α é uma função de β onde o primeiro jato é α = −a6

a5
β. Substituindo α na

segunda equação temos que genericamente o coeficiente de β é não nulo e portanto a

solução próxima do zero é β = 0. Logo α = 0. A terceira condição nos dá então b̄7 = 0,

que é a condição para termos singularidade 42
1 no transversal.

Queremos saber quando a imagem de θ é transversal ao estrato-42
1 em V3, isto é,

quando dpθ(IR
3) + Tf4

2
1 = V3, e assim saberemos quando θ−1(42

1) é variedade em IR3 de

codimensão igual a um.

O espaço tangente do estrato-42
1 em V3 é o núcleo de uma forma diferenciável ξ. Como

ξ tem que anular o tangente ao estrato-42
1 no transversal e os geradores do espaço tangente

de G.f, então ξ = −b8da2 + a5da3. Os geradores do espaço tangente à imagem de θ em

V3, são:

v1= b10yz+3b1x
2+b8z

2+2b9zx+2b2xy+b3y
2+(−4a3

1−a2
4a1+4c1−a2

5a1)x
3+(−(2a2a1+

a2
4)a4−6a4a

2
1+3c2−(a6a1+a5a4)a5)x

2y+(−6a5a
2
1+3c12−a3

5−(a6a1+a5a4)a4)zx
2+
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(−2a2
4a1 − 4a2

1a2 − 3a2a
2
4 + 2c3 − (a6a4 + a5a2)a5)xy2 + (2c13 − (2a6a4 + 2a5a2)a4 −

4a4a5a1 − 4a2
1a6 − 2a6a

2
5)zyx + (−2a2

5a1 + 2c11 − a6a5a4)z
2x + (−2a4a1a2 − 2a2

2a4 −
a6a2a5 +c4)y

3 +(−3a6a2a4 +c14−2a5a1a2−2a4a1a6−a2
6a5)zy

2 +(−a2
6a4−2a5a1a6 +

c15)z
2y + c10z

3;

v2= 3b4y
2+b2x

2+b10xz+2b5yz+b6z
2+2b3xy+(−a5a1a6−2a4a

2
1−2a4a1a2+c2)x

3+(2c3−
(a6a1 +a5a4)a6−2(2a2a1 +a2

4)a2−3a2
4a1)x

2y+(−a6a
2
5−2(a6a1 +a5a4)a2−3a4a5a1 +

c13)zx
2 +(3c4−(a6a4 +a5a2)a6−a3

4−6a2
2a4−2a4a1a2)xy2 +(2c14−2a2

6a5−2(2a6a4 +

2a5a2)a2−2a4a1a6−2a2
4a5)zyx+(−a4a

2
5 + c15−2a6a2a5)z

2x+(−a2
6a2−a2a

2
4 +4c5−

4a3
2)y

3 + (3c6 − a3
6 − a4a5a2 − a2

4a6 − 6a6a
2
2)zy

2 + (2c7 − 2a2
6a2 − a6a5a4)z

2y + c8z
3;

v3= 2b8zx+b10xy+b5y
2+b9x

2+2b6yz+(c12−2a5a
2
1−a4a1a6)x

3+(−3a4a5a1+c13−(2a2a1+

a2
4)a6)x

2y+(2c11−3a2
5a1−(a6a1+a5a4)a6)zx

2+(c14−2a5a1a2−a2
4a5−3a6a2a4)xy2+

(−2a5a1a6+2c15−(2a6a4+2a5a2)a6−2a4a
2
5)zyx+(−a2

6a5+3c10−a3
5)z

2x+(c6−2a6a
2
2−

a4a5a2)y
3 + (−3a2

6a2 + 2c7− a52a2− a6a5a4)zy2 + (−a63− a6a52 + 3c8)z
2y + 4c9z

3.

A imagem de θ não é transversal ao estrato 42
1 se, e somente se, IR ·{v1, v2, v3} + kernel

ξ  V3. Como kernel ξ tem codimensão 1, esta não transversalidade significa que v1, v2, v3

pertencem ao kernel ξ. Isto é se, e somente se,

ξ(v1) = 0 ⇔ −b2
8 + a5c10 = 0,

ξ(v2) = 0 ⇔ −b8b6 + a5c8 = 0,

ξ(v3) = 0 ⇔ a5c9 = 0.

Como temos uma singularidade 42
1 então ξ(v3) 6= 0, e portanto a imagem de θ é sempre

transversal ao estrato 42
1. Consequentemente, pelo Teorema 1.25, a variedade 42

1 em M ,

que é igual a θ−1(42
1) é sempre uma superf́ıcie suave de codimensão 1 em M , isto é, de

dimensão dois (ver Figura 3.1).

3.4.3 Demostração da Proposição 3.10

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 43
1 na origem, e tome, sem perda de gener-

alidade P (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)) tal que j4f = a1x
2+a2y

2+a4xy+a5xz+a6yz+b1x
3+

b2x
2y+b3xy2+b4y

3+b5y
2z+b6yz2+b8z

2x+b9zx
2+b10xyz+c1x

4+c2x
3y+c3x

2y2+c4xy3+

c5y
4 +c6y

3z+c7y
2z2 +c8yz3 +c9z

4 +c10z
3x+c11z

2x2 +c12zx
3 +c13x

2yz+c14xy2z+c15xyz2
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com a5 6= 0 e c9 6= 0. O espaço tangente à G-órbita de f em V4 é dado pelos vetores ui, i =

1, · · · , 10 (ver Lema 3.6). Quando a6b8(a
3
5b5−a2a

2
5b8−a2

5a6b10+a4a5a6b8−a1a
2
6b8+a2

6b9) 6= 0

(mesma condição do transversal para 42
1), um transversal à órbita pode ser dado por T =

IR{y2, x3, x2y, xy2, y3, y2z, x2z, xyz, z3, x4, x3y, x2y2, xy3, y4, y3z, y2z2, yz3, xz3, x2z2, x3z,

x2yz, xy2z, xyz2}, e um elemento de T é f̄ = j4f + ā2y
2 + b̄1x

3 + b̄2x
2y + b̄3xy2 + b̄4y

3 +

b̄5y
2z + b̄7z

3 + b̄9x
2z + b̄10xyz + c̄1x

4 + c̄2x
3y + c̄3x

2y2 + c̄4xy3 + c̄5y
4 + c̄6y

3z + c̄7y
2z2 +

c̄8yz3 + c̄10xz3 + c̄11x
2z2 + c̄12x

3z + c̄13x
2yz + c̄14xy2z + c̄15xyz2 onde ā2, b̄i, c̄i ∈ IR.

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente,

(α, β, 1, 0). Ou seja P (x, y, z) = (x, y, f̄(x+αz, y +βz, z)). Neste transversal, temos uma

singularidade 43
1 se

coef(z2) = a5α + a6β + a1α
2 + (a2 + ā2)β

2 + a4αβ = 0,

coef(yz2).coef(xz)− coef(xz2).coef(yz) = (2b6a1 + b10a5 − b8a4 − 2b9a6)α+

(b6a4 + 2b5a5 − 2b8a2 − b10a6)β + O1(2) = 0,

coef(z3) = b̄7 + b8α + b6β + O2(2) = 0, e

−3

8
(−coef(xz3)coef(yz)/coef(xz) + coef(yz3))2/coef(z4) + coef(x2z2).

coef(yz)2/coef(xz)2+coef(y2z2)−coef(xyz2)coef(yz)/coef(xz)−coef(xz2)(−coef(xyz).

coef(yz)/coef(xz) + coef(x2z)coef(yz)2/(coef(xz)2) + coef(y2z))/coef(xz) = 0

onde O1(2) e O2(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em α, β, ā2, b̄i e são

nulos se α = β = 0.

Analogamente ao caso 42
1 temos que genericamente as soluções são α = 0 e β = 0.

Substituindo estes valores nas terceira e quarta equações temos que a terceira equação

é dada por b̄7 = 0 e a quarta condição é 3
4a5c9

(−c10a6/a5 + c8)a6c̄10 − 3
4c9

(−c10a6/a5 +

c8)c̄8− a6

a5
c̄15 +

a2
6

a2
5
c̄11 + b8a6

a2
5

b̄10− b8a2
6

a3
5

b̄9− b8
a5

b̄5 + c̄7− 3a2
6

8a2
5c9

c̄2
10 + 3a6

4a5c9
c̄8c̄10− 3

8c9
c̄2
8. É suficiente

olharmos para o primeiro jato já que estamos interessados no tangente da variedade.

Queremos saber quando a imagem de θ é transversal ao estrato-43
1 em V4, isto é,

quando dpθ(IR
3) + Tf4

3
1 = V4, e assim saberemos quando θ−1(43

1) é variedade em IR3 de

codimensão igual a dois.

O espaço tangente do estrato-43
1 em V4 é a interseção dos núcleos de duas formas

diferenciáveis ξ1 e ξ2. Como ξ1 e ξ2 têm que anular o tangente ao estrato-43
1 no transversal

e os geradores do espaço tangente de G.f, então

ξ1 = −b8da2 + a5da3 e
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ξ2 = (−3a7
5c38 + 48a7

5c6c29 + 3a4
5a3

6c310 − 48a4
5b8a4c29a6b10 − 32a4

5b8a6a1b5c29 + 24a4
5a4c9a2

6c210 − 9a5
5c8a2

6c210 + 48a5
5a2

6c13c29 +

16a5
5c29b210a6 + 16a5

5b8a4b5c29 + 32a5
5c29a6b9b5 − 24a5

5a4c9c8a6c10 + 32a5
5c29c15a6a4 + 48a5

5b8a6b3c29 + 24a5
5b8c8a6b10c9 +

24a5
5b8a6c10b5c9 − 48a6

5b8b4c29 − 48a6
5a6c14c29 + 9a6

5c28a6c10 − 24a6
5b8c8b5c9 − 16a6

5c29b10b5 + 32a3
5c29a3

6b29 − 48a4
5a3

6c29c12 −

32a4
5c29c15a2

6a1−24a4
5b8a2

6c10b10c9−24a4
5b8c8a2

6b9c9−48a4
5b8a2

6b2c29 +24a4
5c9c10c8a2

6a1−64a4
5a4c29c11a2

6−48a4
5c29b10a2

6b9−

96a2
5b8c29a3

6b9a1 +48a3
5b8a3

6c29b1 +24a3
5b8a3

6c10b9c9 +64a3
5b8c29b10a2

6a1 +80a3
5b8a4c29a2

6b9−24a3
5c9c210a3

6a1 +64a3
5c29a3

6c11a1−

64a2a4
5b8c29a6b9 + 32a2a5

5b8c29b10 − 24a2a5
5c9c210a6 + 64a2a5

5c29a6c11 − 32a2a6
5c29c15 + 24a2a6

5c9c10c8)db6 + (−3a3
5a4

6c310 +

32a6
5b25c29 + 3a6

5a6c38 + 32a4
5a2

6c29b9b5 − 32a4
5a2

6c29c15a4 + 9a4
5a3

6c8c210 + 24a4
5a2

6c9c10c8a4 − 9a5
5a2

6c28c10 + 48a5
5a2

6c14c29 +

48a5
5b8a6b4c29 + 24a5

5b8a6c8b5c9 − 48a5
5a6b10c29b5 − 48a6

5a6c6c29 + 48a3
5a4

6c29c12 − 16a3
5a3

6c29b9b10 − 24a3
5a3

6c9c210a4 −

24a3
5a3

6c9a1c8c10 − 48a4
5a3

6c13c29 + 16a4
5b210c29a2

6 − 48a4
5b8a2

6b3c29 − 24a4
5b8a2

6c10b5c9 + 16a4
5b8b5c29a4a6 − 24a4

5b8a2
6c8b10c9 +

64a5b8a4
6c29a1b9−64a2

5a4
6c29a1c11 +24a2

5a4
6c9a1c210−24a2

5b8a4
6c10b9c9−48a2

5b8a4
6c29b1−32a2

5b8a3
6c29a1b10−48a2

5b8a3
6a4c29b9 +

24a3
5b8a3

6c8b9c9 +24a3
5b8a3

6c10b10c9 +48a3
5b8a3

6b2c29 +64a3
5a3

6a4c29c11 +16a3
5b8a2

6a4c29b10 +32a3
5a3

6c29a1c15 +24a2a4
5a2

6c9c210−

24a2a5
5a6c9c10c8 + 32a2a5

5a6c29c15 − 32a2a5
5b8b5c29 − 64a2a4

5a2
6c29c11 + 32a2a3

5b8a2
6c29b9)db8 + (32a4

5a3
6c29b9 + 32a4

5b8a2
6c29a4 −

32a3
5b8a3

6c29a1 − 32a2a5
5b8a6c29 − 32a5

5a2
6c29b10 + 32a6

5a6c29b5)dc15 + (−24a6
5c9a6c10b5 − 24a4

5c9a3
6c10b9 + 24a5

5b8c9c8a6a4 −

24a2a6
5b8c9c8 + 24a2a5

5b8c9a6c10 + 24a7
5c9c8b5 + 24a3

5b8c9a3
6c10a1 − 24a4

5b8c9c8a2
6a1 + 24a5

5c9a2
6c10b10 − 24a6

5c9c8a6b10 +

24a5
5c9c8a2

6b9 − 24a4
5b8c9a2

6c10a4)dc8 + (32a4
5b8c29a2

6a1 + 32a2a6
5b8c29 − 32a5

5b8c29a6a4 + 32a6
5c29a6b10 − 32a7

5c29b5 −

32a5
5c29a2

6b9)dc7 + (−32a5
5b8c29a6b10 − 32a2a5

5c29b28 − 32a3
5b28c29a2

6a1 + 32a6
5b8c29b5 + 32a4

5b28c29a6a4 + 32a4
5b8c29a2

6b9)db5 +

(32a4
5a3

6c29b10 − 32a3
5b8a3

6c29a4 − 32a3
5a4

6c29b9 − 32a5
5a2

6c29b5 + 32a2
5b8a4

6c29a1 + 32a2a4
5b8a2

6c29)dc11 + (24a5
5a2

6c9c10b5 +

24a5
5a2

6c9c8b10− 24a4
5a3

6c9c8b9− 24a2
5b8a4

6c9c10a1− 24a2a4
5b8a2

6c9c10− 24a6
5a6c9c8b5 +24a2a5

5b8a6c9c8 +24a3
5b8a3

6c9c8a1−

24a4
5b8a2

6c9c8a4 + 24a3
5a4

6c9c10b9 − 24a4
5a3

6c9c10b10 + 24a3
5b8a3

6c9c10a4)dc10 + (32a4
5b8a2

6c29b10 − 32a3
5b8a3

6c29b9 −

32a3
5b28a2

6c29a4 + 32a2a4
5b28a6c29 + 32a2

5b28a3
6c29a1 − 32a5

5b8a6c29b5)db10 + (32a2
5b28a3

6c29a4 − 32a2a3
5b28a2

6c29 − 32a5b28a4
6c29a1 +

32a4
5b8a2

6c29b5 + 32a2
5b8a4

6c29b9 − 32a3
5b8a3

6c29b10)db9 + (12a2a6
5b8c28 − 24a5

5c8a2
6c10b10 − 12a5

5c28a2
6b9 − 12a3

5a4
6c210b9 +

24a6
5c8a6c10b5 + 12a6

5c28a6b10 − 12a3
5b8a3

6c210a4 − 12a5
5a2

6c210b5 + 12a4
5a3

6c210b10 − 24a2a5
5b8c8a6c10 − 12a5

5b8c28a6a4 −

12a7
5c28b5 + 12a2a4

5b8a2
6c210 + 24a4

5c8a3
6c10b9 + 12a4

5b8c28a2
6a1 − 24a3

5b8c8a3
6c10a1 + 24a4

5b8c8a2
6c10a4 + 12a2

5b8a4
6c210a1)dc9 +

(3a6
5b10c38 +16a4

5b10a2
6c13c29−48a4

5b8b9a6c8b5c9 +96a4
5a2

6c12c29b5−48a4
5a1a6c10c9c8b5 +33a4

5c210c8a2
6b10 +16a5

5c14c29b10a6 +

64a4
5b10c29a6b9b5 + 64a4

5a1c15a6c29b5 − 16a4
5b8b3c29b10a6 − 16a4

5b8c14c29a4a6 − 24a4
5b28a4c8b5c9 + 64a4

5a4c29a6c11b5 −

24a4
5c15c9a2

6c10b10 − 48a4
5a2

6c11c9c10b5 − 24a4
5c15c9c8a2

6b9 − 24a4
5b8b10a6c10b5c9 − 64a5

5b9b25c29 − 6a5
5b9a6c38 + 16a5

5b210c29b5 −

3a5
5b8a4c38 + 24a5

5b8b10c8b5c9 + 24a5
5c15c9c8a6b10 − 21a5

5c10c28a6b10 − 24a5
5c210c8a6b5 − 32a5

5b8b3c29b5 − 32a5
5a4c29c15b5 −

64a5
5a6c13c29b5 + 96a5

5b9a6c6c29 + 48a5
5b8a4c6c29 + 24a5

5a4c9c10c8b5 + 48a5
5a6c11c9c8b5 + 24a5

5c15c9a6c10b5 + 48a5
5b8b10b4c29−

48a6
5b10c6c29 + 12a6

5c10c28b5 − 24a6
5c15c9c8b5 + 32a6

5c14c29b5 − 48a1a4
6c10b9c9b28 − 15a3

5c310a3
6b10 + 24a3

5b10c9c10c8a2
6a1 +

16a3
5b210c29a2

6b9 − 48a3
5b10a3

6c29c12 + 32a3
5a4c15c29a2

6b9 − 32a3
5b10c29c15a2

6a1 + 24a3
5c15c9a3

6c10b9 + 48a3
5b28a1a6c8b5c9 +

12a4
5c310a2

6b5 − 16a4
5b310c29a6 + 21a4

5b8c10c28a6a4 − 24a4
5b8b210c8a6c9 + 64a4

5b8a6b2c29b5 − 96a4
5b8a1a6c6c29 + 64a4

5b8a1b25c29 +

6a4
5b8a1a6c38−48a4

5a2
6c11c9c8b10−96a4

5b8b9a6b4c29−24a4
5a4c9c210a6b5−24a4

5b8c15c9c8a6a4−64a4
5b9a2

6c14c29−48a4
5b28a4b4c29+

48a5b8a4
6c11c9c10a1 + 64a5b8a4c29a3

6b29 − 18a5b8c310a4
6a1 − 64a5b8b10c29a3

6b9a1 + 48a5b8a4
6c10b29c9 − 48a5b28a4a3

6c29b1 +

16a5b28a2
4c29a2

6b9 +48a5b28a1a3
6c8b9c9 +48a5b28a1a3

6c10b10c9−24a2
5b28a4a2

6c10b10c9 +24a5b28a4a3
6c10b9c9−48a2

5a4
6c11c9c10b9−
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24a2
5b10c9c210a3

6a1 − 24a2
5b28a4c8a2

6b9c9 − 64a2
5a4a3

6c11c29b9 + 32a5b28a1a3
6b2c29 + 18a2

5c310a4
6b9 + 64a2

5b10c29a3
6c11a1 −

16a2
5b28a2

4c29a6b10 + 24a2
5a4c210c9a3

6b9 − 32a2
5b8a1a3

6c13c29 − 48a2
5b8a3

6c8b29c9 − 48a2
5b28a1a2

6c10b5c9 − 48a2
5b28a1a2

6c8b10c9 +

15a2
5b8c310a3

6a4 + 16a2
5b28a4a2

6b2c29 − 48a2
5b8a3

6c11c9c8a1 + 48a2
5b8b10a3

6c29b1 − 24a2
5b8c15c9a3

6c10a1 − 72a2
5b8b10a3

6c10b9c9 −

48a2
5b8a3

6c11c9c10a4 − 33a3
5b8c210c8a2

6a4 − 96a3
5b8a2

6b1c29b5 + 32a2
5b8b210c29a2

6a1 − 32a2
5b8b9a3

6b2c29 + 48a2
5b8a4a3

6c29c12 +

42a2
5b8c210c8a3

6a1 + 192a2
5b8a1b5a2

6c29b9 + 24a3
5b28a4a6c10b5c9 − 42a3

5c210c8a3
6b9 + 16a3

5b28b3c29a4a6 − 128a3
5b8b10a6a1b5c29 +

24a3
5b28a4c8a6b10c9 − 128a3

5a1c11a2
6c29b5 − 16a3

5b8a4a2
6c13c29 + 96a3

5b28a1a6b4c29 + 48a3
5a3

6c11c9c10b10 − 64a2
5b8b10a4c29a2

6b9 −

16a3
5b8b10a2

6b2c29 − 30a3
5b8c10c28a2

6a1 + 24a3
5b8b210a2

6c10c9 + 16a3
5b28a2

4b5c29 + 48a3
5b8b9a2

6c10b5c9 + 48a3
5a1a2

6c210c9b5 +

48a3
5b8a2

6c11c9c8a4 + 32a3
5b8b210a4c29a6 + 64a3

5b8b9a2
6b3c29 + 72a3

5b8b10c8a2
6b9c9 + 24a3

5b8c15c9a2
6c10a4 + 24a3

5b8c15c9c8a2
6a1 +

64a3
5b8a1a2

6c14c29 + 30a4
5c10c28a2

6b9 − 64a3
5b8a4c29a6b9b5 + 48a3

5a3
6c11c9c8b9 + 32a3

5b9a3
6c13c29 − 24a3

5a4c10c9c8a2
6b9 −

64a3
5a2

6c29b29b5 − 64a2
5b28a1a2

6b3c29 + 128a2a3
5b9a2

6c29c11 + 48a2a3
5b8a2

6c11c9c10 + 64a2a3
5b8b10c29a6b9 − 12a2a3

5b8c310a2
6 −

64a2a2
5a2

6c29b29b8 + 96a2a2
5b28a2

6b1c29 + 64a2a2
5b28a1a6b10c29 − 48a2a3

5b9a2
6c9c210 + 24a2a4

5b8c210c8a6 − 24a2a5
5b10c9c10c8 −

12a2a5
5b8c10c28 + 64a2a4

5b8b9b5c29 + 32a2a5
5b10c29c15 + 32a2a4

5b28b3c29 − 32a2a4
5b8b210c29 − 32a2a5

5b8c14c29 − 64a2a4
5b10c29a6c11 −

24a2a4
5b8c15c9a6c10 − 64a2a1a2

6c29b9b28a5 + 64a2a4
5b8a6c13c29 + 24a2a5

5b8c15c9c8 − 64a2a3
5b28a1b5c29 − 48a2a4

5b8a6c11c9c8 −

64a2a3
5b28a6b2c29 − 64a2a4

5b9a6c29c15 + 48a2a4
5b9a6c9c10c8 + 24a2a4

5b10c9c210a6 − 96a2a3
5b8a2

6c12c29)da3 + (3a6
5b8c38 +

24a5
5b28c8b5c9−48a4

5b28a6b3c29−16a4
5b28a4b5c29−24a4

5c10c9c8a2
6b9+32a4

5c15c29a2
6b9+32a4

5b8c29a6b9b5+48a5
5b28b4c29−48a6

5b8c6c29−

9a5
5b8c28a6c10 − 32a5

5c29c15a6b10 + 24a5
5c9c10c8a6b10 − 64a5

5c29a6c11b5 + 48a5
5b8a6c14c29 + 24a5

5c9c210a6b5 − 16a5
5b8c29b10b5 +

32a6
5c29c15b5− 24a6

5c9c10c8b5 +24a3
5b28c8a2

6b9c9 +16a3
5b28a4c29a6b10 +32a3

5b28a6a1b5c29 +24a3
5b28a2

6c10b10c9 +16a4
5b8c29b210a6−

24a4
5b28c8a6b10c9+9a4

5b8c8a2
6c210−48a4

5b8a2
6c13c29−24a4

5c9c210a2
6b10+64a4

5c29a2
6c11b10−24a4

5b28a6c10b5c9+32a5b82c29a3
6b9a1−

24a2
5b28a3

6c10b9c9 − 16a2
5b28a4c29a2

6b9 − 48a2
5b28a3

6c29b1 + 32a2
5b8c29a3

6b29 + 48a3
5b28a2

6b2c29 − 3a3
5b8a3

6c310 + 48a3
5b8a3

6c29c12 −

64a3
5a3

6c11c29b9 − 48a3
5b8c29b10a2

6b9 + 24a3
5c210c9a3

6b9 − 32a2
5b28c29b10a2

6a1)da6 + (64a54c11a62c29b5 − 24a54a62c210c9b5 +

32a54c15a62c29b10−24a54b28a6c8b5c9+80a54b8b5a6b10c29−32a55b8b25c29−3a55b8a6c38−32a55c15a6c29b5+24a55a6c10c9c8b5+

48a55b8a6c6c29 + 24a53a63c10c9c8b9 + 48a53b28a62b3c29 + 24a53b28a62c10b5c9 + 9a54b8a62c28c10 − 48a54b28a6b4c29 −

48a54b8a62c14c29 − 64a5b8a64b29c29 − 16a5b28a63a4c29b9 + 48a5b28a64c29b1 + 24a5b28a64c10b9c9 + 16a52b28a62a4c29b10 −

24a52a64c210c9b9 + 64a52c11a64c29b9 − 24a52b28a63c10b10c9 − 48a52b28a63b2c29 − 24a52b28a63c8b9c9 − 48a52b8a64c29c12 +

3a52b8a64c310 + 112a52b8a63b9c29b10 + 24a53b28a62c8b10c9 − 16a53b28b5c29a4a6 − 9a53b8a63c8c210 − 96a53b8b5a62c29b9 +

48a53b8a63c13c29 − 48a53b8b210c29a62 − 24a54a62c10c9c8b10 − 32a53c15a63c29b9 − 64a53c11a63c29b10 + 24a53a63c210c9b10 +

32a2a52b28a62c29b9 − 32a2a53b28a6b10c29 + 32a2a54b28b5c29)da5.

Os geradores do espaço tangente à imagem de θ em V4 são v1, v2, v3 que podem ser

facilmente calculados (ver Proposição 2.5 ).

A imagem de θ não é transversal ao estrato-43
1 se, e somente se, IR{v1, v2, v3} + kernel

ξ1 ∩ kernel ξ2  V4. Como kernel ξ1∩ kernel ξ2 tem codimensão dois, esta não transver-

salidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, λjv1 + µjv2 + βjv3
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(j = 1, 2), tal que

ξ1(λjv1 + µjv2 + βjv3) = 0

ξ2(λjv1 + µjv2 + βjv3) = 0

para j = 1, 2. Isto é, fazendo x = λj, y = µj, z = βj, teremos que ter duas soluções

linearmente independentes para o sistema:

A1x + A2y + A3z = 0 (1)

B1x + B2y + B3z = 0, (2)

onde A1 = ξ1(v1) = −b2
8 + a5c10, A2 = ξ1(v2) = −b8b6 + a5c8, A3 = ξ1(v3) = 4a5c9,

B1 = −3a7
5c38c15+21a4

5b28c10c28a6a4−96a4
5b8a2

6c8b10c9c11+32a4
5b8a6a1b5c29c15−128a4

5b8b9a2
6c14c29−48a4

5b8a1a6c10c9c8b5+

96a4
5b8b5c29a4a6c11 − 96a4

5b28a1a6c6c29 + 64a4
5b28a6b2c29b5 + 42a4

5b8b10c8a2
6c210 − 96a4

5b8a2
6c10b5c9c11 + 96a4

5a3
6c29d14b10 −

16a4
5b28b10a4b5c29 − 128a4

5a4c29c11a2
6c15 + 12a4

5b8d12c28a2
6a1 − 48a4

5b8c8a2
6b9c9c15 + 16a4

5b28c29c14a6a4 − 24a4
5b8c9c8d21a2

6a1 −

24a4
5b8a4c9c210a6b5 + 48a4

5c29b10a2
6b9c15 + 24a4

5a4c9a2
6c210c15 + 18a4

5a3
6c8c210c11 − 48a4

5b8a2
6b2c29c15 + 48a4

5b8b9a2
6c28c10 −

48a4
5b8a4c29a6b10c15 +24a4

5b8d12c8a2
6c10a4−48a4

5b28b210c8a6c9−24a4
5b28c15c9c8a6a4 +24a5

5b10c9c210a6b5 +48a5
5b28b10c8b5c9−

64a4
5b28b10a6b3c29 + 24a5

5c9c8d21a2
6b9 − 160a5

5b10c29a6c11b5 + 24a5
5b210c9c10c8a6 − 24a5

5d12c8a2
6c10b10 + 48a5

5b9a6c9c10c8b5 +

24a5
5c9a2

6c10d21b10−32a5
5d19c29a2

6b9−96a5
5a2

6c29d14b5−12a5
5d12a2

6c210b5−12a5
5d12c28a2

6b9−32a5
5b28b3c29b5 +96a5

5a2
6c14c29c11 +

48a5
5a2

6c13c29c15−18a5
5a2

6c28c10c11+32a5
5c29c215a6a4−9a5

5c8a2
6c210c15−32a5

5c29a6b9b5c15+48a5
5a2

6c9c10d13b5−16a5
5c29b210a6c15−

64a5
5a2

6c29d18b10 − 24a5
5a4c9c8a6c10c15 + 48a5

5a2
6c9c8d13b10 − 128a5

5b8b9b25c29 + 48a5
5b8a6c10b5c9c15 + 96a5

5b28b10b4c29 +

48a5
5b28a4c6c29 − 30a5

5b8b10c28a6c10 + 96a5
5b8a6c8b5c9c11 − 128a5

5b8a6c29c13b5 + 96a5
5b8a6b4c29c11 − 12a5

5b8d12c28a6a4 −

32a5
5b8d19c29a6a4 + 32a5

5b8c14c29b10a6 + 192a5
5b8b9a6c6c29 + 12a6

5b8c10c28b5 + 64a6
5b8c29c14b5 − 24a5

5b8c210c8a6b5 +

24a5
5b8a4c9c10c8b5 − 24a6

5c9c8d21a6b10 + 48a5
5b8c8a6b10c9c15 + 48a5

5b8a6b3c29c15 − 24a6
5c9a6c10d21b5 + 9a6

5c28a6c10c15 +

12a6
5d12c28a6b10−12a5

5b8b9a6c38−48a6
5b8b4c29c15−48a6

5a6c9c8d13b5 +24a6
5d12c8a6c10b5 +64a6

5b25c29c11−24a6
5b10c9c10c8b5 +

64a6
5a6c29d18b5 − 48a6

5a6c14c29c15 + 16a6
5c29b10b5c15 − 96a6

5a6c6c29c11 + 32a6
5d19c29a6b10 − 32a7

5d19c29b5 − 48a6
5b8c8b5c9c15 −

96a6
5b8b10c6c29 + 24a7

5c9c8d21b5 + 48a7
5c6c29c15 − 12a7

5d12c28b5 + 6a6
5b8b10c38 + 6a6

5a6c38c11 − 3a5
5b28a4c38 + 3a4

5a3
6c310c15 −

48a1a4
6c10b9c9b38 − 33a3

5b28c210c8a2
6a4 + 112a3

5b8a4c29a2
6b9c15 + 48a3

5b8a3
6c9c8d13a1 + 24a3

5b28c15c9c8a2
6a1 + 48a3

5b8a3
6c29b1c15 +

64a3
5b8b9a3

6c13c29−96a3
5b8a3

6c29d14a4 +48a3
5b28b210a4c29a6 +48a3

5b8a3
6c9c10d13a4 +24a3

5b28c15c9a2
6c10a4−24a3

5b8d12c8a3
6c10a1 +

48a3
5b8a3

6c10b9c9c15 + 32a3
5b8c29b10a2

6a1c15 −

12a3
5b8d12a3

6c210a4+96a3
5b8a3

6c10b10c9c11+96a3
5b8a3

6c8b9c9c11−256a3
5b8b29b5a2

6c29+96a3
5b8a3

6b2c29c11+24a3
5b8b10c9c10c8a2

6a1−

24a3
5b8a4c10c9c8a2

6b9 − 128a3
5b8a1c11a2

6c29b5 − 96a3
5b8b10a3

6c29c12 − 64a3
5b8a3

6c29d18a1 − 32a3
5c29a3

6b29c15 − 60a3
5b8b9a3

6c8c210 −

128a3
5b8b9b210c29a2

6+24a3
5b8c9a3

6c10d21a1+48a3
5b8a1a2

6c210c9b5−48a4
5a3

6c9c10d13b10−24a4
5b38a4c8b5c9−48a3

5a3
6c9a1c8c10c11−

24a3
5c9c210a3

6a1c15 + 128a3
5c29a3

6c11a1c15 − 12a3
5d12a4

6c210b9 + 96a3
5a4

6c29c12c11 + 128a3
5a3

6a4c29c211 + 16a3
5b38a2

4b5c29 −

224a3
5b9c11a3

6c29b10 − 96a3
5a4

6c29d14b9 − 16a5
5b8a4b5c29c15 + 24a5

5b8c9c8d21a6a4 + 24a4
5d12c8a3

6c10b9 + 48a3
5a4

6c9c10d13b9 +

72a3
5b9a3

6c210c9b10 − 48a3
5a3

6a4c9c210c11 + 48a3
5b29a3

6c10c9c8 + 64a4
5b8a2

6c29d18a4 + 12a4
5b8c310a2

6b5 + 64a4
5b28a1b25c29 −

48a4
5b8a2

6c9c8d13a4 − 24a4
5b8c9a2

6c10d21a4 − 192a4
5b28b9a6b4c29 − 48a4

5b28b10a6c10b5c9 − 48a4
5b38a4b4c29 + 12a4

5d12a3
6c210b10 −

79



24a4
5b210c9c210a2

6−96a4
5b28b9a6c8b5c9+64a4

5a3
6c29d18b9+96a4

5b210c29a2
6c11−48a4

5a3
6c29c12c15−32a4

5c29c215a2
6a1−48a4

5b9a2
6c9c210b5+

192a4
5a2

6c29b9c11b5 − 24a4
5c9a3

6c10d21b9 − 48a4
5a3

6c9c8d13b9 − 72a4
5b9a2

6c10c9c8b10 + 24a4
5c9c10c8a2

6a1c15 − 96a4
5a3

6c13c29c11 −

96a4
5b8a2

6b3c29c11 +32a4
5b8d19c29a2

6a1 +32a4
5b8b10a2

6c13c29 +192a4
5b8a2

6c29c12b5 +256a4
5b8b9b5a6b10c29−48a4

5b8a2
6c10b10c9c15 +

48a4
5a2

6a4c9c8c10c11 + 32a3
5b8a2

6a4c29b10c11 + 32a3
5b28c29c14a2

6a1 + 24a2a5
5c15c9c8b28 + 128a5b8a4

6c29a1b9c11 − 128a5b8b39a4
6c29 −

96a5b28a4
6c29c12a1 + 96a5b28b29a4

6c10c9 + 32a5b28b29a3
6a4c29 + 48a5b38a1a3

6c10b10c9 + 48a5b28a4
6c11c9c10a1 + 16a5b38a2

4c29a2
6b9 +

96a5b28b9a4
6c29b1 − 32a5b28b10c29a3

6b9a1 + 24a5b38a4a3
6c10b9c9 + 48a5b38a1a3

6c8b9c9 + 32a5b38a1a3
6b2c29 + 42a2

5b28c210c8a3
6a1 −

48a5b38a4a3
6c29b1 − 18a5b28c310a4

6a1 + 48a2
5a4

6c9a1c210c11 − 48a2
5b28b9a2

6a4c29b10 + 15a2
5b28c310a3

6a4 − 24a2
5b38a4a2

6c10b10c9 −

48a2
5b38a1a2

6c10b5c9 − 24a2
5b38a4c8a2

6b9c9 − 48a2
5b38a1a2

6c8b10c9 + 16a2
5b38a4a2

6b2c29 − 48a2
5b29a4

6c210c9 − 128a2
5b28b9a3

6b2c29 −

48a2
5b28a3

6c11c9c10a4 + 24a2
5b8b9a4

6c310 + 144a2
5b28a3

6c29c12a4 − 24a2
5b28c15c9a3

6c10a1 + 32a2
5b28a3

6c29c13a1 − 64a2
5b38a1a2

6b3c29 −

16a2
5b38a2

4c29a6b10 + 12a2
5b8d12a4

6c210a1 − 96a2
5b28b29a3

6c8c9 − 144a2
5b28b9a3

6c10b10c9 + 96a2
5b8a4

6c29d14a1 + 192a2
5b28a1b5a2

6c29b9 +

256a2
5b8b29a3

6c29b10−48a2
5b28a3

6c11c9c8a1−160a2
5b8a3

6a4c29b9c11−48a2
5b8a4

6c9c10d13a1−96a2
5b8c29a3

6b9a1c15+128a2
5b29c11a4

6c29−

128a2
5a4

6c29a1c211 − 24a2
5b8b10c9c210a3

6a1 + 96a3
5b28b9a2

6c10b5c9 + 48a3
5b28b210a2

6c10c9 + 96a3
5b38a1a6b4c29 + 24a3

5b38a4a6c10b5c9 +

24a3
5b38a4c8a6b10c9 + 16a3

5b38b3c29a4a6 + 24a2
5b8a4c210c9a3

6b9 − 96a2
5b8a4

6c10b9c9c11 − 96a2
5b8a4

6c29b1c11 − 30a3
5b28c10c28a2

6a1 +

144a3
5b28b9a2

6c8b10c9 + 48a3
5b38a1a6c8b5c9 + 48a3

5b28a2
6c11c9c8a4 − 80a3

5b28a2
6c29c13a4 − 96a3

5b28b10a6a1b5c29 − 6a3
5a4

6c310c11 +

160a3
5b28b9a2

6b3c29 − 18a3
5b8b10a3

6c310 − 96a3
5b28a2

6b1c29b5 − 96a3
5b28b9b5c29a4a6 + 32a3

5b28a2
6b2c29b10 − 64a2a5

5b8b5c29c11 −

128a2a4
5a2

6c29c211 − 24a2a5
5c9c210a6c15 + 64a2a2

5b38a1a6b10c2948a2a3
5b8b9a2

6c9c210 + 48a2a3
5b28a2

6c11c9c10 − 64a2a3
5b38a6b2c29 −

12a2a5
5c10c28b28 − 64a2a5

5c14c29b28 − 24a2a6
5b8c9c8d21 + 96a2a2

5b38a2
6b1c29 −

192a2a3
5b28a2

6c29c12 − 64a2a3
5b38a1b5c29 + 24a2a6

5c9c10c8c15 + 48a2a4
5a2

6c9c210c11 + 12a2a4
5b8d12a2

6c210 + 24a2a4
5b28c210c8a6 +

128a2a4
5b28b9b5c29+128a2a5

5c29a6c11c15+32a2a6
5b8d19c29+12a2a6

5b8d12c28−64a2a5
5b8a6c29d18−32a2a6

5c29c215−12a2a3
5b28c310a2

6+

6a4
5b28a1a6c38−48a2a5

5a6c9c10c8c11+48a2a5
5b8a6c9c8d13−24a2a5

5b10c9c10c8b8+24a2a5
5b8c9a6c10d21−24a2a5

5b8d12c8a6c10−

64a2a1a2
6c29b9b38a5+24a2a4

5b8b10c9c210a6−48a2a4
5b28a6c11c9c8+128a2a4

5b28a6c29c13−64a2a4
5b8b10c29a6c11+96a2a4

5b8a2
6c29d14−

24a2a4
5b28c15c9a6c10 − 48a2a4

5b8a2
6c9c10d13 − 128a2a4

5b8c29a6b9c15 + 48a2a4
5b8b9a6c9c10c8 + 64a2a5

5b10c29c15b8 +

192a2a3
5b8a2

6c29b9c11 − 32a2a4
5b28b210c29 + 32a2a4

5b3c29b38,

B2 = ξ2(v2) = −(6a8
5c38c7−32a5b38a4

6a1b2c29−48a3
5b28b210a2

6a4c29 +64a2a5c29b38a3
6b9a1−64a2a4

5c29b28a6b9b5 +64a2a2
5c29b28a3

6b29−

16a4a4
5c29b28a6b10b5 − 96a2a3

5c29b28b10a2
6b9 − 32a6c14a5

5c29b28a2 + 16a2
4a2

5c29b38a2
6b10 − 64a4a5c29b28a4

6b29 + 80a4a2
5c29b28a3

6b9b10 +

64b28a3
6b2a3

5c29b10+64b38a2
6b2a3

5c29a2−160b28a2
6b2a4

5c29b5+3c38a5
5b28a6a4−48a4

6c29c12a2
5b28a4−16a2

4a5c29b38a3
6b9+80a2

6c14a4
5c29b28a4+

96a3
6c29c12a3

5b28a2 + 48b38b4a4
5c29a6a4 − 96b28b4a6

5c29b5 − 6b8c38a7
5b5 − 48a2

6c10b28b10a4
5c9b5 + 96c6a6

5c29b28a2 − 15a4
6c310a2

5b28a4 +

64a6a1b38b5a3
5c29a2 − 24a2

6c10b38b5a3
5c9a4 − 16a2

4a3
5b38b5c29a6 + 24a3

6c10b38b10a2
5c9a4 − 144c6a5

5c29b28a6a4 − 16b38a2
6b3a3

5c29a4 −

32b28a2
6b3a4

5c29b10 − 16a3
6c13a3

5c29b28a4 − 32a2
6c13a4

5c29b28a2 − 16b38a3
6b2a2

5c29a4 + 24c8a4
5b38b5c9a6a4 − 128a6a1b28b25a4

5c29 +

32a4a5
5b28b25c29+48a6c10b28b25a5

5c9−48c8a6
5b28b25c9+12a3

6c310a3
5b28a2−24c8a4

5a2
6c210b28a2−24c8a3

5b38a2
6b10c9a4−21c28a4

5a2
6c10b28a4+

12c28a5
5a6c10b28a2 + 33c8a3

5a3
6c210b28a4 + 24c8a2

5b38a3
6b9c9a4 − 48c8a3

5b28a3
6b10c9b9 + 48c8a5

5b28a6b10c9b5 + 64b8a6
5b10b25c29 +

12b8c28a5
5a2

6c10b10 + 24b8a4a4
5c9a2

6c210b5 + 6b8c28a6
5a6c10b5 − 24b8a4a5

5c9c8a6c10b5 − 16b8a4a4
5c29c15a2

6b10 + 12b8a4
6c310a3

5b10 +

64b8a2a4
5c29a2

6c11b10 + 24b8a2a5
5c9c10c8a6b10 − 24b8a2a4

5c9c210a2
6b10 −

32b8a2a5
5c29c15a6b10 − 192b8a3

6c29c12a4
5b5 + 96b8a4

6c29c12a3
5b10 − 32b8a2

6c14a5
5c29b10 + 32b8a2a6

5c29c15b5 − 6b8a3
6c310a4

5b5 −

80



64b8a6c14a6
5c29b5 − 32b8a3

6c13a4
5c29b10 + 128b8a2

6c13a5
5c29b5 − 64b8a4a4

5c29c11a2
6b5 + 16b8a4a5

5c29c15a6b5 + 6b8c8a5
5a2

6c210b5 −

128b8a5
5b210a6c29b5 − 128b8a3

5b210a3
6b9c29 + 128b8a4

5b10a2
6b9c29b5 + 64b8b29a2

5a4
6c29b10 + 96b8c6a6

5c29a6b10 + 128b28a6b3a5
5c29b5 −

32b38a6b3a4
5c29a2 − 96a3

6c29b38b1a2
5a2 − 96a4

6c29b28b1a2
5b10 − 24b8c8a4

5a3
6c210b10 + 48a4

6c29b38b1a5a4 + 192a3
6c29b28b1a3

5b5 +

64a4
6c29a1b28b9b10a5 + 192a2

6c29a1b28b10a3
5b5 + 64b8a4

5b310c29a2
6 − 256a3

6c29a1b28b9a2
5b5 + 64a2a4

5c29b28b210a6 − 32a3
6c29a1b28b210a2

5 −

32a2a5
5c29b28b10b5 − 64a2a2

5c29b38b10a2
6a1 + 24c210a3

5c9a4
6b10b9 − 48c210a6

5c9a6b25 − 64a4
6c11a3

5c29b10b9 + 64a3
6c11a4

5c29b210 +

64a4
6c11a2

5c29a4b8b9−128a3
6c11a3

5c29b8a2b9−192a2
6c11a5

5c29b5b10 +128a3
6c11a4

5c29b5b9 +128a6c11a6
5c29b25−24a5a4

6c10b38b9c9a4 +

48a2
5a4

6c10b28b9c9b10 +16c15a3
5c29a4b8a3

6b9 +48c15a4
5c29b10a3

6b9− 48c15a5
5c29b210a2

6 +32c15a4
5c29b8a2a2

6b9 +144c15a6
5c29b5a6b10−

96c15a5
5c29b5a2

6b9 − 96c15a7
5c29b25 − 24c210a2

5c9a4
6a4b8b9 + 48c10a7

5c9c8b25 + 48c10a5
5c9c8b5a2

6b9 − 72c10a6
5c9c8b5a6b10 +

24c10a5
5c9c8b210a2

6−24c210a4
5c9a3

6b210−24c10a4
5c9c8b10a3

6b9−48c10a4
5c9c8b8a2a2

6b9−48c210a4
5c9a3

6b5b9+24c10a3
5c9c8a4b8a3

6b9+

72c210a5
5c9a2

6b5b10 + 48c210a3
5c9a3

6b8a2b9 + 48a5
6a1c10b9c9b38 + 18a6

5c8a2
6c210c7 − 192a5

5b8a2
6b9c6c29 − 96a4

5b8a3
6c29b1c7 +

24a4
5b28a2

6c15c9c8a4 + 24a2
5b8a4

6b10c9c210a1 + 64a2
5b38a3

6a1b3c29 − 96a6
5a2

6c13c29c7 − 32a6
5c29b210a6c7 + 96a6

5b8d8c29a6a4 −

48a6
5b8c9c8d9a6a4 − 48a6

5b8a6c10b5c9c7 − 32a6
5b8a4b5c29c7 − 96a6

5b8a6b3c29c7 − 48a6
5b8a6b4c29c15 − 64a6

5c29c15a6a4c7 −

48a6
5c9a2

6c10d9b10 − 24a6
5a2

6c9c10d21b5 − 24a6
5a2

6c9c8d21b10 + 12a6
5d10c28a2

6b9 − 64a6
5c29a6b9b5c7 + 12a6

5d10a2
6c210b5 +

48a6
5a4c9c8a6c10c7 + 24a6

5d10c8a2
6c10b10 − 48a6

5c9c8d9a2
6b9 + 96a6

5d8c29a2
6b9 + 32a6

5a2
6c29d18b5 − 48a6

5a2
6c14c29c15 +

9a6
5a2

6c28c10c15 + 64a6
5a2

6c29d19b10 + 48a5
5b8c8a2

6b9c9c7 + 96a5
5c29b10a2

6b9c7 − 48a5
5a4c9a2

6c210c7 + 128a5
5a4c29c11a2

6c7 −

48a5
5c9c10c8a2

6a1c7 +96a5
5b8a2

6b2c29c7 +96a5
5b8a4c29a6b10c7 +48a5

5b8a2
6c10b10c9c7−24a5

5b8d10c8a2
6c10a4−12a5

5b8d10c28a2
6a1 +

48a5
5b8c9c8d9a2

6a1 + 64a5
5b8a6a1b5c29c7 + 24a5

5b8a2
6c9c8d21a4 − 96a5

5b8d8c29a2
6a1 + 48a5

5b8a2
6b3c29c15 − 64a5

5a3
6c29d19b9 +

12a4
5b8d10a3

6c210a4 + 128a4
5b8a3

6b9c14c29 + 32a4
5b8a3

6c29d18a4 − 30a4
5b8a3

6c10c28b9 − 48a4
5b8a3

6b2c29c15 + 64a4
5b8a3

6c29d19a1 +

48a4
5c9c210a3

6a1c7 + 24a4
5a3

6c9a1c8c10c15 + 24a4
5a3

6a4c9c210c15 − 128a4
5c29a3

6c11a1c7 − 24a4
5a4

6c9c10d21b9 − 64a4
5a3

6a4c29c11c15 +

96a4
5b28a2

6b9b4c29 − 32a2a6
5a6c29c215 + 64a2a7

5c29c15c7 − 12a2a7
5b8d10c28 − 48a2a6

5b8c9a6c10d9 + 64a2a6
5b8a6c29d19 +

24a2a6
5a6c9c10c8c15+48a2a6

5c9c210a6c7−128a2a6
5c29a6c11c7−24a2a5

5b28a6c15c9c8−32a2a5
5b8a2

6c29d18+24a2a5
5b8a2

6c9c10d21−

12a2a5
5b8d10a2

6c210+128a2a5
5b8c29a6b9c7−24a2a5

5a2
6c9c210c15+64a2a5

5a2
6c29c11c15+24a2a4

5b28a2
6c15c9c10+48a2a4

5b28a2
6c11c9c8−

48a2a3
5b28a3

6c11c9c10 − 18a2
5b8a5

6c310b9 − 48a5b38a4
6a1c8b9c9 − 48a5b38a4

6a1c10b10c9 − 48a5b28a5
6c11c9c10a1 + 18a5b28a5

6c310a1 −

48a5b28a5
6c10b29c9 − 48a8

5c9c8d9b5 + 48a7
5b8c8b5c9c7 + 96a7

5b8b4c29c7 + 48a7
5c9a6c10d9b5 − 96a7

5d8c29a6b10 − 18a7
5c28a6c10c7 +

48a7
5a6c6c29c15+48a7

5c9c8d9a6b10+32a7
5c29b10b5c7+96a7

5a6c14c29c7+24a7
5a6c9c8d21b5−64a7

5a6c29d19b5−24a7
5d10c8a6c10b5−

12a7
5d10c28a6b10 + 12a6

5b8d10c28a6a4 − 48a6
5b8c8a6b10c9c7 − 96a2a7

5b8d8c29 + 48a5
5b8c9a2

6c10d9a4 − 48a5
5b8a2

6c11c9c8b5 −

64a5
5b8a2

6c29d19a4 +96a5
5a3

6c29c12c7−12a5
5d10a3

6c210b10 +48a5
5a3

6c13c29c15−9a5
5a3

6c8c210c15 +32a5
5a2

6c29c215a4−32a5
5a3

6c29d18b10 +

6a5
5b8a2

6b9c38 − 24a5
5d10c8a3

6c10b9 − 24a5
5a2

6a4c9c8c10c15 + 48a5
5c9a3

6c10d9b9 + 24a5
5a3

6c9c10d21b10 + 24a5
5a3

6c9c8d21b9 +

64a5
5c29c15a2

6a1c7+192a4
5b28a2

6a1c6c29−48a4
5b8c9a3

6c10d9a1−24a4
5b8a3

6c9c10d21a4−24a4
5b8a3

6c9c8d21a1+48a4
5b8a3

6c11c9c8b10+

48a2
5b28a4

6c11c9c10a4 +48a2
5b28a4

6c8b29c9 +24a2
5b28a4

6c15c9c10a1 +32a2
5b28a4

6b9b2c29−64a2
5b8a4

6c29a1b9c15−64a2
5b8a4

6b10c29c11a1 +

48a2
5b8a5

6c11c9c10b9+96a3
5b28b5a4c29a2

6b9−64a3
5b28a3

6b9b3c29+30a3
5b28a3

6c10c28a1+192a3
5b8c29a3

6b9a1c7−24a3
5b8a3

6b10c9c10c8a1+

128a3
5b8a3

6a1c11c29b5 − 32a3
5b8a4

6c29d18a1 − 48a3
5b38a2

6a1c8b5c9 − 96a3
5b38a2

6a1b4c29 − 160a4
5b8a4c29a2

6b9c7 − 48a4
5b8a3

6c10b9c9c7 −

128a4
5b8c29b10a2

6a1c7 − 64a4
5b8a2

6a1c15c29b5 + 48a4
5b8a2

6a1c10c9c8b5 + 48a4
5b8a3

6c11c9c10b5 +

24a4
5b8d10c8a3

6c10a1− 64a4
5c29a3

6b29c7 +12a4
5d10a4

6c210b9 +32a4
5a4

6c29d18b9− 48a4
5a4

6c29c12c15− 32a4
5a3

6c29a1c215− 6a4
5b28a2

6a1c38−

81



48a3
5b28a3

6c11c9c8a4−128a3
5b28a3

6a1c14c29−24a3
5b28a3

6c15c9c10a4−24a3
5b28a3

6c15c9c8a1−12a3
5b8d10a4

6c210a1−48a3
5b8a3

6a1c210c9b5+

48a3
5b8a4

6c29b1c15−48a3
5b8a4

6c11c9c8b9+42a3
5b8a4

6c210c8b9+64a3
5b8a3

6c29a1b10c15−48a3
5b8a4

6c11c9c10b10+24a3
5b8a4

6c9c10d21a1+

64a3
5a4

6c29a1c11c15 − 24a3
5a4

6c9a1c210c15 − 64a3
5b8a4

6b9c13c29 + 48a2
5b38a3

6a1c10b5c9 + 48a2
5b38a3

6a1c8b10c9 − 42a2
5b28a4

6c210c8a1 +

48a2
5b28a4

6c11c9c8a1 +64a2
5b28a4

6a1c13c29 +12a8
5d10c28b5 +96a8

5d8c29b5−96a8
5c6c29c7−3a7

5a6c38c15−6a5
5a3

6c310c7 +3a4
5a4

6c310c15 +

24a2a6
5b8d10c8a6c10 + 48a2a7

5b8c9c8d9 − 48a2a7
5c9c10c8c7 − 24a2a6

5b8a6c9c8d21 − 64a2a6
5b8c29b10c7)/a5,

B3 = ξ2(v3) = −9a3
5a4

6c410 − 120a2a5
5b8d11c8a6c10 + 64a2a2

5c29b38a2
6b9 + 96a2a5

5b8c9a6c10d10 − 64a2a3
5c29b38a6b10 +

96a2a5
5b8a6c9c8d12−96a2a4

5b8a2
6c9c10d12+96a2a3

5a2
6c29b9c10b8−192a2a4

5b8c29a6b9c8+96a2a5
5a6c29c15c10+192a2a5

5c29a6c11c8+

64a2a4
5a6c29c15b28 + 60a2a4

5b8d11a2
6c210 + 96a2a4

5b8a2
6c29d13 − 192a2a4

5a2
6c29c11c10 − 96a2a6

5b8c9c8d10 − 64a2a3
5a2

6c29c11b28 −

96a2a5
5b8a6c29d21 + 72a2a4

5a2
6c9c310 + 96a2a5

5b8c29b10c8 − 144a2a5
5c9c210a6c8 − 64a2a5

5c29c7b28 − 96a2a5
5b8b5c29c10 −

144a4
5b8a2

6b3c29c10 +64a2
5b38a2

6a1b5c29− 144a6
5b8b4c29c8− 72a6

5b8c28b5c9 +96a7
5c9c8d10b5 +120a6

5d11c8a6c10b5 +96a6
5b25c29c10−

96a6
5a6c9c8d12b5−60a7

5d11c28b5+64a4
6c29b9a1b38+144a7

5c6c29c8−96a7
5d9c29b5+36a6

5c38a6c10−48a6
5c29b10b5c8+96a6

5a6c29d21b5−

96a6
5c9a6c10d10b5−96a6

5c9c8d10a6b10−144a6
5a6c6c29c10−144a6

5a6c14c29c8+60a6
5d11c28a6b10+96a6

5d9c29a6b10+64a6
5b8c29c7b5+

144a5
5b8a6b3c29c8−96a5

5a2
6c29d21b10−96a5

5b8d9c29a6a4+144a5
5a2

6c14c29c10+36a4
5a3

6c310c8−72a5
5a4c9c28a6c10−60a5

5d11c28a2
6b9+

144a5
5a2

6c13c29c8 + 48a5
5c29b210a6c8 + 144a5

5b8a6c10b5c9c8 − 60a5
5d11a2

6c210b5 + 96a5
5b8c9c8d10a6a4 + 96a5

5c29c15a6a4c8 −

120a5
5d11c8a2

6c10b10 − 144a5
5a6b10c29b5c10 + 96a5

5a2
6c9c10d12b5 + 96a5

5c9a2
6c10d10b10 − 54a5

5c28a2
6c210 − 64a5

5b25c29b28 −

64a5
5b8c15a6c29b5 + 96a5

5c29a6b9b5c8 − 96a5
5a2

6c29d13b5 − 60a5
5b8d11c28a6a4 + 120a4

5d11c8a3
6c10b9 − 96a4

5a2
6c29c15a4c10 −

96a4
5c9a3

6c10d10b9 + 96a5
5c9c8d10a2

6b9 + 96a5
5a2

6c9c8d12b10 + 48a5
5b8a4b5c29c8 − 72a3

5a3
6a4c9c310 + 72a5

5b8c28a6b10c9 −

144a4
5a3

6c29c12c8 − 96a4
5b8a2

6c9c8d12a4 + 60a4
5d11a3

6c210b10 + 96a4
5a3

6c29d21b9 + 144a5
5b8a6b4c29c10 + 96a4

5a3
6c29d13b10 −

96a4
5b8a6a1b5c29c8 + 48a4

5b210c29a2
6c10 − 144a4

5a3
6c13c29c10 − 96a5

5d9c29a2
6b9 − 64a5

5b8c29c7a6b10 − 96a4
5b8c9c8d10a2

6a1 +

96a4
5b8a2

6c29d21a4 + 120a4
5b8d11c8a2

6c10a4 + 144a4
5a4c9a2

6c210c8 + 72a4
5c9c10c28a2

6a1 − 96a4
5a3

6c9c10d12b10 − 96a4
5c29c15a2

6a1c8 −

96a3
5a4

6c29d13b9 − 144a4
5c29b10a2

6b9c8 + 144a3
5a4

6c29c12c10 − 60a3
5d11a4

6c210b9 − 96a4
5a3

6c9c8d12b9 − 192a4
5a4c29c11a2

6c8 +

96a4
5a2

6c29b9c10b5 − 64a5b28a4
6b29c29 + 48a3

5b8a2
6a4c29b10c10 − 72a4

5b8c28a2
6b9c9 − 72a4

5b8a2
6c210c9b5 + 64a4

5b8c11a2
6c29b5 −

144a4
5b8a2

6b2c29c8 + 72a2
5a4

6c9a1c310 + 96a3
5b8a3

6c9c10d12a4 + 96a3
5b8c9a3

6c10d10a1 + 60a4
5b8d11c28a2

6a1 + 96a3
5b8a3

6c9c8d12a1 −

64a3
5b28b210c29a2

6 − 144a4
5b8a2

6c10b10c9c8 + 96a3
5c29a3

6b29c8 + 64a4
5b8c15a2

6c29b10 + 64a4
5b8c29c7a2

6b9 + 48a4
5b8b5c29a4a6c10 −

144a4
5b8a4c29a6b10c8 +96a4

5b8d9c29a2
6a1−96a4

5b8c9a2
6c10d10a4−128a3

5b28b5a2
6c29b9 +144a3

5b8a3
6c10b9c9c8 +128a4

5b28b5a6b10c29 +

64a4
5b28c29c7a6a4−120a3

5b8d11c8a3
6c10a1+240a3

5b8a4c29a2
6b9c8−96a2

5b8a3
6c29a1b10c10+96a2

5b8a4
6c29d13a1+60a2

5b8d11a4
6c210a1−

72a2
5b8a4

6c210c9b9 + 128a2
5b28a3

6b9c29b10 + 64a2
5b28a3

6c29c15a1 + 64a2a4
5b38b5c29 + 64a2

5b28a3
6c29c11a4 + 64a2

5b38a2
6a4c29b10 +

60a2a6
5b8d11c28−64a3

5b28a2
6c29c15a4−64a3

5b28c29c7a2
6a1+96a2a6

5b8d9c29−60a3
5b8d11a3

6c210a4+144a3
5b8a3

6b2c29c10+72a2a6
5c9c10c28−

64a3
5b8c15a3

6c29b9 − 96a2a6
5c29c15c8 − 96a3

5b8a3
6c29d13a4 − 96a3

5b8a3
6c29d21a1 +

144a3
5b8a3

6c29b1c8 − 64a3
5b8c11a3

6c29b10 + 72a3
5b8a3

6c210c9b10 + 192a3
5c29a3

6c11a1c8 − 144a3
5c9c210a3

6a1c8 + 96a3
5a4

6c9c10d12b9 +

192a53b8c29b10a62a1c8 − 48a53a63c29b9c10b10 + 96a53a63c29a1c15c10 + 192a53a63a4c29c11c10 − 64a53b5c29a4a6b38 −

144a52b8a64c29b1c10 − 144a52b8a63a4c29b9c10 + 64a52b8c11a64c29b9 − 192a52a64c29a1c11c10 − 96a52b8a64c9c10d12a1 −

288a52b8c29a63b9a1c8 − 64a5b38a63a4c29b9 − 64a5b28a64c29c11a1− 64a5b38a63c29b10a1 + 192a5a64c29a1b9c10b8 − 9a57c48.

No caso em que AiBj 6= 0 para algum i, j = 1, 2, 3, (1) e (2) são equações de planos.
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Para termos duas soluções linearmente independentes, estes dois planos devem ser par-

alelos. Caso contrário eles se interceptariam em uma só reta e isso daria apenas uma

solução.

Sabemos que A3 = 4a5c9 6= 0 para 43
1, logo podemos dividir em dois casos:

(i) Se B1 = B2 = B3 = 0 a equação (2) gera o espaço todo. Portanto, basta tomar duas

soluções linearmente independentes do plano (1).

(ii) Se existir um λ ∈ IR tal que A1 − λB1 = 0, A2 − λB2 = 0 e A3 − λB3 = 0 então os

planos são paralelos. Portanto, existem duas soluções linearmente independentes.

Mas genericamente, ou seja, quando Bi 6= 0 para algum i = 1, 2, 3, e Aj − λBj 6= 0

para algum j = 1, 2, 3, vale o fato que imagem de θ é transversal ao estrato-43
1. Então

pelo Teorema 1.25, a variedade 43
1 em M , que é igual a θ−1(43

1) é uma variedade suave de

codimensão dois, o que significa que é uma curva (ver Figura 3.1).

3.4.4 Demostração da Proposição 3.12

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 51 na origem, e tome, sem perda de gen-

eralidade P (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)) tal que j4f = a1x
2 + a2y

2 + a4xy + a5xz + a6yz +

b1x
3 + b2x

2y + b3xy2 + b4y
3 + b5y

2z + b6yz2 + b8z
2x + b9zx

2 + b10xyz + c1x
4 + c2x

3y +

c3x
2y2 + c4xy3 + c5y

4 + c6y
3z + c7y

2z2 + c8yz3 + c10z
3x + c11z

2x2 + c12zx
3 + c13x

2yz +

c14xy2z + c15xyz2. O espaço tangente à G-órbita de f em V4 é dado pelos vetores ui,

i = 1, · · · , 10 (ver Lema 3.6). Um transversal à órbita pode ser sempre dado por T =

IR{y2, x3, x2y, xy2, y3, y2z, x2z, xyz, x4, x3y, x2y2, xy3, y4, y3z, y2z2, yz3, z4, xz3, x2z2, x3z, x2

yz, xy2z, xyz2}, e um elemento de T é f̄ = j4f + ā2y
2 + b̄1x

3 + b̄2x
2y + b̄3xy2 + b̄4y

3 +

b̄5y
2z + b̄9x

2z + b̄10xyz + c̄1x
4 + c̄2x

3y + c̄3x
2y2 + c̄4xy3 + c̄5y

4 + c̄6y
3z + c̄7y

2z2 + c̄8yz3 +

c̄9z
4 + c̄10xz3 + c̄11x

2z2 + c̄12x
3z + c̄13x

2yz + c̄14xy2z + c̄15xyz2 onde ā2, b̄i, c̄i ∈ IR.

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente,

(α, β, 1, 0). Ou seja P (x, y, z) = (x, y, f̄(x+αz, y +βz, z)). Neste transversal, temos uma

singularidade 51 se

coef(z2) = a5α + a6β + a1α
2 + (a2 + ā2)β

2 + a4αβ = 0,

coef(z3) = b8α + b6β + O1(2) = 0, e
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coef(z4) = c̄9 + c10α + c8β + O2(2)

onde O1(2) e O2(2) são os termos de ordem maior ou igual a dois em α, β, ā2, b̄i, c̄i e

são nulos se α = β = 0. Como a5 6= 0, da primeira equação pelo Teorema da Função

Impĺıcita temos que α é uma função de β onde o primeiro jato é α = −a6

a5
β. Substituindo

α na segunda equação temos que genericamente o coeficiente de β é não nulo e portanto

a solução próxima do zero é β = 0. Logo α = 0. A terceira condição nos dá então c̄9 = 0,

que é a condição para termos singularidade 51 no transversal.

Queremos saber quando a imagem de θ é transversal ao estrato-51 em V4, isto é,

quando dpθ(IR
3) + Tf51 = V4, e assim saberemos quando θ−1(51) é variedade em IR3 de

codimensão igual a um.

O espaço tangente ao estrato 51 em V4 é o núcleo de uma forma diferenciável ξ. Como

ξ tem que anular o tangente ao estrato 51 no transversal e os geradores do tangente de

G.f, então ξ = (c8b8−b6c10)da3 +(a6c10−a5c8)db7 +(b6a5−b8a6)dc9, onde b6a5−b8a6 6= 0,

pois a singularidade é do tipo 51 (ver Proposição 3.4).

Os geradores do espaço tangente à imagem de θ em V4 (ver Proposição 2.5) são v1, v2,

v3, que podem ser facilmente calculados.

A imagem de θ não é transversal ao estrato 51 se, e somente se, IR{v1, v2, v3} + kernel

ξ  V4, o que significa que v1, v2, v3 pertencem ao kernel ξ. Isto é se, e somente se,

ξ(v1) = 0 ⇔ c8b
2
8 − c10a5c8 − b6c10b8 + a6c

2
10 + (b6a5 − b8a6)d12 = 0,

ξ(v2) = 0 ⇔ c8b8b6 − a5c
2
8 − b2

6c10 + a6c10c8 + (b6a5 − b8a6)d10 = 0,

ξ(v3) = 0 ⇔ (b6a5 − b8a6)d11 = 0.

Como temos uma singularidade 51 então ξ(v3) = 4(b6a5 − b8a6)d11 6= 0, e portanto a

imagem de θ é sempre transversal ao estrato 51. Consequentemente, pelo Teorema 1.25,

θ−1(51) é uma superf́ıcie suave de codimensão 1 em M , isto é, de dimensão dois (ver

Figura 3.1).

3.4.5 Demostração da Proposição 3.13

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 52 na origem, e tome, sem perda de gener-

alidade P (x, y, z) = (x, y, f(x, y, z)) tal que j4f = a1x
2+a2y

2+a4xy+a5xz+a6yz+b1x
3+

b2x
2y+b3xy2+b4y

3+b5y
2z+b6yz2+b8z

2x+b9zx
2+b10xyz+c1x

4+c2x
3y+c3x

2y2+c4xy3+
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c5y
4 + c6y

3z + c7y
2z2 + c8yz3 + c10z

3x+ c11z
2x2 + c12zx

3 + c13x
2yz + c14xy2z + c15xyz2 com

a5 6= 0. O espaço tangente à G-órbita de f em V4 é dado pelos vetores ui, i = 1, · · · , 10

(ver Lema 3.6). Quando a6b8(a
3
5b5 − a2a

2
5b8 − a2

5a6b10 + a4a5a6b8 − a1a
2
6b8 + a5a

2
6b9) 6= 0

(mesma condição do transversal para 42
1), um transversal à órbita pode ser dado por T =

IR{y2, x3, x2y, xy2, y3, y2z, x2z, xyz, z3, x4, x3y, x2y2, xy3, y4, y3z, y2z2, yz3, xz3, x2z2, x3z, x2

yz, xy2z, xyz2} então um elemento deste transversal é dado por f̄ = j4f + ā2y
2 + b̄1x

3 +

b̄2x
2y + b̄3xy2 + b̄4y

3 + b̄5y
2z + b̄7z

3 + b̄9x
2z + b̄10xyz + c̄1x

4 + c̄2x
3y + c̄3x

2y2 + c̄4xy3 +

c̄5y
4 + c̄6y

3z + c̄7y
2z2 + c̄8yz3 + c̄10xz3 + c̄11x

2z2 + c̄12x
3z + c̄13x

2yz + c̄14xy2z + c̄15xyz2

onde ā2, b̄i, c̄i ∈ IR.

Consideremos no transversal a projeção na direção singular sobre o espaço tangente,

(α, β, 1, 0). Ou seja P (x, y, z) = (x, y, f̄(x+αz, y +βz, z)). Neste transversal, temos uma

singularidade 52 se

coef(z2) = a5α + a6β + a1α
2 + (a2 + ā2)β

2 + a4αβ = 0,

coef(yz2).coef(xz)− coef(xz2).coef(yz) = (2b6a1 + b10a5 − b8a4 − 2b9a6)α+

(b6a4 + 2b5a5 − 2b8a2 − b10a6)β + O1(2) = 0,

coef(z3) = b̄7 + b8α + b6β + O2(2) = 0, e

coef(z4) = c̄9 + c10α + c8β + O3(2)

onde Oi(2), i = 1, 2, 3 são os termos de ordem maior ou igual a dois em α, β, ā2, b̄i, c̄i e

são nulos se α = β = 0.

Analogamente ao caso 42
1 temos que genericamente as soluções são α = 0 e β = 0.

Substituindo estes valores nas terceira e quarta equações temos que a terceira equação é

dada por b̄7 = 0 e a quarta condição é c̄9 = 0.

Queremos saber quando a imagem de θ é transversal ao estrato-52 em V4, isto é,

quando dpθ(IR
3) + Tf5

3
2 = V4, e assim saberemos quando θ−1(52) é variedade em IR3 de

codimensão igual a dois.

O espaço tangente do estrato-52 em V4 é a interseção dos núcleos de duas formas difer-

enciáveis ξ1 e ξ2. Como ξ1 e ξ2 têm que anular o tangente ao estrato-52 no transversal e

os geradores do espaço tangente de G.f, então

ξ1 = b8da2 − a5da3 e

ξ2 = (−b8a
2
5c10a6+b8a

3
5c8)db6+(b6a

2
5c10a6−b6a

3
5c8)db8+(−2b8b5a

3
5+2b8a6b10a

2
5−2b2

8a6a4a5+

2b2
8a2a

2
5 − 2b8a5a

2
6b9 + 2b2

8a
2
6a1)dc9 + (a4a5b

2
8c8 + 2b8c10b5a

2
5 − 2b2

8a6a1c8 + a4b
2
8a6c10 −
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b8c10a6b10a5−b8b10a
2
5c8+2b8a6b9c8a5−2c10b

2
8a2a5)da3+(b2

8a5c10a6−b2
8a

2
5c8)da6+(b8b6a52c8−

b8b6a5c10a6)da5.

Note que a condição para T ser transversal, implica que ξ2 não é uma 1-forma nula,

pois o coeficiente de dc9 é diferente de zero.

Os geradores do espaço tangente à imagem de θ em V4 são v1, v2, v3 que podem ser

facilmente calculados (ver Proposição 2.5 ).

A imagem de θ não é transversal ao estrato-52 se, e somente se, IR{v1, v2, v3} + kernel

ξ1∩ kernel ξ2  V4. Como kernel ξ1∩kernel ξ2 tem codimensão dois, esta não transver-

salidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, λjv1 + µjv2 + βjv3

(j = 1, 2), tal que

ξ1(λjv1 + µjv2 + βjv3) = 0

ξ2(λjv1 + µjv2 + βjv3) = 0

para j = 1, 2. Isto é, fazendo x = λj, y = µj, z = βj, teremos que ter duas soluções

linearmente independentes para o sistema:

A1x + A2y + A3z = 0 (1)

B1x + B2y + B3z = 0, (2)

onde A1 = ξ1(v1) = b2
8 − a5c10, A2 = ξ1(v2) = b8b6 − a5c8, A3 = ξ1(v3) = 0,

B1 = ξ2(v1) = b8a3
5c8c15 + 2b8a2

6a5c10c11 − 2b8a6a2
5c8c11 − b8a2

5c10a6c15 − 2d12b8b5a3
5 + 2d12b28a2a2

5 + 2d12b28a2
6a1 +

a4a5b38c8 + 2b28c10b5a2
5− 2b38a6a1c8 + a4b38a6c10− 2b28b10a2

5c8− 2c10b38a2a5− 2b9b28a2
6c10 + 2d12b8a6b10a2

5− 2d12b28a6a4a5−

2d12b8a5a2
6b9 + 4b28a6b9c8a5,

B2 = ξ2(v2) = b8(2c8b8a5a2
6b9 − 2b5b8a3

5c8 − 2c8b28a2
6a1 + a4b28a2

6c10 + 4b5b8a2
5c10a6 − 2b10b8a2

6a5c10 − 2a6c10b28a2a5 +

c8b28a6a4a5 − 2a3
5c10a6c7 + a2

6a2
5c10c15 − a6a3

5c8c15 + 2d10a3
5a6b10 + 2d10a3

5b8a2 − 2d10a2
5a2

6b9 + 2a4
5c8c7 − 2d10a4

5b5 −

2d10a2
5b8a6a4 + 2d10a5b8a2

6a1)/a5,

B3 = ξ2(v3) = b8(−6a2
5c10a6c8+3a3

5c28+3a2
6a5c210−10d11b5a3

5+10d11a6b10a2
5−10d11b8a6a4a5+10d11b8a2a2

5−10d11a5a2
6b9+

10d11b8a62a1).

No caso em que AiBj 6= 0 para algum i, j = 1, 2, 3, (1) e (2) são equações de planos.

Para termos duas soluções linearmente independentes, estes dois planos devem ser par-

alelos. Caso contrário eles se interceptariam em uma só reta e isso daria apenas uma

solução.

Note que A1 = b2
8 − a5c10 = 0 e A2 = b6b8 − c8a5 = 0 não pode ocorrer já que para

52 temos que ter b8a6 − b6a5 = 0 e c8a5 − c10a6 6= 0 (ver Proposição 3.4). Como A3 = 0

podemos dividir em dois casos:
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(i) Se B1 = B2 = B3 = 0 a equação (2) gera o espaço todo. Portanto, basta tomar duas

soluções linearmente independentes do plano (1).

(ii) Se existir um λ ∈ IR tal que A1 − λB1 = 0, A2 − λB2 = 0 e λB3 = 0 então os planos

são paralelos. Portanto, existem duas soluções linearmente independentes.

Mas genericamente, ou seja, quando Bi 6= 0 para algum i = 1, 2, 3, Aj − λBj 6= 0 para

algum j = 1, 2, 3, vale o fato que imagem de θ é transversal ao estrato-52. Então pelo

Teorema 1.25, θ−1(52) é uma variedade suave de codimensão dois em M , o que significa

que é uma curva (ver Figura 3.1).
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Caṕıtulo 4

Dualidade

Neste caṕıtulo relacionamos a famı́lia de funções altura H, estudada no segundo caṕıtulo,

com a famı́lia de projeções ortogonais P estudada no terceiro caṕıtulo. Cada uma destas

famı́lias fornece uma estratificação do espaço de parâmetros S3. Mostramos que existem

relações entre certos estratos de uma famı́lia com certos estratos da outra. Isto estenderá

resultados já obtidos por Bruce e Fuster em [10] onde eles consideram estas mesmas

famı́lias mas para superf́ıcies em IR3. Estudamos também o comportamento das projeções

de M em torno de um ponto umb́ılico plano parcial (isto é, um ponto onde M tem contato

do tipo D4 com o hiperplano tangente).

Existe uma relação de dualidade entre certas partes do conjunto bifurcação da função

altura H e do conjunto bifurcação da aplicação projeção P em alguns casos de subvarie-

dade em IRn. Para curvas e para superf́ıcies em IR3, esta dualidade é dada por Bruce e

Fuster [10]. A dualidade é usada para entender a geometria da subvariedade em questão.

Por exemplo, é mostrado que no caso de superf́ıcie em IR3, o dual de um ponto A3 (ponto

de cúspide) do Bif(H) é uma gaivota (ponto de inflexão) do Bif(P ). Uma generalização

destes resultados é encontrado em Bruce [5]. Mas só em Bruce, Giblin e Tari [14] os

resultados de dualidade cobrem toda a lista de Rieger [45]. Também neste artigo, são

feitos as correspondências entre as transições em famı́lias a 1-parâmetro dos conjuntos

bifurcações das funções altura e das projeções ortogonais.

Em [34], Mochida estendeu resultados de dualidade obtidos por Bruce e Fuster para

hipersuperf́ıcies e subvariedades mergulhadas de codimensão 2 em IRn. Em [16], Bruce

e Nogueira mostraram a dualidade dos conjuntos bifurcações de H e P para curvas e

superf́ıcies (resultados locais e multilocais) em IR4. Além disso, é mostrado que existe

dualidade entre o conjunto bifurcação da famı́lia de projeções de superf́ıcies em planos
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com os conjuntos de bifurcações das famı́lias H e P .

Também encontramos resultados de dualidade em [20].

4.1 O resultado de dualidade entre H e P

Nesta seção apresentamos resultados locais e multilocais de dualidade para hipersu-

perf́ıcies em IR4. Antes de entrarmos em detalhes sobre os resultados obtidos, vamos

definir a dualidade em S3, de uma maneira análoga à [10] e [16].

Sejam S uma variedade de dimensão dois mergulhada no espaço projetivo 3-

dimensional IP3 e p ∈ S um ponto regular. Então o espaço tangente a S em p pode

ser pensado como um hiperplano pela origem em IR4, digamos,
∑3

0 aixi = 0. A este plano

corresponde um ponto (a0 : a1 : a2 : a3) no espaço projetivo dual IP3∗. O conjunto for-

mado por tais pontos quando p varia sobre o conjunto dos pontos regulares de S é o dual

de S, que denotaremos por S∗ (algumas vezes tomamos o fecho). Note que IP3 pode ser

pensado como o conjunto de retas pela origem 0 ∈ IR4 enquanto que IP3∗ pode ser visto

como o conjuto de hiperplanos pela origem 0 ∈ IR4.

A seguir daremos uma outra maneira de definir o dual a qual faremos uso aqui.

Considere a esfera S3 em IR4. Dados uma superf́ıcie regular S ⊂ S3 e um ponto p ∈ S,

existe uma única esfera S2 equatorial em S3 tangente a S em p, ou seja S2 é a única esfera

obtida pela interseção de S3 com o hiperplano gerado pelo vetor posição p e pelo espaço

tangente a S em p. Logo, temos um par de polos p∗ (ver Figura 4.1). Quando fazemos p

variar sobre S estes polos traçam em S3 uma outra superf́ıcie, que é a superfı́cie dual

de S, que denotamos por
∨
S. Em S3 temos duas cópias do dual de S, mas se considerarmos

S em IP3, temos apenas uma superf́ıcie dual.

Pelo Teorema de Transversalidade de Thom para a maioria dos pontos u ∈ S3, as

funções Hu e Pu são estáveis. Portanto, as únicas singularidades locais para Hu são os

pontos cŕıticos de Morse com valores cŕıticos distintos, e para Pu são as singularidades

II, 3A0 e 41
1. Para as Hu e Pu não estáveis podemos definir os conjuntos a seguir.

Definição 4.1 O conjunto bifurcaç~ao da função altura é dado por

Bif(H) = {u ∈ S3 : Hu não é estável},

e o da projeção ortogonal é

Bif(P ) = {u ∈ S3 : Pu não é estável}.
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p*

p

p*

Figura 4.1: Dualidade

Segundo a definição acima, o conjunto bifurcação da famı́lia H consiste das direções

u ∈ S3 para as quais a função Hu tem singularidade local do tipo A2 ou pior (ou seja, A3 ou

A4), ou então uma bitangência, isto é, uma singularidade multilocal do tipo 2A1 (ou pior).

Ou seja, o conjunto bifurcação de H é formado principalmente por dois estratos onde um

é formado pelas direções normais nos pontos parabólicos e o outro pelas direções normais

a hiperplanos bitangentes. A parte regular de Bif(H) que corresponde às singularidades

locais será denotada por Bif(H, A2). Já a parte regular que corresponde às singularidades

multilocais será denotada por Bif(H, 2A1).

O conjunto bifurcação da famı́lia P consiste das direções u ∈ S3 para as quais a

projeção Pu tem uma singularidade local do tipo 3A1 ou pior (ou seja, 3A2 , 3A3 , 4
2
2 ou 43

2),

ou do tipo 42
1 ou pior (ou seja, 43

1, 4
4
1), ou tem uma singularidade multilocal do tipo 2II

(ou pior). Respectivamente, as partes regulares de Bif(P ) que correspondem a estes

estratos serão denotadas por Bif(P, 3A1), Bif(P, 42
1) e Bif(P, 2II). O segundo destes

subconjuntos não é correspondente aos pontos parabólicos e portanto não é detectado

pela dualidade.

Provaremos agora o teorema de dualidade. Observamos aqui que a relação entre os

estratos locais é também provada em [34] usando um método diferente do nosso.

Teorema 4.2 (Teorema de dualidade) Seja M uma hipersuperf́ıcie genérica em IR4.

Então
∨

Bif(H,A2)= Bif(P, 3A1) e
∨

Bif(H, 2A1)= Bif(P, 2II). Similarmente
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Bif(H, A2) =
∨

Bif(P, 3A1) e Bif(H, 2A1) =
∨

Bif(P, 2II).

Prova: Seja p ∈ M . Se o contato de M com hiperplanos for mais degenerado que a

singularidade A1, então p é ponto parabólico. Sem perda de generalidade, podemos supor

p = (0, 0, 0, 0) e fixarmos coordenadas locais (x, y, z, w) em p tal que o eixo-w seja normal a

M em p, e o espaço-(x, y, z) seja o espaço tangente em p. Podemos desta forma, escrever

M na forma de Monge (x, y, z, f(x, y, z)) tal que f = fx = fy = fz = 0 em (0, 0, 0).

Além disso, por uma rotação dos eixos podemos supor j2f = a1x
2 + a2y

2 + a3z
2, ou seja,

fxy = fxz = fyz = 0 em (0, 0, 0). Logo, o hiperplano degenerado em p é dado por w = 0 e

a direção normal unitária é (0, 0, 0, 1). O 2-jato de f é a1x
2 + a2y

2 + a3z
2, com a1a2 6= 0

e a3 = 0 (pois, se a3 6= 0 o contato de M com o hiperplano w = 0 seria do tipo A1, e se

a1 = 0 ou a2 = 0, o contato de M com w = 0 seria do tipo D4 e isto não nos interessa

por enquanto).

Queremos saber agora, qual é a direção dual de (0, 0, 0, 1). O que precisamos, então, é

identificar os hiperplanos próximos do hiperplano w = 0 que têm contato degenerado com

M em pontos próximos de p. No ponto (x, y, z, f(x, y, z)) próximo de p, suponha que os

hiperplanos degenerados próximos a w = 0 sejam dados por Rx + Sy + Tz + f(x, y, z) =

const, com R, S, T funções de (x, y, z). A condição para este hiperplano ser tangente à

hipersuperf́ıcie no ponto dado é

R + fx = 0

S + fy = 0

T + fz = 0.

A condição para que este contato seja degenerado é dada pelo determinante da Hessiana

de H igual a zero, onde H = 〈(x, y, z, f(x, y, z)), (R, S, T, 1)〉 = Rx+Sy +Tz + f(x, y, z),

ou seja, é dado por

fxxfyyfzz − fxxf
2
yz − fyyf

2
xz − fzzf

2
xy + 2fxyfxzfyz = 0,

cujo primeiro jato é 8a1a2b8x + 8a1a2b6y + 24a1a2b7z. Como b7 6= 0 pois a singularidade é

do tipo A2 (ver Proposição 2.3), então z é função de (x, y). Logo, R,S, T são funções de

x, y da forma:

R = −2a1x + O1(2)

S = −2a2y + O2(2)

T = O3(2).
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Assim, o estrato A2 é uma superf́ıcie regular, já que a1 6= 0 e a2 6= 0 pois o con-

tato com o hiperplano w = 0 é do tipo A2. Sendo assim, o hiperplano tangente a este

estrato é dado por T = 0, e então, a direção dual de (0, 0, 0, 1) é (0, 0, 1, 0). Consi-

deremos agora, a projeção nesta direção dual. Como (0, 0, 1, 0) pertence ao hiperplano

tangente então obteremos uma projeção singular. A projeção, nesta direção, é da forma

(X,Y, f(X, Y, Z)). Como b7 6= 0, podemos fazer as seguintes mudanças:

Z = z− coef(XZ2)
3b7

X, para eliminar XZ2 na 3-a coordenada, onde coef(XZ2) é o coeficiente

de XZ2;

z = Z − coef(Y z2)
3b7

Y , para eliminar Y z2 na 3-a coordenada, onde coef(Y z2) é o coeficiente

de Y z2.

Logo, temos que a projeção é equivalente a (X, Y, (AX2+BXY +CY 2)Z+b7Z
3). Esta

por sua vez, é equivalente a (X, Y, (±X2 ± Y 2)Z + Z3), se e somente se, B2 − 4AC 6= 0,

ou seja, 3b2
10b7 − 4b10b6b8 + 4b2

6b9 − 12b5b7b9 + 4b5b
2
8 6= 0. Isto é, genericamente a projeção

possui singularidade do tipo 3A1 .

Considere agora o conjunto Bif(P, 2II) (caso multilocal). Seja u(x, y) a parametriza-

ção deste estrato de dimensão dois. Sejam p1 = α(x, y) e p2 = β(x, y) os pontos do tipo A1

no mesmo ńıvel. Em outras palavras, projetando M na direção u(x, y) ∈ Tp1M = Tp2M , p1

e p2 são pontos cujas imagens são superf́ıcies tangentes. Como α(x, y)−β(x, y) é múltiplo

de u(x, y) então < α(x, y) − β(x, y), N(α(x, y)) >= 0, onde N(α(x, y)) é o vetor normal

à hipersuperf́ıcie no ponto α(x, y). Já sabemos também que N(α(x, y)) = ±N(β(x, y)).

O espaço tangente ao estrato Bif(P, 2II) é gerado por α−β, αx−βx e αy−βy. Ou seja,

α−β, αx−βx e αy−βy geram o mesmo espaço que u(x, y), ux(x, y) e uy(x, y), basta notar

que α(x, y)− β(x, y) = λ(x, y)u(x, y) e que λ(x, y) 6= 0. Como αx, βx, αy e βy pertencem

a Tpi
M , i = 1, 2, então:

< α(x, y)− β(x, y), N(α(x, y)) > = 0

< αx(x, y)− βx(x, y), N(α(x, y)) > = 0

< αy(x, y)− βy(x, y), N(α(x, y)) > = 0.

Logo o vetor normal N(α(x, y)) é o vetor dual de u(x, y), e portanto mostramos que
∨

Bif(P, 2II)= Bif(H, 2A1).

As outras duas igualdades do teorema segue do que foi provado acima e do fato que

para qualquer superf́ıcie regular S vale que (
∨
S)∨ = S.
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4.1.1 Conseqüências

Daremos agora as consequências do Teorema 4.2. Para isto precisamos da seguinte

definição (ver também [44]). Um ponto de uma superf́ıcie M em S3 é parabólico (re-

spectivamente, cúspide de Gauss) se M e a esfera tangente máxima neste ponto têm

contato A2 (respectivamente, A3).

Proposição 4.3 Seja u a direção normal em um ponto parabólico sobre M e u∗ a corres-

pondente direção dual que determina uma projeção de M → IR3. Então genericamente,

a função altura correspondente a u tem uma singularidade Ak, k ≥ 3, se, e somente se, a

direção dual u∗ determina uma projeção sobre M do tipo 42
2 ou 43

2.

Prova: Seja p ∈ M . Sem perda de generalidade podemos supor p = (0, 0, 0, 0). Já

vimos que sempre podemos escrever M localmente como o gráfico de uma função f(x, y, z)

onde j2f(x, y, z) = a1x
2 + a2y

2 + a3z
2. Desta forma, pela prova do Teorema 4.2, temos

que a direção normal à M em p é (0, 0, 0, 1) e que a direção dual é (0, 0, 1, 0).

Para a função altura na direção (0, 0, 0, 1) ter uma singularidade do tipo Ak, k ≥ 3,

devemos ter os novos coeficientes de z2 e de z3 iguais a zero. Neste caso, o 3-jato da

projeção dual, isto é da projeção na direção (0, 0, 1, 0), é equivalente a

(x, y, b9x
2z + b8xz2 + b10xyz + b5y

2z + b6yz2).

Em Ak≥3 como o coeficiente de z3 é nulo temos que ter b6 6= 0 ou b8 6= 0, senão o conjunto

parabólico seria singular (ver Proposição 2.10). Sem perda de generalidade podemos supor

que b8 6= 0, e então o 3-jato da projeção é equivalente a

(x, y, b8xz2 + (Ax2 + Bxy + Cy2)z)

onde, A = b9, B = (b8b10 − 2b9b6)/b8 e C = (b5b
2
8 − b10b6b8 + b9b

2
6)/b

2
8.

Se B2 − 4AC 6= 0 genericamente a projeção terá uma singularidade do tipo 42
2. Ob-

servemos que as condições para Hu ter singularidade Ak≥3 não anulam B2 − 4AC. Se

B2 − 4AC = 0 então a singularidade é genericamente do tipo 43
2.

Analogamente se a projeção na direção (0, 0, 1, 0), (x, y, f(x, y, z)), tem singularidade

do tipo 42
2 (ou 43

2) então temos que j3f = a1x
2 + a2y

2 + b1x
3 + b2x

2y + b3xy2 + b4y
3 +

b5y
2z + b6yz2 + b8xz2 + b9x

2z + b10xyz. Logo, temos f ' x2 + y2 + λz4, onde λ é uma

expressão em termos dos coeficientes de f . Ou seja, a função altura na direção (0, 0, 0, 1)

(que é a direção dual de (0, 0, 1, 0)) tem uma singularidade Ak≥3.
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Com o Teorema 4.2 temos que Bif(H, A2) e Bif(P, 3A1) são superf́ıcies correspon-

dentes, ou seja, são duais. Pela Proposição 4.3 temos que, genericamente, a curva A3

da primeira superf́ıcie que é cúspide de Gauss corresponde, por dualidade, à curva 42
2 da

segunda superf́ıcie. Pelos resultados de dualidade de Bruce [9], segue-se que a curva 42
2 é

o conjunto dos pontos parabólicos de Bif(P, 3A1), ver Figura 4.2.

4
2

2

3       A

Bif (H, A   )2
)Bif(P, 3 A1

Figura 4.2: Conjuntos de Bifurcações

Corolário 4.4 Hu∗ tem singularidade A3 se, e somente se, u é ponto parabólico de

Bif(P, 3A1), Hu∗ tem singularidade A4 se, e somente se, u é cúspide de Gauss de

Bif(P, 3A1).

Prova: Suponha que u é um ponto parabólico de Bif(P, 3A1) =
∨

Bif(H, A2) (Teorema

de Dualidade 4.2) então por propriedade de dualidade u∗ ∈ Bif(H,A2) é um ponto de

cúspide, isto é, Hu∗ tem singularidade A3. Suponha que u é cúspide Edge de Gauss de

Bif(P, 3A1) =
∨

Bif(H,A2) então por propriedade de dualidade u∗ ∈ Bif(H, A2) é um

rabo de andorinha, isto é, Hu∗ tem singularidade A4. A rećıproca destas implicações são

provadas analogamente.

O caso geral é uma consequência direta do Teorema 2.1 em [13] se tivermos a definição

de curva ridge em S3. Então temos uma conjectura.

Conjectura 4.5 Suponha que a curva parabólica de Bif(P, 3A1) é regular. Então H

sobre Bif(P, 3A1) tem singularidade Ak, k ≥ 3 se, e somente se, as curvas parabólica e

ridge de Bif(P, 3A1), têm contato k − 2 em u.
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Proposição 4.6 Considere o conjunto Bif(H, A2) e um ponto u pertencente a este es-

trato. Então a projeção ao longo de u∗ tem uma singularidade 3Ak
, k ≥ 1 se, e somente

se, a função altura correspondente a u tem singularidade A2. Além disso, Pu∗ tem sin-

gularidade 3A1 se, e somente se, u não é um ponto parabólico de Bif(H, A2), Pu∗ tem

singularidade 3A2 se, e somente se, u é um ponto parabólico de Bif(H, A2), Pu∗ tem

singularidade 3A3 se, e somente se, u é cúspide de Gauss de Bif(H,A2).

Prova: Para provar a primeira afirmação basta notar que pelo Teorema 4.2 temos que
∨

Bif(H, A2)= Bif(P, 3A1) e pela Proposição 4.3 temos que singularidade Ak, k ≥ 3, de Hu

corresponde a singularidade 42
2 (ou 43

2) de Pu∗ . No caso em que Bif(H, A2) é uma superf́ıcie

regular, o seu dual é o discriminante da famı́lia da função altura sobre Bif(H, A2) (ver

[9]). Seja u um ponto Ak, 1 ≤ k ≤ 3 de Bif(H,A2), ou seja,
∨

Bif(H,A2)= ∆(Ak). Pelo

Teorema 3.5 ∆(Ak) = Bif(P, 3Ak
) e isto significa que Pu∗ tem singularidade 3Ak

.

Por outro lado, se Pu∗ tem singularidade 3Ak
então temos pela Proposição 3.5 que

Bif(P, 3Ak
) = ∆(Ak). No caso k = 1, como ∆(A1) é regular em u∗ então por propriedade

de dualidade temos que u ∈ Bif(H,A2) não é ponto parabólico. No caso k = 2 temos

que como ∆(A2) é cuspidal edge em u∗ então por propriedade de dualidade temos que

u ∈ Bif(H, A2) é ponto parabólico. Finalmente, no caso k = 3, como ∆(A3) é rabo de

andorinha em u∗ então por propriedade de dualidade temos que u ∈ Bif(H,A2) é cúspide

de Gauss.

4.2 Umb́ılicos planos parciais

A seguir, estudamos o que acontece com a projeção nas direções duais em um ponto

umb́ılico plano parcial p, ou seja, um ponto para o qual a função altura ao longo da

normal tem uma singularidade D4.

Neste ponto p, podemos supor que j2f(x, y, z) = a1x
2. Assim, toda direção no hiper-

plano tangente a M da forma (0, β, γ, 0) é direção assintótica, estas direções podem ser

representadas pelo ćırculo unitário em (0, β, γ, 0). Nosso objetivo, é descrever o compor-

tamento de projeções nestas direções.

Localmente, podemos escrever o 3-jato da parametrização de M da forma

(x, y, z, x2 + C(x, y, z)) onde C(x, y, z) = b1x
3 + b2x

2y + b3xy2 + b8xz2 + b9x
2z + b10xyz +

y3 ± yz2.
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Suponha que γ 6= 0. Podemos então considerar a direção de projeção (0, β, 1, 0).

Projetando nesta direção, a projeção é dada por P (x, y, z) = (x, y − βz, f(x, y, z)), que

podemos escrever da forma

P (X, Y, Z) = (X, Y, f(X,Y + βZ, Z)).

Fazendo mudanças de coordenadas na meta usando a primeira e a segunda coordenadas

de P , o j3P é equivalente a (X,Y, (β3±β)Z3 +(b9 + b2β)X2Z +(b10 +2b3β)XY Z +(b8 +

b10β + b3β
2)XZ2 + (3β)Y 2Z + (3β2 ± 1)Y Z2).

Se β3 ± β = C(0, β, 1) 6= 0, as seguintes mudanças podem ser feitas:

Z = z− coef(XZ2)
3C(0,β,1)

X, para eliminar XZ2 na 3-a coordenada, onde coef(XZ2) é o coeficiente

de XZ2;

z = Z − coef(Y z2)
3C(0,β,1)

Y , para eliminar Y z2 na 3-a coordenada, onde coef(Y z2) é o coeficiente

de Y z2.

Logo, teremos que j3P é equivalente a (X,Y, (AX2+BXY +CY 2)Z+DZ3) e este por

sua vez, é equivalente a (X, Y, (±X2±Y 2)Z+Z3), se e somente se, B2−4AC 6= 0, e D 6= 0.

Temos:

B2 − 4AC = 0 ⇔ λ0 + λ1β + λ2β
2 + λ3β

3 = 0 (4.1)

D = 0 ⇔ β(β2 ± 1) = C(0, β, 1) = 0 (4.2)

onde

λ0 = 3b2
10b7 + 4b5b

2
8 − 4b10b6b8 − 12b5b7b9 + 4b2

6b9,

λ1 = −b2
10b6 + 12b10b3b7 − 8b8b6b3 + 4b2

6b2 + 4b6b5b9 + 12b4b
2
8 − 12b5b7b2 − 36b9b4b7,

λ2 = −b2
10b5 + 12b2

3b7 + 12b4b10b8 − 8b8b3b5 + 4b6b5b2 − 12b9b6b4 + 4b9b
2
5 − 36b2b4b7,

λ3 = 3b2
10b4 − 4b10b3b5 + 4b2

3b6 − 12b2b6b4 + 4b2
5b2.

Portanto existem 3 ou 1 direções no ćırculo unitário em (0, β, γ, 0) para as quais as

projeções são genericamente do tipo 3A2 . Existem 3 ou 1 direções, para as quais as

projeções são genericamente do tipo 42
2. Em particular para D−

4 teremos 3 direções, e

para D+
4 teremos uma direção.

Se γ = 0, podemos então considerar a direção de projeção (0, 1, 0, 0). Projetando nesta

direção, a projeção é dada por P (X, Y, Z) = (X, Z, f(X, Y, Z)). Fazendo mudanças de

coordenadas na meta usando a primeira e a segunda coordenadas de P, o j3P é equivalente

a (X, Z, b2X
2Y + b3XY 2 + b4Y

3 + b5Y
2Z + b6Y Z2 + b10XY Z). Genericamente b4 6= 0,

portanto as seguintes mudanças podem ser feitas:

96



Y = y− coef(XY 2)
3b4

X, para eliminar XY 2 na 3-a coordenada, onde coef(XY 2) é o coeficiente

de XY 2;

y = Y − coef(y2Z)
3b4

Z, para eliminar y2Z na 3-a coordenada, onde coef(y2Z) é o coeficiente

de y2Z.

Logo, teremos que P é equivalente a (X,Z, (A1X
2 + B1XZ + C1Z

2)Y + b4Y
3). Este

por sua vez, é equivalente a (X,Z, (±X2 ± Z2)Y + Y 3) se, e somente se, B1
2 − 4A1C1 =

3b2
10b4 − 4b10b5b3 + 4b2

3b6 − 12b2b4b6 + 4b2b
2
5 6= 0, e b4 6= 0.

Conclúımos então que genericamente a projeção nestas direções possuem singulari-

dades do tipo 3A1 .

O argumento anterior demonstra a seguinte proposição.

Proposição 4.7 Seja p um ponto umb́ılico plano parcial da hipersuperf́ıcie M . Existe

um ćırculo de direções em TpM , tal que genericamente, a projeção é do tipo 3A1. Há

também 1 ou 3 direções sobre este ćırculo para as quais as projeções são do tipo 3A2 e 1

ou 3 direções onde a projeção correspondente é do tipo 42
2.

Na Figura 4.3 ilustramos todas as possibilidades para as direções do ćırculo em TpM ,

conforme a Proposição 4.7 e indicamos aquelas que ocorrem.
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Figura 4.3: Os tipos de singularidades da projeção em um ponto umb́ılico parcial
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Daremos agora, alguns exemplos numéricos dos casos (i) até (iv). Seja j3(f) = x2 +

b1x
3 + b2x

2y + b3xy2 + b4y
3 + b5y

2z + b6yz2 + b7z
3 + b8xz2 + b9x

2z + b10xyz.

Para o caso (i) faça b1 = b1, b2 = b3 = b4 = b5 = b6 = b7 = 1, b8 = b9 = b10 = 0

e então as cúbicas (1) e (2) serão −4β3 − 20β2 − 8β = 0, cujas ráızes são 0, −5±√17
2

, e

β3 + β2 + β + 1 = 0, cuja única raiz real é −1.

Para o caso (ii) faça b1 = b1, b2 = −1, b3 = 0, b4 = b5 = 1, b6 = 0, b7 = 1, b8 = 1, b9 =

b10 = 0.

Para o caso (iii) faça b1 = b1, b2 = −1, b3 = 0, b4 = 100, b5 = 1, b6 = −10, b7 = 1,

b8 = b9 = b10 = 0.

Para o caso (iv) faça b1 = b1, b2 = 1, b3 = −20, b4 = 100, b5 = −10, b6 = −10, b7 = 1,

b8 = b9 = b10 = 0.

Provaremos a seguir que os últimos dois casos que aparecem na Figura 4.3, não podem

ocorrer.

Para estes casos queremos que cada cúbica, (1) e (2), tenha três ráızes reais e todas

distintas. Sem perda de generalidade, podemos fixar b4 = 1, b6 = −1, b5 = b7 = 0. Assim,

as equações (1) e (2) serão, respectivamente,

4b10b8 + 4b9 + (b2
10 + 8b3b8 + 4b2 + 12b2

8)β + (12b8b10 + 12b9)β
2 + (3b2

10− 4b2
3 + 12b2)β

3 = 0,

e

β(β2 − 1) = 0.

Desta forma as ráızes da segunda cúbica ficam fixas: −1, 0 e 1 e nós vamos estudar o que

acontece com as ráızes da outra cúbica (isto abrange todos os casos).

Queremos saber se é posśıvel encontrar ráızes reais distintas a, b e c para a primeira

cúbica tais que satisfaçam os casos (v) e (vi) da Figura 4.3. Ou seja, para o caso (v) temos

que ter a, b e c entre 0 e 1, ou entre −1 e 0, ou todos maiores que 1, ou todos menores que

−1. Para o caso (vi) temos que ter a > 1, 0 < b < 1 e −1 < c < 0, ou a < −1, 0 < b < 1

e −1 < c < 0.

Supondo que a primeira cúbica tem ráızes a, b e c, podemos escrevê-la como

(β − a)(β − b)(β − c).

Sendo assim, teremos que resolver

4b8b10 + 4b9 = −abc,

b2
10 + 8b3b8 + 4b2 + 12b2

8 = ab + (a + b)c,
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12b8b10 + 12b9 = −(a + b + c),

3b2
10 − 4b2

3 + 12b2 = 1.

Como consequência da primeira e da terceira igualdade temos que

a + b + c = 3abc.

Ou seja, a = b+c
3bc−1

se 3bc − 1 6= 0, caso contrário b e c são imaginários. Para o caso (v)

temos que encontrar, por exemplo, ráızes a, b e c distintas tais que sejam todas maiores

que zero e menores que um. Supondo que 0 < b < 1 e 0 < c < 1, provemos que 0 < a < 1

não pode acontecer.

Caso(a) Se 3bc− 1 > 0: a < 1 ⇒ b + c < 3bc− 1 ⇒ b(1− 3c) < −1− c.

(i) Se 1− 3c > 0: b < −1−c
1−3c

. Como por hipótese b > 0, então −1−c
1−3c

> 0 implica que

−1− c > 1− 3c, ou seja, c > 1 (absurdo).

(ii) Se 1− 3c < 0: b > −1−c
1−3c

. Como por hipótese b < 1, então −1−c
1−3c

< 1 implica que

−1− c > 1− 3c, ou seja, c > 1 (absurdo).

Caso(b) Se 3bc− 1 < 0: a > 0 ⇒ b + c < 0 (absurdo).

De maneira análoga, provamos que não existem ráızes distintas a, b e c maiores que

−1 e menores que 0, ou todas maiores que 1, ou todas menores que −1. Sendo assim,

conclúımos que o caso (v) não ocorre.

Também de maneira análoga, provamos que os casos a > 1, 0 < b < 1 e −1 < c < 0,

ou a < −1, 0 < b < 1 e −1 < c < 0 não ocorrem. O que elimina a possibilidade de ocorrer

o caso (vi) da Figura 4.3.
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Caṕıtulo 5

Germes de IR3, 0 → IR2, 0

5.1 Introdução

No próximo caṕıtulo estudamos o contato de uma hipersuperf́ıcie M com planos. Este con-

tato é estudado, como veremos, através das A-singularidades de germes de IR3, 0 → IR2, 0.

Existe uma famı́lia natural a 4-parâmetros de projeções de M em planos, e as singulari-

dades que ocorrem genericamente nesta famı́lia são aquelas de Ae-codimensão (ou codi-

mensão do estrato se houver presença de módulos) ≤ 4. Portanto precisamos da lista de

todas as A-singularidades de IR3, 0 → IR2, 0 de codimensão menor ou igual a 4. Em [46],

encontramos os germes desejados que podem ser escritos da forma (x, f(x, y) ± z2). É

preciso então complementar esta lista. Faremos isso usando o programa “Transversal”,

no Maple, feito por Neil Kirk [27]. A classificação é feita por indução sobre os k-jatos.

Usando o Teorema da Transversal Completa 1.11 obtemos os germes em Jk+1(3, 2) cujo

k- jato é F . Usando mudanças escalares e o Lema de Mather 1.7 obtemos as órbitas

em Jk+1(3, 2) cujo k-jato é F . O programa “Transversal”ajuda na aplicação do Lema de

Mather. Consideramos então cada órbita e aplicamos o critério de determinação finita,

Corolário 1.5, para verificar se o germe é k + 1-determinado. Na prática este processo

envolve o cálculo de determinantes de matrizes. O problema principal é achar as matrizes

adequadas (e não errar nos cálculos). O programa Transversal pode ser usado para ver-

ificar se um germe é k-determinado. Além disso, Kirk usa os resultados de [15, 17] no

seu programa. Observamos que o programa não produz listas de singularidades mas é

uma ferramenta para verificar se um germe é finitamente determinado, aplicar o Lema

de Mather, calcular a codimensão, obter um desdobramento versal, etc. Muitas contas e

truques precisam ser feitos (à mão) durante o uso do “Transversal”.
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Ainda neste caṕıtulo deduzimos os modelos das deformações dos discriminantes das

singularidades de codimensão menor ou igual a dois. Fizemos também um reconhecimen-

to geométrico das singularidades de codimensão ≤ 1 e de seus desdobramentos versais

através do conjunto dos pontos cŕıticos e do discriminante.

5.2 As singularidades de corank 1

Vamos considerar germes de F : IR× IRn−1, 0 → IR2, 0 da forma F (x, y) = (x, f(x, y)).

Lema 5.1 [46] Todo germe F : IRn, 0 → IR2, 0, n > 1, de corank 1 é A-equivalente a um

germe da forma h(x, y, z) = (x, f(x, y1, · · · , ym) +
∑n−m−1

i=1 εz2
i ), onde f(0, y1, · · · , ym) ∈

m3
n e ε = ±1, e cod(A, h) = cod(A, (x, g)) + n−m− 1.

Assim se tomarmos m = 1 o lema acima reduz a classificação de germes F : IRn, 0 →
IR2, 0 para a classificação de germes IR2, 0 → IR2, 0 de corank 1. Encontramos em Rieger

[45] uma classificação de germes simples e não simples de IR2, 0 → IR2, 0. Pela observação

do parágrafo anterior temos que em nosso caso, n = 3, vale o seguinte teorema.

Teorema 5.2 [46] As A-classes das singularidades de germes de IR3, 0 → IR2, 0 de corank

1, equivalentes a (x, f(x, y)± z2) e de codimensão ≤ 4 são dada na Tabela 1:

Tabela 1:

Tipo Forma normal Ae-cod simples (s/n)

1 (x, y) 0 s

2 (x, y2 ± z2) 0 s

3 (x, xy + y3 ± z2) 0 s

4k (x, y3 + (±1)k−1xky ± z2), 2 ≤ k ≤ 5 k − 1 s

5 (x, xy + y4 ± z2) 1 s

6 (x, xy + y5 ± y7 ± z2) 2 s

7 (x, xy + y5 ± z2) 3 s

8 (x, xy + y6 ± y8 + ay9 ± z2) 4 n

112k+1 (x, xy2 + y4 + y2k+1 ± z2), 2 ≤ k ≤ 4) k s

12 (x, xy2 + y5 + y6 ± z2) 3 s

13 (x, xy2 + y5 ± y9 ± z2) 4 s

16 (x, x2y + y4 ± y5 ± z2) 3 s

17 (x, x2y + y4 ± z2) 4 s
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Observação 5.3 Os germes de tipo 2, 3 na tabela do Teorema 5.2 são chamados, respec-

tivamente, de dobra e cúspide, e são estáveis. O germe 42 é denominado lábios/bicos

(dependendo do sinal + ou −, respectivamente). Os germes 5, 43, 6 e 115 são conhecidos

respectivamente como rabo de andorinha, ganso, borboleta e gaivota.

Teorema 5.4 As A-classes das singularidades de IR3, 0 → IR2, 0 de corank 1 e de Ae-

codimensão ou codimensão do estrato (quando houver presença de módulos) ≤ 4 que não

estão listadas no Teorema 5.2 são as da Tabela 2:

Tabela 2:

Tipo Forma normal Ae-cod g. determinação

N1 (x, xy + y3 + ay2z + z3 ± z5) a 6= 0, 4a3 ± 27 6= 0 3 (2†) 5

N2 (x, xy + y3 + ay2z + z3), a 6= 0, 4a3 + 27 6= 0 4 (3†) 3

N3 (x, xy + y3 + z3 ± y3z) 3 4

N4 (x, xy ± y2z + z3 ± z5) 3 5

N5 (x, xy ± y3 + yz2 + z5) 3 5

N6 (x, xy ± y2z + z3) 4 3

N7 (x, xy + y3 + z3 ± y4z) 4 5

N8 (x, xy + z3 ± y4 + y3z + ay4z + b(y6 + λy5z)), b 6= 0 6 (4†) 6

N9 (x, xy + yz2 ± y4 + z5 + ay6) 5 (4†) 6

N10 (x, xy + y2z + yz3 ± z4 + az6) 5 (4†) 6

N11 (x, xy ± y3 + yz2 + z7) 4 7

N12 (x, xyz ± y2z + z3 + ax2y + bx2z + cyz3 + z4) 7∗ (4†) 4

onde λ é uma constante.

† codimensão do estrato

∗ excluindo os valores excepcionais dos módulos 4b− 1 = 0 e 4b− 1 + 6ac = 0.

Prova: Nosso interesse é nos germes de corank 1, portanto podemos escrever F (x, y, z) =

(x, f(x, y, z)). Escrevendo j2f = xφ(x, y, z)+ψ(y, z), os germes que não podem ser escritos

da forma (x, f(x, y) ± z2) (ou seja m = 2 no Lema 5.1) correspondem ao caso ψ ≡ 0.

Então para completar a tabela do Teorema 5.2, precisamos considerar j2f = xφ(x, y, z).

Não é dif́ıcil ver que as órbitas no J2(3, 2) deste tipo são (x, xy) e (x, 0). Vamos classificar

por indução, nos nivéis dos k-jatos, germes com 2-jato (x, xy) e (x, 0).

(1) j2F = (x, xy).
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Temos Fx = (1, y), Fy = (0, x), Fz = (0, 0). Portanto,

H3(3, 2) ⊂ T (J3G1).j
3F + IR.{y2z, y3, yz2, z3}.

Segue do Teorema da Transversal Completa 1.10 que qualquer 3-jato com 2-jato (x, xy)

é equivalente a (x, xy + ay2z + by3 + cyz2 + dz3) onde a, b, c, d ∈ IR. Fazendo mudanças

lineares de variáveis e mudanças escalares obtemos as seguintes órbitas no J3(3, 2).

No caso em que d 6= 0, fazemos uma mudança de coordenada na fonte para eliminar

yz2 e denotamos por ā e b̄ os novos coeficientes de y2z e y3 respectivamente, então temos:

(x, xy + y3 + ay2z + z3), se ā 6= 0, b̄ 6= 0,

(x, xy + y3 + z3), se b̄ 6= 0 e ā = 0,

(x, xy ± y2z + z3), se ā 6= 0 e b̄ = 0,

(x, xy + z3), se ā = 0 e b̄ = 0.

No caso em que d = 0 e c 6= 0, fazemos uma mudança de coordenada na fonte para

eliminar y2z e denotamos o novo coeficiente de y3 por b̄. Assim temos:

(x, xy ± y3 + yz2), se b̄ 6= 0,

(x, xy + yz2), se b̄ = 0.

No caso em que d = 0 e c = 0, temos:

(x, xy + y2z), se a 6= 0,

(x, xy + y3), se b 6= 0 e a = 0,

(x, xy), se a = 0 e b = 0.

Usando o “Transversal” mostramos que os últimos 2 casos são ramos que geram ger-

mes de Ae- codimensão ≥ 5 portanto não vão ser seguidos.

O 3-jato (x, xy + y3 + ay2z + z3):

O uso do “Transversal” neste caso será mostrado na Seção 5.3. Usando o “Transver-

sal” mostramos que a é um módulo e também que o 4-transversal é vazio. O 5-transversal

é dado por IR.{z5} e as órbitas no J5(3, 2) são (x, xy +y3 +ay2z +z3±z5) se 4a3±27 6= 0

e a 6= 0, e (x, xy + y3 + ay2z + z3) se 4a3 + 27 6= 0 e a 6= 0. Ambos os germes são

5-determinados. O primeiro (N1) tem codimensão 3, mas a codimensão do estrato é

2 (cálculo feito no “Transversal”), enquanto o segundo (N2) tem codimensão 4 com a
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codimensão do estrato igual a 3. Não foi posśıvel fazer os casos 4a3 ± 27 = 0 devido a

complexidade das contas. O caso a = 0 é considerado a seguir.

O 3-jato (x, xy + y3 + z3):

O 4-transversal é dado por IR.{y3z}. As órbitas no J4(3, 2) são (x, xy + y3 + z3± y3z)

e (x, xy+y3 +z3). No primeiro caso (N3) o 5-transversal é vazio e então no J5(3, 2) temos

a órbita (x, xy + y3 + z3 ± y3z) que é 4-determinada e tem codimensão 3. No outro caso,

o 5-transversal é dado por IR.{y4z} e então no J5(3, 2) temos (x, xy + y3 + z3 ± y4z) e

(x, xy + y3 + z3). Para o primeiro (N7) o 6-transversal é vazio e então em J6(3, 2) temos

(x, xy + y3 + z3 ± y4z) que é 5-determinado e tem codimensão 4. O segundo gera germes

de codimensão ≥ 5.

O 3 jato (x, xy ± y2z + z3):

O 4-transversal é vazio e o 5-transversal é dado por IR.{z5}. As órbitas no J5(3, 2)

são (x, xy± y2z + z3± z5) e (x, xy± y2z + z3). As duas órbitas são 5-determinadas sendo

que a primeira (N4) tem codimensão 3, e a segunda (N6) tem codimensão 4.

O 3 jato (x, xy + z3):

O 4-transversal é dado por IR.{y4, y3z}. Os germes no J4(3, 2) são (x, xy+z3+y3z±y4)

e (x, xy + z3 + y3z). O 5-transversal do primeiro é dado por IR.{y4z} e o 6-transversal é

dado por IR.{y6, y5z}. A órbita no J6(3, 2) é (x, xy+z3±y4+y3z+ay4z+b(y6+λy5z)) onde

a e b são módulos e b = 0 é um valor excepcional. Estes germes (N8) são 6-determinados

e têm codimensão 6, com a codimensão do estrato igual a 4 se b 6= 0. O 5-transversal do

segundo germe é dado por IR.{y5}, e o germe no J5(3, 2) é (x, xy + z3 + y3z ± z5). Este

gera germes de codimensão maior ou igual a 5 que não nos interessam.

O 3 jato (x, xy ± y3 + yz2):

O 4-transversal é vazio. O 5-transversal é dado por IR.{z5}. As órbitas no J5(3, 2)

são (x, xy ± y3 + yz2 + z5) e (x, xy ± y3 + yz2). A primeira (N5) é 5-determinada e tem

codimensão 3. A segunda tem o 6-transversal vazio e o 7-transversal é dado por IR.{z7}.
Então temos no J7(3, 2), a órbita (N11) (x, xy± y3 + yz2 + z7) que é 7-determinada e tem

codimensão 4.

O 3-jato (x, xy + yz2):
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O 4-transversal é dado por IR.{y4} e o 5-transversal é dado por IR.{z5}. As órbitas

no J5(3, 2) são (x, xy + yz2 ± y4 + z5) e (x, xy + yz2 ± y4). Esta segunda gera germes de

codimensão ≥ 5 que não nos interessam. O 6-transversal da primeira é dado por IR.{y6},
e então a órbita em J6(3, 2) é (x, xy + yz2 ± y4 + z5 + ay6) onde a é um módulo. Estes

germes (N9) são 6-determinados e tem codimensão 5 com a codimensão do estrato igual

a 4.

O 3-jato (x, xy + y2z):

O 4-transversal é dado por IR.{z4, yz3}. Os germes em J4(3, 2) são (x, xy+y2z+yz3±
z4) e (x, xy + y2z ± z4). Para estes dois germes o 5-transversal é vazio e o 6-transversal

é dado por IR.{z6}. As órbitas em J6(3, 2) são então (x, xy + y2z + yz3 ± z4 + az6),

(x, xy + y2z± z4± z6) e (x, xy + y2z± z4). A primeira (N10) é 6-determinada e tem codi-

mensão 5 com codimensão do estrato igual a 4, onde a é um módulo. O 7-transversal de

(x, xy+y2z±z4±z6) é dado por IR.{z7}. Então em J7(3, 2) temos (x, xy+y2z±z4±z6+az7)

que gera germes de codimensão maior ou igual a 6. O caso (x, xy + y2z ± z4) também

gera germes de codimensão maior ou igual a 6.

O 3-jato (x, xy + y3):

O 4-transversal é dado por IR.{y3z, y2z2, yz3, z4}. A órbita no J4(3, 2) é (x, xy + y3 +

ay3z + by2z2 + cyz3 + z4) que gera germes de codimensão ≥ 5.

O 3-jato (x, xy):

O 4-tranversal é dado por IR.{y4, y3z, y2z2, yz3, z4}. Os germes gerados são de codi-

mensão ≥ 6.

(2) j2F = (x, 0).

O 4-transversal deste germe é dado por IR.{xyz, z3, y2z, x2y, x2z} e o 5-transversal é

dado por IR.{yz3, z4}. A órbita no J5(3, 2) é (x, xyz± y2z + z3 + ax2y + bx2z + cyz3 + z4)

(N12) que é 4-determinada e tem codimensão 7 com codimensão do estrato igual a 4, onde

a, b e c são módulos, cujos valores excepcionais são 4b−1 = 0 e 4b−1+6ac = 0. Qualquer

outro subcaso deste terá Ae-codimensão maior ou igual a 5.

Proposição 5.5 Os desdobramentos versais para a lista de germes da Tabela 2 são dados

na Tabela 3. Observamos que na presença dos módulos, estes parâmetros são também
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considerados como parâmetros do desdobramento versal.

Tabela 3:

Tipo Desdobramento versal

N1 (x, xy + y3 + ay2z + z3 ± z5 + u1z + u2y
2)

N2 (x, xy + y3 + ay2z + z3 + u1z + u2y
2 + u3y

5),

N3 (x, xy + y3 + z3 ± y3z + u1z + u2yz + u3y
2z)

N4 (x, xy ± y2z + z3 ± z5 + u1z + u2y
2 + u3y

3)

N5 (x, xy ± y3 + yz2 + z5 + u1z + u2y
2 + u3z

3)

N6 (x, xy ± y2z + z3 + u1z + u2y
2 + u3y

3 + u4y
4z)

N7 (x, xy + y3 + z3 ± y4z + u1z + u2yz + u3y
2z + u4y

3z)

N8 (x, xy + z3 ± y4 + y3z + ay4z + by6 + cy5z + u1z + u2yz + u3y
2 + u4y

3)

N9 (x, xy + yz2 ± y4 + z5 + ay6 + u1z + u2y
2 + u3y

3 + u4z
3)

N10 (x, xy + y2z + yz3 ± z4 + az6 + u1z + u2z
2 + u3yz2 + u4z

3)

N11 (x, xy ± y3 + yz2 + z7 + u1z + u2y
2 + u3y

3 + u4y
5)

N12 (x, xyz ± y2z + z3 + ax2y + bx2z + cyz3 + z4 + u1y + u2z + u3xy + u4y
2)

Prova: Usamos o programa “Transversal” para achar o tangente de cada singularidade.

Com a função “pcomp” este programa fornece os vetores que estão no transversal. Ilus-

tramos os casos N1 e N2 na Seção 5.3.

5.3 Exemplo dos cálculos feitos no “Transversal”

Como já comentamos, o programa “Transversal”, feito por Neil Kirk, foi uma ferramenta

que usamos para obter os resultados do Teorema 5.4 e da Proposição 5.5. Para informações

sobre o uso do “Transversal”ver [27]. Faremos aqui um exemplo destes cálculos para a

singularidade não simples (x, xy + y3 + ay2z + z3).

Consideramos o 2-jato (x, xy). O comando a seguir é para que o programa trabalhe

com as corretas dimensões e álgebra de Lie L e o Maple responde imprimindo os valores.

As coordenadas x, y, z são denotadas por x1, x2, x3 por causa do “Transversal”.
> setup Aclassn(3, 2, [0, x1]);

liealg = stdjacobian

equiv = A

compltrans = true
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source dim = 3

source power = 2

target power = 2

nilp = true order

R nilp :

[[x2, 1], [x3, 1], [x3, 2]]

L nilp :

[[2, 1]]

nilp sourcewt :

[1, 2, 3]

nilp target wt :

[−1, 0]

jetcalc verbosity = 1

> f := [x1, x1 ∗ x2];

> jetcalc(f, 3);

O comando acima calcula uma base para LA.f e seu espaço complementar em J(3, 2). Podemos usar uma das rotinas

‘print’ para ver os geradores destes espaços. Como queremos a transversal completa, usamos:

> pcomp();

[0, x23]

[0, x3x22]

[0, x32x2]

[0, x33]

Com cálculos feitos à mão sabemos que o 4-jato é da forma (x1, x1x2 + x3
3 + ax2

2x3 + x3
2). Usando o Transversal temos

a = 0 é um valor excepcional (caso tratado separadamente) e que para a 6= 0, x2
2x3 não pertence ao tangente e então pelo

Lema de Mather não podemos reduzir à uma única órbita. Então a é um módulo.

> f2 := [x1, x1 ∗ x2 + x33 + a ∗ x22 ∗ x3 + x23];

> jetcalc(f2, 4);

> pcomp();

[0, x34]

Temos então (x1, x1x2 +x3
3 +ax2

2x3 +x3
2 + bx4

3). Usando o Transversal temos que se a 6= 0 e 27+4a3 6= 0 então x4
3 pertence

ao tangente e então pelo Lema de Mather podemos reduzir à uma única órbita para qualquer b. (Observamos aqui que em

todos os casos checamos à parte a condição (2) do Lema de Mather 1.7 com o “Transversal”.) Então o 3-jato é equivalente

ao 2-jato.

> f3 := f2;

> jetcalc(f3, 5);

> pcomp();

[0, x35]

Temos então (x1, x1x2 + x3
3 + ax2

2x3 + x3
2 + cx5

3). Usando o Transversal temos que se a 6= 0 e ±27 + 4a3 6= 0 então x5
3

pertence ao tangente se c 6= 0 e c = 0 é um valor excepcional. Então pelo Lema de Mather podemos reduzir à uma única

órbita se c 6= 0. Para c 6= 0 temos (x1, x1x2 + x3
3 + ax2

2x3 + x3
2 ± x5

3).

> f4 := [x1, x1 ∗ x2 + x33 + a ∗ x22 ∗ x3 + x23 + x35];

> jetcalc(f4, 6);

> pcomp();

107



*** THE NORMAL SPACE IS EMPTY***

> jetcalc(f4, 7);

> pcomp();

*** THE NORMAL SPACE IS EMPTY ***

> classify(f4, 8, 9);

the 8 transversal is empty

——————–

the 9 transversal is empty

——————–

germ, [x1, x1x2 + x33 + ax22x3 + x23 + x35]

degree limits, 8, 9

all transversals were empty

> classify(f4, 10, 11);

the 10 transversal is empty

——————–

the 11 transversal is empty

——————–

germ, [x1, x1x2 + x33 + ax22x3 + x23 + x35]

degree limits, 10, 11

all transversals were empty

Segue pelo Corolário 1.5, que nos diz que um germe é k-determinado, se os sucessivos transversais de grau k + 1 até grau

2k + 1 são vazios, que f4 é 5-determinada.

Para c = 0 :

> f5 := [x1, x1 ∗ x2 + x33 + a ∗ x22 ∗ x3 + x23];

> jetcalc(f5, 6);

> pcomp();

*** THE NORMAL SPACE IS EMPTY ***

> jetcalc(f5, 7);

> pcomp();

*** THE NORMAL SPACE IS EMPTY ***
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> classify(f5, 8, 9);

the 8 transversal is empty

——————–

the 9 transversal is empty

——————–

germ, [x1, x1x2 + x33 + ax22x3 + x23]

degree limits, 8, 9

all transversals were empty

> classify(f5, 10, 11);

the 10 transversal is empty

——————–

the 11 transversal is empty

——————–

germ, [x1, x1x2 + x33 + ax22x3 + x23]

degree limits, 10, 11

all transversals were empty

Temos então que f5 é 5-determinada.

Para o cálculo da codimensão:

> f4 := [x1, x1 ∗ x2 + x33 + a ∗ x22 ∗ x3 + x23 + x35];

> jetcalc(f4, 5);

> codim;

3

> pcomp();

[0, x3]

[0, x22]

[0, x23]

Portanto f4 tem Ae-codim= 3, mas a codimensão do estrato é 2. Um desdobramento versal é dado por (x1, x1 ∗x2+x33 +

a ∗ x22 ∗ x3 + x23 + x35 + u1 ∗ x3 + u2 ∗ x22). Note que a também é um dos parâmetros deste desdobramento.

> f5 := [x1, x1 ∗ x2 + x33 + a ∗ x22 ∗ x3 + x23];

> jetcalc(f5, 5);
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> codim;

4

> pcomp();

[0, x3]

[0, x22]

[0, x23]

[0, x25]

Portanto f5 tem Ae-codim= 4, mas a codimensão do estrato é 3. Um desdobramento versal é dado por (x1, x1 ∗x2+x33 +

a ∗ x22 ∗ x3 + x23 + u1 ∗ x3 + u2 ∗ x22 + u3 ∗ x25). Note que a também é um dos parâmetros deste desdobramento.

5.4 Diagramas de bifurcação das singularidades

simples de codim ≤ 2

Nesta seção estudamos as deformações das singularidades simples de Ae-codimensão ≤ 2

usando um desdobramento versal de cada singularidade. Observamos que para as singu-

laridades da forma F = (x, f(x, y)± z2), o conjunto dos pontos cŕıticos é dado por z = 0

e fy = 0 e portanto o discriminante de f é o mesmo de (x, f(x, y)). Portanto, todas as in-

formações geométricas sobre estas singularidades podem ser deduzidas das singularidades

de IR2 → IR2 (ver por exemplo [26, 49]).

Dobra: F = (x, y2 ± z2), Σ = {(x, 0, 0)}, ∆ = {(x, 0)} que é uma curva regular.

Cúspide: F = (x, xy + y3 ± z2), Σ = {(x, y, 0); x = −3y2}, o discriminante é dado por

∆ = {(−3y2,−2y3)} que é uma cúspide.

Rabo de andorinha: F = (x, xy + y4 ± z2), os pontos cŕıticos são parametrizados por

x = −4y3 e z = 0 , e o discriminante é dado por ∆ = {(−4y3,−3y4)}. Considerando

o desdobramento versal F (x, y, z, u) = (x, xy + y4 ± z2 + uy2), os pontos cŕıticos de

F u são Σ(F u) = {(x, y, 0) : x + 4y3 + 2uy = 0}, e o discriminante de F u é dado por

∆(F u) = {(−4y3 − 2uy,−3y4 − uy2)}. As deformações da curva ∆(F u) são dadas na
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Figura 5.1, onde duas cúspides aparecem em um lado da transição.

Figura 5.1: Transições do rabo de andorinha

Lábios/Bicos: Considere o desdobramento versal F (x, y, z, u) = (x, y3 ± x2y ± z2 + uy).

O conjunto dos pontos cŕıticos Σ(F u) é dado pelas equações 3y2 ± x2 + u = 0 e z = 0.

Isto significa que Σ(F u) passa pelas transições de Morse (Figura 5.2). As transições do

discriminante são dadas na mesma figura.

Labios

∆

Σ

∆

Σ

Bicos

Figura 5.2: Transições de lábios/bicos

Ganso: Um desdobramento versal é dado por F (x, y, z, u) = (x, y3+x3y±z2+u1y+u2xy).

As transições no conjunto discriminante ∆(F u) são dadas na Figura 5.3.

Borboleta: Considerando o desdobramento versal F (x, y, z, u) = (x, xy + y5 ± y7 ± z2 +

u1y
2 + u2y

3), as bifurcações do conjunto discriminante ∆(F u) são mostradas na Figura

5.4.

Gaivota: Seja F (x, y, z, u) = (x, xy2 + y4 + y5 ± z2 + u1y + u2y
3) o desdobramento versal

da singularidade gaivota. Ver na Figura 5.5 o diagrama de bifurcação do conjunto dis-

criminante ∆(F u).
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Figura 5.3: Diagrama de bifurcação da singularidade ganso

Figura 5.4: Diagrama de bifurcação da singularidade borboleta

Comentário sobre N1: Temos que esta singularidade tem a forma normal (x, xy + y3 +

ay2z+z3±z5) que é equivalente à forma normal (x, xy+ay3±y2z+z3+y5) encontrada em

[26] (esta singularidade é a única órbita do Teorema 5.4 encontrada também por Hawes

[26], o interesse dela é estudar singularidades de codimensão ≤ 2 e aplicar os resultados à

robótica). Um desdobramento versal é dado por F (x, y, z, u) = (x, xy + ay3 ± y2z + z3 +

y5 + u1z + u2y
2). Os casos + e − são estudados separadamente em [26] e as bifurcações

do conjunto discriminante ∆(F u) são mostradas também em [26].
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Figura 5.5: Diagrama de bifurcação da singularidade gaivota

5.5 Condições geométricas para reconhecimento de

singularidades de Ae-codim ≤ 1

Em [30] e [48] encontramos condições geométricas para reconhecimento de singularidades

de Ae-codimensão ≤ 1 de aplicações de IR2, 0 → IR2, 0. Estendemos aqui estes resultados

para germes F : IR3, 0 → IR2, 0. Quando F é de rank 1, nós podemos fazer mudanças de

coordenadas na fonte e na meta e escrever F (x, y, z) = (x, f(x, y, z)). A diferencial de F

em um ponto (x, y, z) é então

DF (x, y, z) =


 1 0 0

∂f
∂x

(x, y, z) ∂f
∂y

(x, y, z) ∂f
∂z

(x, y, z)




A aplicação F é singular em (x, y, z) se, e somente se, ∂f
∂y

(x, y, z) = ∂f
∂z

(x, y, z) = 0. O

conjunto cŕıtico de F é

Σ = {(x, y, z);
∂f

∂y
(x, y, z) =

∂f

∂z
(x, y, z) = 0}

Seja

G : IR3 → IR2

(x, y, z) 7→ (fy(x, y, z), fz(x, y, z))

Dizemos que Σ = G−1(0) é regular se G é regular, isto é, tem rank máximo em (0, 0, 0).

Lema 5.6 De acordo com nossa definição, se Σ é regular então F (x, y, z) ' (x, f(x, y)±
z2).
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Prova: Se Σ = G−1(0) é regular então G tem rank 2. Ou seja, temos que ter:

fxy(0, 0, 0)fyz(0, 0, 0)− fxz(0, 0, 0)fyy(0, 0, 0) 6= 0, ou (1)

fxy(0, 0, 0)fzz(0, 0, 0)− fxz(0, 0, 0)fyz(0, 0, 0) 6= 0, ou (2)

fyy(0, 0, 0)fzz(0, 0, 0)− f 2
yz(0, 0, 0) 6= 0. (3)

Para isto ocorrer precisamos que

f 2
xz(0, 0, 0) + f 2

yz(0, 0, 0) + f 2
zz(0, 0, 0) 6= 0.

Considere a expressão da fórmula de Taylor de f(x, y, z) no (0, 0, 0). Se fzz(0, 0, 0) 6= 0

então aparece o termo z2 em f(x, y, z) e assim temos que f(x, y, z) ' f(x, y)± z2. Caso

contrário, se fyz(0, 0, 0) 6= 0 podemos fazer a mudança de coordenada y = Y + z e então

aparecerá o termo z2 em f(x, y, z). Se fzz(0, 0, 0) = fyz(0, 0, 0) = 0, então de (1), (2) e (3)

temos que fxz(0, 0, 0)fyy(0, 0, 0) 6= 0 o que implica fyy(0, 0, 0) 6= 0, assim podemos fazer

y = Y + z e teremos o termo z2 em f(x, y, z). Logo f(x, y, z) ' f(x, y)± z2.

Observemos que podemos ter Σ regular e G singular, por exemplo tome G = (x, x3 −
z2). Logo G−1(0) = {(0, y, 0)} é regular, mas G não tem rank máximo em (0, 0, 0).

Então quando Σ é regular (no sentido acima, isto é, G tem rank 2), temos F (x, y, z) '
(x, f(x, y) ± z2). Portanto, Σ = {(x, y, 0); fy(x, y) = 0} é uma curva regular. Podemos

tomar φ : I → IR3 uma parametrização de Σ, onde I denota uma vizinhança do 0 em IR.

A ordem de contato de Σ com o plano núcleo de DF (0, 0, 0), ker(DF (0, 0, 0)), é a ordem

de anulamento das derivadas de F ◦ φ em 0.

Lema 5.7 (i) A ordem de contato de Σ com ker(DF (0, 0, 0)) é independente da parame-

trização de Σ.

(ii) Quando Σ é regular, a ordem de contato de Σ com ker(DF (0, 0, 0)) é um A-invariante.

Prova: (i) Sejam φ e ψ duas parametrizações locais de Σ na origem. Então F ◦ ψ =

F ◦ φ ◦ (φ−1 ◦ ψ) com (φ−1 ◦ ψ)(0) = 0 e (φ−1 ◦ ψ)′(0) 6= 0. É fácil verificar que (F ◦
φ)(0) = (F ◦ φ)′(0) = · · · = (F ◦ φ)(n)(0) = 0 e (F ◦ φ)(n+1)(0) 6= 0 se, e somente se,

(F ◦ ψ)(0) = (F ◦ ψ)′(0) = · · · = (F ◦ ψ)(n)(0) = 0 e (F ◦ ψ)(n+1)(0) 6= 0.
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(ii) Seja G um germe A-equivalente a F . Podemos escrever G = k ◦F ◦ h para algum

(h, k) em A. Temos que DG(x, y, z) = Dk(F (h(x, y, z))).DF (h(x, y, z)). Dh(x, y, z), e

como h e k são germes de difeomorfismos segue que (x, y, z) ∈ ΣG se, e somente se,

h(x, y, z) ∈ ΣF . Isto é, ΣF = h(ΣG). Se φ é uma parametrização de ΣG, então h◦φ é uma

parametrização de ΣF . Da expressão (acima) de DG em termos de DF , deduzimos que

(G ◦ φ)(0) = (G ◦ φ)′(0) = · · · = (G ◦ φ)(n)(0) = 0 e (G ◦ φ)(n+1)(0) 6= 0 se, e somente se,

(F ◦ (h◦φ))(0) = (F ◦ (h◦φ))′(0) = · · · = (F ◦ (h◦φ))(n)(0) = 0 e (F ◦ (h◦φ))(n+1)(0) 6= 0.

Isto prova a afirmação (ii).

A seguir faremos o reconhecimento geométrico das aplicações dobra, cúspide e rabo

de andorinha usando a ordem de contato de Σ e ker(DF (0, 0, 0)). Seja F (x, y, z) =

(x, f(x, y, z)). Nestes casos o conjunto Σ é regular e então temos F (x, y, z) ' (x, f(x, y)±
z2). Segundo o Lema 5.7, o contato de Σ e ker(DF (0, 0, 0)) é invariante, então nos

próximos resultados podemos trabalhar com F = (x, f(x, y)± z2).

Para simplificar as condições vamos considerar os novos coeficientes de f , após as

mudanças de coordenadas necessárias para escrevermos F (x, y, z) ' (x, f(x, y) ± z2).

Lembrando que os termos que dependem só de x podem ser eliminados por mudanças de

coordenadas na meta podemos escrever o 4-jato de F com j4(f(x, y)) = a2y
2 + a4xy +

b2x
2y + b3xy2 + b4y

3 + c2x
3y + c3x

2y2 + c4xy3 + c5y
4.

Denotamos por φ a parametrização local do conjunto cŕıtico Σ.

Proposição 5.8 Seja F : IR3, 0 → IR2, 0 um germe de aplicação singular com Σ regular.

Então,

(i) F é uma aplicação dobra se, e somente se, ∂2f
∂y2 (0, 0) 6= 0.

(ii) F é uma aplicação cúspide se, e somente se, ∂2f
∂y2 (0, 0) = 0, ∂2f

∂x∂y
(0, 0) 6= 0 e ∂3f

∂y3 (0, 0) 6=
0.

Prova: Para a dobra basta considerar o 2-jato pois ela é 2-determinada. Não é dif́ıcil ver

que F é equivalente a (x, y2 ± z2) se, e somente se, a2 = 1
2

∂2f
∂y2 (0, 0) 6= 0. No caso (ii),

temos que ter ∂2f
∂y2 (0, 0) = 0, como a cúspide é 3-determinada então precisamos do 3-jato

de f . Então F é equivalente a (x, xy + y3 ± z2) se, e somente se, a4 = ∂2f
∂x∂y

(0, 0) 6= 0 e

b4 = 1
6

∂3f
∂y3 (0, 0) 6= 0.
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Proposição 5.9 Seja F : IR3, 0 → IR2, 0 singular e suponha que Σ é regular. Então:

(i) F é uma aplicação dobra se, e somente se, ∂
∂t

(F ◦ φ)(0) 6= 0.

(ii) F é uma aplicação cúspide se, e somente se, ∂
∂t

(F ◦ φ)(0) = 0 e ∂2

∂t2
(F ◦ φ)(0) 6= 0.

Prova: Mostraremos aqui a equivalência desta proposição com a Proposição 5.8. Sejam

F (x, y, z) = (x, f(x, y)±z2), e φ uma parametrização local de Σ = {(x, y, 0); fy(x, y) = 0}
satisfazendo ∂

∂t
φ(t) = (−∂2f

∂y2 (φ(t)), ∂2f
∂x∂y

(φ(t)), 0), onde φ(t) = (φ1(t), 0).

Temos:
∂
∂t

(F ◦ φ)(t) = DF (φ(t)). ∂
∂t

φ(t)

=


 1 0 0

∂f
∂x

(φ1(t))
∂f
∂y

(φ1(t)) 0






−∂2f

∂y2 (φ1(t))

∂2f
∂x∂y

(φ1(t))

0




=


 −∂2f

∂y2 (φ1(t))

−∂f
∂x

(φ1(t)).
∂2f
∂y2 (φ1(t)) + ∂f

∂y
(φ1(t)).

∂2f
∂x∂y

(φ1(t))




= −∂2f
∂y2 (φ1(t)).


 1

∂f
∂x

(φ1(t))


.

Na origem, φ1(0) = (0, 0). Então, ∂
∂t

(F ◦ φ)(0) = −∂2f
∂y2 (0, 0).


 1

∂f
∂x

(0, 0)


.

Logo pela Proposição 5.8 temos que F é dobra se, e somente se, ∂
∂t

(F ◦ φ)(0) 6= 0.

Diferenciando a expressão acima temos:

∂2

∂t2
(F ◦ φ)(t) = ∂

∂t
(−∂2f

∂y2 (φ1(t)).


 1

∂f
∂x

(φ1(t))




= −{− ∂3f
∂x∂y2 (φ1(t)).

∂2f
∂y2 (φ1(t)) + ∂3f

∂y3 (φ1(t)).
∂2f
∂x∂y

(φ1(t))}

 1

∂f
∂x

(φ1(t))




−∂2f
∂y2 (φ1(t)).


 1

∂
∂t

(∂f
∂x

(φ1(t)))


 .

Se ∂
∂t

(F ◦ φ)(0) = 0, então

∂2

∂t2
(F ◦ φ)(0) = −∂3f

∂y3
(0, 0).

∂2f

∂x∂y
(0, 0)


 1

∂f
∂x

(0, 0)


 .

Logo pela Proposição 5.8 temos que F é cúspide se, e somente se, ∂
∂t

(F ◦ φ)(0) = 0,

∂2

∂t2
(F ◦ φ)(0) 6= 0.
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Observação 5.10 As condições ∂
∂t

(F ◦ φ)(0) 6= 0 para dobra e ∂
∂t

(F ◦ φ)(0) = 0, ∂2

∂t2
(F ◦

φ)(0) 6= 0 para cúspide, refletem a ordem de contato de Σ com o núcleo de DF (0, 0, 0). A

aplicação F é uma aplicação dobra se, e somente se, Σ e o conjunto ker(DF (0, 0, 0)) são

transversais na origem. F é uma aplicação cúspide se, e somente se, Σ e ker(DF (0, 0, 0))

têm contato 2 na origem (ver Figura 5.6).

Ker(DF(0,0,0))

Σ

Ker(DF(0,0,0))

Σ

( ii )( i )

Figura 5.6: Aplicação dobra (i), aplicação cúspide (ii)

Um germe de aplicação de IR3, 0 → IR2, 0 é uma aplicação rabo de andorinha se ela é

A-equivalente ao germe (x, xy + y4 ± z2). Como antes, estamos considerando Σ regular e

portanto F (x, y, z) = (x, f(x, y)± z2).

Proposição 5.11 Seja F : IR3, 0 → IR2, 0 singular e suponha que Σ é regular. Então F é

uma aplicação rabo de andorinha se, e somente se, ∂f
∂y

(0, 0) = 0, ∂2f
∂y2 (0, 0) = ∂3f

∂y3 (0, 0) = 0,

∂2f
∂x∂y

(0, 0) 6= 0, e ∂4f
∂y4 (0, 0) 6= 0.

Prova: Consideremos o 4-jato de f . Para F ser rabo de andorinha, precisamos ter

a2 = 1
2

∂2f
∂y2 (0, 0) = 0, senão F seria dobra, a4 = ∂2f

∂x∂y
(0, 0) 6= 0 para que o 2-jato seja

equivalente a xy± z2, e b4 = 1
6

∂3f
∂y3 (0, 0) = 0, senão F seria cúspide. Fazendo as mudanças

de coordenadas

y = y − coef(xy2)
coef(xy)

y2,

y = y − coef(x2y)
coef(xy)

xy,

y = y − coef(x3y)
coef(xy)

x2y,

y = y − coef(x2y2)
coef(xy)

xy2,

y = y − coef(x3y)
coef(xy)

x2y,

y = y − coef(xy3)
coef(xy)

y3, temos que (x, f(x, y) ± z2) é equivalente a (x, a4xy + c5y
4 ± z2). Ou

seja, F será um rabo de andorinha se também tivermos também c5 = 1
24

∂4f
∂y4 (0, 0) 6= 0.

117



Proposição 5.12 Seja F : IR3, 0 → IR2, 0 singular e suponha que Σ é regular. Então F

é uma aplicação rabo de andorinha se, e somente se, ∂
∂t

(F ◦ φ)(0) = ∂2

∂t2
(F ◦ φ)(0) = 0 e

∂3

∂t3
(F ◦ φ)(0) 6= 0.

Prova: Pela prova da Proposição 5.9 temos que ∂
∂t

(F ◦ φ)(0) = ∂2

∂t2
(F ◦ φ)(0) = 0 se, e

somente se, ∂2f
∂y2 (0, 0) = ∂3f

∂y3 (0, 0). ∂2f
∂x∂y

(0, 0) = 0.

Diferenciando a expressão de ∂2

∂t2
(F ◦ φ)(t) encontrada na prova da Proposição 5.9, e

fazendo ∂2f
∂y2 (0, 0) = ∂3f

∂y3 (0, 0). ∂2f
∂x∂y

(0, 0) = 0, deduzimos que

∂3

∂t3
(F ◦ φ)(0) = −∂4f

∂y4
(0, 0).(

∂2f

∂x∂y
(0, 0))2


 1

∂f
∂x

(0, 0)


 .

Assim, ∂
∂t

(F ◦φ)(0) = ∂2

∂t2
(F ◦φ)(0) = 0 e ∂3

∂t3
(F ◦φ)(0) 6= 0 se, e somente se, ∂2f

∂y2 (0, 0) =

∂3f
∂y3 (0, 0) = 0, ∂2f

∂x∂y
(0, 0) 6= 0, e ∂4f

∂y4 (0, 0) 6= 0. Então pela Proposição 5.11 temos que F é

uma aplicação rabo de andorinha.

As condições da Proposição 5.12 expressa o contato do conjunto cŕıtico Σ com o plano

ker(DF (0, 0, 0)).

Corolário 5.13 Uma aplicação F : IR3, 0 → IR2, 0 de rank 1 na origem e com conjunto

cŕıtico localmente regular é uma aplicação rabo de andorinha se, e somente se, seu con-

junto cŕıtico Σ tem contato 3 com o núcleo de DF (0, 0, 0) na origem (ver Figura 5.7).

Ker(DF(0,0,0))

Σ

Figura 5.7: Aplicação rabo de andorinha

A forma normal de uma aplicação lábios/bicos é (x, y3 ± x2y ± z2). Neste caso o

conjunto cŕıtico Σ não é regular. Então, o critério usado anteriormente, que consiste em
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olhar a ordem de contato de Σ com o kerDF (0, 0, 0) na origem, para identificar o tipo

de singularidade de F , não é suficiente. Agora que o conjunto cŕıtico é singular, uma

condição algébrica adicional é necessária para reconhecer o germe lábios/bicos.

Seja F : IR3, 0 → IR2, 0 um germe de aplicação simples de rank 1. Então F (x, y, z) '
(x, f(x, y)± z2).

Proposição 5.14 Um germe de aplicação singular simples F = (x, f(x, y) ± z2) é uma

aplicação lábios/bicos se, e somente se, ∂2f
∂y2 (0, 0) = ∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0, ∂3f

∂y3 (0, 0) 6= 0 e

( ∂3f
∂x∂y2 (0, 0))2 − ∂3f

∂x2∂y
(0, 0).∂3f

∂y3 (0, 0) 6= 0.

Prova: Para termos lábios/bicos precisamos que o 2-jato de (x, f(x, y)± z2) seja equiva-

lente a (x,±z2), então temos que ter a2 = 1
2

∂2f
∂y2 (0, 0) = 0 e a4 = ∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0. Então

F é equivalente a lábios/bicos se, e somente se, b4 = 1
6

∂3f
∂y3 (0, 0) 6= 0 e b2

3 − 3b2b4 =

1
4
(( ∂3f

∂x∂y2 (0, 0))2 − ∂3f
∂x2∂y

(0, 0).∂3f
∂y3 (0, 0)) 6= 0, pois assim a mudança de coordenada y =

y − coef(xy2)
3coef(y3)

x torna F equivalente a (x, a3z
2 − b23−3b2b4

3b4
x2y + b4y

3).

Proposição 5.15 O germe ∂f
∂y

: IR2, 0 → IR, 0 é um germe de uma função de Morse se,

e somente se, ∂2f
∂y2 (0, 0) = ∂2f

∂x∂y
(0, 0) = 0, e ( ∂3f

∂x∂y2 )
2(0, 0)− ∂3f

∂x2∂y
(0, 0).∂3f

∂y3 (0, 0) 6= 0.

Prova: A prova segue imediatamente da expressão de Taylor de ∂f
∂y

na vizinhança da

origem,

∂f
∂y

(x, y) = ∂2f
∂x∂y

(0, 0).x + ∂2f
∂y2 (0, 0).y+

1
2
{ ∂3f

∂x2∂y
(0, 0).x2 + 2 ∂3f

∂x∂y2 (0, 0).xy + ∂3f
∂y3 .y

2}+ O3(x, y).

Lema 5.16 Sejam F e G dois germes A-equivalentes. Então o conjunto cŕıtico de F é o

zero de uma função de Morse se, e somente se, o conjunto cŕıtico de G é o zero de uma

função de Morse.

Prova: Se F é A-equivalente a G então existem difeomorfismos h e k tal que G = k◦F ◦h.

Da prova do Lema 5.7 (ii) temos que ΣG = h(ΣF ). Se ΣF = f−1(0) com f uma função

de Morse, então f ◦ h é uma função de Morse e ΣG = (f ◦ h)−1(0).

Como conseqüência dos resultados anteriores, temos o corolário a seguir.
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Corolário 5.17 Seja F um germe singular simples equivalente a (x, f(x, y) ± z2)). Se

∂3f
∂y3 (0, 0) 6= 0, então F é uma aplicação lábios/bicos se, e somente se, seu conjunto cŕıtico

é o zero de uma função de Morse.

5.6 Reconhecimento geométrico dos desdobramentos

versais das singularidades de Ae-codim ≤ 1

Em [47] encontramos condições geométricas para mostrar quando temos um desdo-

bramento versal de uma aplicação lábios/bicos ou rabo de andorinha de germes de

IR2, 0 → IR2, 0. Estendemos aqui estes resultados para germes F : IR3, 0 → IR2, 0.

Teorema 5.18 Considere F : IR3×IR, 0 → IR2×IR, 0 onde F (x, y, z, 0) = (x, f(x, y)±z2)

é uma aplicação lábios/bicos em (x, y, z) = (0, 0, 0) e escreva o conjunto cŕıtico de F da

forma

ΣF = {(x, y, 0, u) : σ(x, y, 0, u) = 0}.
A aplicação F (x, y, z, u) é um desdobramento versal de F (x, y, z, 0) se, e somente se,

∂σ
∂u

(0, 0, 0, 0) 6= 0, ou seja se, e somente se, σ é um desdobramento versal da singularidade

Morse σ(x, y, 0, 0).

Prova: Seja F̃ um desdobramento de uma aplicação lábios/bicos

F̃ (x, y, z, u) = (F̃1(x, y, z, u), F̃2(x, y, z, u), u).

Afirmação: Um desdobramento equivalente a F̃ (x, y, z, u) = (F̃1(x, y, z, u), F̃2(x,

y, z, u), u) é F (x, y, z, u) = (x, F2(x, y, z, u), u) para alguma F2(x, y, z, u).

Prova da afirmação: Sem perda de generalidade podemos assumir ∂F̃1

∂x
6= 0, pois a

aplicação (x, y, z) 7→ (F̃1(x, y, z, 0), F̃2(x, y, z, 0)) tem rank 1. Defina

H : IR3 × IR → IR3 × IR

(x, y, z, u) 7→ (F̃1(x, y, z, u), y, z, u)

que é um difeomorfismo local. Temos o diagrama comutativo

IR3 × IR F̃−−−→ IR2 × IR

(x, y, z, u) (F̃1(x, y, z, u), F̃2(x, y, z, u), u)yH

yid

IR3 × IR F−−−→ IR2 × IR

((F̃1(x, y, z, u), y, z, u) (F̃1(x, y, z, u), F̃2(x, y, z, u), u)
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onde F2(x, y, z, u) = F̃2(Π1 ◦ F̃1
−1

(x, y, z, u), y, z, u) com Π1 : IR3× IR → IR a projeção da

primeira coordenada. Note que Π1 ◦ F̃ ◦H−1 = Π1, e assim F̃ ◦H−1 = (x, F̃2(x, y, z, u), u).

Então F e F̃ são desdobramentos equivalentes pela Definição 1.13.

Podemos escrever então

F (x, y, z, u) = (x, g1(x, y, z) + ug2(x, y, z, u), u).

Como a aplicação (x, y, z) 7→ (x, g1(x, y, z)) tem uma singularidade lábios/bicos em

(0, 0, 0), então mudanças de coordenadas na fonte e na meta nos dão F (x, y, z, 0) =

(x, y3 ± x2y ± z2). Estas mudanças de coordenadas produzem

F (x, y, z, u) = (x, y3 ± x2y ± z2 + uḡ2(x, y, z, u), u)

onde ḡ2 é g2 após as mudanças de coordenadas. Como a aplicação lábios/bicos é 3-

determinada, podemos trabalhar no J3(x, y, z, u). O 3-jato de uḡ2(x, y, z, u) é

j3(uḡ2(x, y, z, u)) = α(x, z, u)u + β(z, u)uy + a1uy2 + a2uxy

para algum α(x, z, u), β(z, u), a1 e a2, e

j3F (x, y, z, u) = (x, y3 ± x2y ± z2 + α(x, z, u)u + β(z, u)uy + a1uy2 + a2uxy, u).

Desejamos simplificar a segunda componente. Mudamos coordenadas na fonte fazendo

y = Y − a1u
3

para eliminarmos o termo a1uy2. Então

j3F (x, y, z, u) = (x, y3 ± x2y ± z2 + α(x, z, u)u + β(z, u)uy + a2uxy, u)

para novos α(x, z, u), β(z, u) e revertendo para y. Uma mudança de coordenadas x =

X ∓ a2u
2

elimina o termo a2uxy resultando em

j3F (x, y, z, u) = (x, y3 ± x2y ± z2 + α(x, z, u)u + (β(z, u)u± a2
2

4
u2)y, u)

para um novo α, e revertendo novamente para x.

Podemos escrever α(x, z, u)u = α1(x, u)u+zα2(x, z, u)u. Uma mudança de coodenada

na fonte elimina zα2u, e nos dá um novo α1(x, u). Uma mudança de coordenada na meta

(K, T,W ) 7→ (K,T − α1(K, W )W,W )

elimina α1(x, u)u.
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Note que β(z, u) tem grau 1 então

j3F (x, y, z, u) = (x, y3 ± x2y ± z2 + (a3zu + ψ(u))y, u)

onde ψ(u) = (a4u + a5 ± a2
2

4
u)u. Com mais uma mudança na fonte eliminamos a3zuy e

temos

j3F (x, y, z, u) = (x, y3 ± x2y ± z2 + ψ(u)y, u)

Usando o Teorema 1.15, temos que F é versal se, e somente se, ψ′(0) 6= 0.

Agora

Σ = {(x, y, 0, u); σ(x, y, z, u) = 3y2 ± x2 + ψ(u) = 0}.

Então ∂σ
∂u

(x, y, z, u) = ψ′(u). Em particular ∂σ
∂u

(0, 0, 0, 0) = ψ′(0). Logo F é versal se, e

somente se, ∂σ
∂u

(0, 0, 0, 0) 6= 0. Portanto, F é versal se, e somente se, σ é um desdobramento

versal da singularidade Morse de Σ.

Definição 5.19 O conjunto cŕıtico de uma aplicação f pode ser denotado também por

Σ1. O conjunto dos pontos singulares de f |Σ1 é denotado por Σ1,1.

Teorema 5.20 Seja F (x, y, z, u) um desdobramento de uma aplicação rabo de andorinha.

Então F é um desdobramento versal se, e somente se, Σ1,1
F é uma curva regular.

Prova: O conjunto Σ1,1 é invariante no sentido que se F e G são desdobramentos equiva-

lentes (Definição 1.13) então existe um difeomorfismo φ : IR3× IR, 0 → IR3× IR, 0 levando

Σ1,1
F em Σ1,1

G . Assim temos Σ1,1
G = φ(Σ1,1

F ).

Seja

F : IR3 × IR, 0 → IR2 × IR, 0

(x, y, z, u) 7→ (F1(x, y, z, u), F2(x, y, z, u), u)

um desdobramento de uma singularidade rabo de andorinha. O parâmetro de desdobra-

mento é u. Por hipótese (F1(x, y, z, u), F2(x, y, z, u)) é equivalente a (x, xy + y4 ± z2). A

aplicação rabo de andorinha tem rank 1, assim nós podemos escrever o desdobramento F

como

F (x, y, z, u) = (x, F2(x, y, z, u), u)

como na prova do Teorema 5.18 para alguma F2.
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Seja F2(x, y, z, u) = g1(x, y, z) + ug2(x, y, z, u). Assim em u = 0 temos g1(x, y, z) =

F2(x, y, z, 0). Existem mudanças de coordenadas na fonte e na meta tal que (x, g1(x, y, z))

pode ser escrita na forma (x, xy + y4 ± z2). Estas mudanças de coordenadas nos dão

F (x, y, z, u) = (x, xy + y4 ± z2 + uḡ2(x, y, z, u), u)

para alguma ḡ2(x, y, z, u).

Como a aplicação rabo de andorinha é 4-determinada, podemos trabalhar no

J4(x, y, z, u), isto é, não temos que considerar os termos de grau maior que 4. Agora

j4(uḡ2(x, y, z, u)) = a1uy3 + α(x, z, u)uy2 + β(x, z, u)uy + γ1(x, u)u + γ2(x, z, u)uz

que nos dá

j4F (x, y, z, u) = (x, xy + y4 ± z2 + a1uy3 + αuy2 + βuy + γ1u + γ2uz, u),

onde α, β, γ2 são funções de x, z, u e γ1 é função de x, u. Com a mudança de coordenada

y = Y − a1u
4

na fonte obtemos

j4F (x, y, z, u) = (x, xy + y4 ± z2 + (αu +
3a2

1

8
u2)y2 + β̄uy + γ̄1u + γ2uz, u)

revertendo para y novamente.

Uma mudança de coordenada na meta

(K,T,W ) 7→ (K,T −Wγ̄1(K, W ),W )

remove o termo γ1(x, u)u, e a mudança na fonte z = Z − uγ2(x, z, u)/2 remove o termo

uzγ2, onde posśıveis termos que possam aparecer podem ser igualmente eliminados. O

termo β̄uy pode ser eliminado com mudanças na meta se β̄ = xiuj, senão β̄ = Z ¯̄β e então

podemos fazer a mudança de coordenada Z = z − uy ¯̄β/2. Assim

j4F (x, y, z, u) = (x, xy + y4 ± z2 + (αu + θu2)y2, u),

onde θ é uma nova constante para u2y2.

Lembrando que α(x, z, u) tem grau 1, temos que

J4F (x, y, z, u) = (x, xy + y4 ± z2 + (a2xu + a3zu + a4u
2 + a5u + θu2)y2, u)

que por mudanças de coordenadas na fonte é equivalente a
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J4F (x, y, z, u) = (x, xy + y4 ± z2 + ψ(u)y2, u),

onde ψ(u) = (a4 + θ)u2 + a5u.

Aplicando o Teorema 1.15 temos que o desdobramento F é versal se, e somente se,

ψ′(0) 6= 0.

Agora

Σ1 = {(x, y, 0, u); x + 4y3 + 2ψ(u)y = 0}.

Da equação para Σ1 temos x = −4y3 − 2ψ(u)y. Então

F |Σ1 = (−4y3 − 2ψ(u)y,−3y4 − ψ(u)y2, u).

Σ1,1 é o conjunto singular de F |Σ1 então

Σ1,1 = {(x, y, 0, u); 6y2 + ψ(u) = 0}.

Logo Σ1,1 é uma curva regular em (0, 0, 0, 0) se, e somente se, ψ′(0) 6= 0.

124



Caṕıtulo 6

Contato com planos

6.1 Introdução

Neste caṕıtulo consideramos o contato de hipersuperf́ıcies com planos. Neste caso temos

uma famı́lia a quatro parâmetros de aplicações IR3, 0 → IR2, 0. Seguimos os mesmos

passos de Bruce e Nogueira em [16] e de Nogueira em [39], onde o contato de superf́ıcies

em IR4 com planos foi estudado. Bruce e Nogueira definem a famı́lia de projeções em IR2

como:

Π : IR4 ×G(2, 4) → IR2

(p, u) 7→ (< p, a >,< p, b >)

onde a e b são vetores linearmente independentes (os quais podemos supor unitários) que

geram o plano u ∈ G(2, 4), e G(2, 4) é a Grassmaniana de 2-planos em IR4. Observemos

que o plano ortogonal a u é o núcleo da aplicação Π.

A prinćıpio nos parece que esta famı́lia é de seis parâmetros. Mas foi mostrado em

[39] que Πu não depende dos vetores a e b, e sim do plano u. De fato, dado dois pares de

geradores a, b e a′, b′ do plano u, podemos escrever a = αa′ + βb′ e b = γa′ + δb′. Então:

(< p, a >, < p, b >) = (α < p, a′ > +β < p, b′ >, γ < p, a′ > +δ < p, b′ >).

Denotando por U, V as coordenadas do plano u e fazendo a mudança de coordenadas

Ū = δU − βV

V̄ = αV − γU

temos
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(< p, a >, < p, b >) ∼ (αδ − βγ)(< p, a′ >,< p, b′ >).

Como αδ − βγ 6= 0, pois a e b são linearmente independentes, temos que

(< p, a >,< p, b >) ∼ (< p, a′ >,< p, b′ >).

Portanto Πu depende somente do plano u, isto é, a famı́lia Π de IR4 × G(2, 4)/∼ é de 4

parâmetros.

Restringindo agora a aplicação Π à hipersuperf́ıcie M , obtemos uma famı́lia de

aplicações Π : M × G(2, 4) → IR2 que mede o contato de M com planos em IR4. Mais

precisamente, dado u ∈ G(2, 4), a aplicação Πu quando restrita a M mede o contato entre

M e o plano que é o complemento ortogonal do plano u.

Seja p ∈ M , por mudanças de coordenadas sempre podemos identificar p com a origem

e fixar coordenadas locais (x, y, z, w) em p = (0, 0, 0, 0), tal que o eixo-w seja normal a

M em p, e o espaço-(x, y, z) seja o espaço tangente a M em p. Assim podemos escrever

M na forma de Monge, isto é, como um gráfico de uma função w = f(x, y, z), tal que

f = fx = fy = fz = 0 em (0, 0, 0). Logo, Π|M é dada por:

Π : M ×G(2, 4) → IR2

((x, y, z, f(x, y, z)), u) 7→ (< (x, y, z, f(x, y, z)), a >, < (x, y, z, f(x, y, z)), b >)

O ponto p = (0, 0, 0) é singularidade de Πu, isto é, o rank de DpΠ não é máximo se, e

somente se, o ortogonal de u está contido em TpM , pois o ortogonal de u é o núcleo de Π,

e a dimensão de TpM e do ortogonal de u são respectivamente, três e dois. Temos então

uma singularidade de corank 1, ou seja, a dimensão da imagem de Π é um. Sendo assim

os vetores geradores do plano de projeção singular u devem ser tomados como um vetor

a do espaço tangente e um vetor b normal a M em p. Podemos então fixar o vetor b que

pode ser escolhido como o vetor unitário (0, 0, 0, 1). Como o vetor gerador a pertence ao

espaço TpM =< (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) > então a = (a1, a2, a3, 0). Neste caso,

podemos parametrizar todos os planos de projeções singulares pela esfera S2, assim cada

plano de projeção singular será gerado por um vetor de S2 e pelo vetor (0, 0, 0, 1).

Daremos agora, uma forma simples para a famı́lia de projeções. Escolhemos um plano

fixo, u0, gerado pelos vetores a = (1, 0, 0, 0) e b = (0, 0, 0, 1). Os vetores (1, ᾱ1, β̄1, γ̄1) e

(ᾱ2, β̄2, γ̄2, 1) geram todos os planos perto do plano u0. Para facilitar as contas, pode-

mos pegar outros representantes destes planos, por exemplo, os vetores (1, β1, γ1, 0) e

(0, β2, γ2, 1). Sabemos que vetores da forma (1, β1, γ1, 0) e (0, β2, γ2, 1) são vetores linear-

126



mente independentes então só precisamos provar que sempre existem vetores desta forma

que pertencem ao plano gerado por (1, ᾱ1, β̄1, γ̄1) e (ᾱ2, β̄2, γ̄2, 1). Para isto, basta tomar

ξ1 = ξ4 = 1/(1− ᾱ2γ̄1), ξ2 = −γ̄1/(1− ᾱ2γ̄1), e ξ3 = −ᾱ2/(1− ᾱ2γ̄1). Então teremos

ξ1(1, ᾱ1, β̄1, γ̄1) + ξ2(ᾱ2, β̄2, γ̄2, 1) = (1, (ᾱ1 − γ̄1β̄2)/(1− ᾱ2γ̄1), (β̄1 − γ̄1γ̄2)/(1− ᾱ2γ̄1), 0),

ξ3(1, ᾱ1, β̄1, γ̄1) + ξ4(ᾱ2, β̄2, γ̄2, 1) = (0, (β̄2 − ᾱ2ᾱ1)/(1− ᾱ2γ̄1), (γ̄2 − β̄1ᾱ2)/(1− ᾱ2γ̄1), 1),

onde (1 − ᾱ2γ̄1) 6= 0 pois α2 e γ1 são valores próximos do zero. Então, o plano gerado

por (1, ᾱ1, β̄1, γ̄1) e (ᾱ2, β̄2, γ̄2, 1) é também gerado pelos vetores (1, β1, γ1, 0) = (1, (ᾱ1 −
γ̄1β̄2)/(1−ᾱ2γ̄1), (β̄1−γ̄1γ̄2)/(1−ᾱ2γ̄1), 0) e (0, β2, γ2, 1) = (0, (β̄2−ᾱ2ᾱ1)/(1−ᾱ2γ̄1), (γ̄2−
β̄1ᾱ2)/(1− ᾱ2γ̄1), 1).

Logo a aplicação Π restrita a M pode ser reescrita, na vizinhança da origem, como:

Π : IR3 × IR4 → IR2

((x, y, z, β1, γ1, β2, γ2) 7→ (x + β1y + γ1z, β2y + γ2z + f(x, y, z))

Obtemos as condições necessárias e suficientes para que Πu0 , tenha singularidades

simples genéricas de codimensão menor ou igual a 2. Estudamos os tipos de singularidades

que podem ocorrer em um ponto de M variando o plano de projeção. Mostramos as

condições para que a famı́lia Π seja um desdobramento versal das singularidades de Ae-

codimensão menor ou igual a dois de Πu0 .

6.2 As singularidades simples de codimensão ≤ 2 da

projeção em planos

Fixando u0 gerado pelos vetores a = (1, 0, 0, 0) e b = (0, 0, 0, 1), temos Πu0(x, y, z) =

(x, f(x, y, z)), um germe de corank 1 de uma aplicação IR3, 0 → IR2, 0. Observemos que

as singularidades de Π não são alteradas por mudanças de coordenadas na fonte e na

meta. Portanto, estamos interessados nas A-órbitas de germes de IR3, 0 → IR2, 0.

As singularidades que podemos esperar dos membros da famı́lia Π são as de codimensão

≤ 4, que é a dimensão do seu espaço de parâmetros. Este fato é uma consequência direta

do teorema de transversalidade de Montaldi [37], pois a famı́lia Π é A-versal. Estas

singularidades são listadas nos Teoremas 5.2 e 5.4.

Para nossa tese, devido a complexidade das contas, restringimos-nos ao estudo da

geometria das singularidades simples de Πu de codimensão ≤ 2. A proposição a seguir

mostra as condições sobre os coeficientes da expansão de Taylor de f em (0, 0, 0), quando
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Πu0 = (x, f(x, y, z)) tem as singularidades de Ae-codimensão ≤ 2 listadas no Teorema 5.2.

Para simplificar as condições, vamos considerar os novos coeficientes de f , na projeção,

após a mudança de coordenada z = z − 1
2a3

(a5x + a6y), necessária para escrevermos o

2-jato de f como a1x
2 + a2y

2 + a3z
2 + a4xy, onde a3 6= 0. Escrevemos então o 7-jato de

f como:

j7(f) = a1x
2 +a2y

2 +a3z
2 +a4xy + b1x

3 + b2x
2y + b3xy2 + b4y

3 + b5y
2z + b6yz2 + b7z

3 +

b8z
2x+b9zx

2+b10xyz+c1x
4+c2x

3y+c3x
2y2+c4xy3+c5y

4+c6y
3z+c7y

2z2+c8yz3+c9z
4+

c10z
3x+ c11z

2x2 + c12zx
3 + c13x

2yz + c14xy2z + c15xyz2 +d1x
5 +d2x

4y +d3x
3y2 +d4x

2y3 +

d5xy4 + d6y
5 + d7y

4z + d8y
3z2 + d9y

2z3 + d10z
4y + d11z

5 + d12z
4x + d13x

2z3 + d14x
3z2 +

d15x
4z + d16x

3yz + d17x
2y2z + d18x

2yz2 + d19xy2z2 + d20xy3z + d21xyz3 + e1x
6 + e2x

5y +

e3x
4y2 + e4x

3y3 + e5x
2y4 + e6xy5 + e7y

6 + e8y
5z + e9y

4z2 + e10y
3z3 + e11y

2z4 + e12yz5 +

e13z
6 + e14xz5 + e15x

2z4 + e16x
3z3 + e17x

4z2 + e18x
5z + e19x

4yz + e20x
3y2z + e21x

3yz2 +

e22x
2y2z2 + e23x

2y3z + e24x
2yz3 + e25xy4z + e26xyz4 + e27xy2z3 + e28xy3z2 +f1x

7 +f2x
6y +

f3x
5y2 + f4x

4y3 + f5x
3y4 + f6x

2y5 + f7xy6 + f8y
7 + f9x

6z + f10x
5z2 + f11x

4z3 + f12x
3z4 +

f13x
2z5+f14xz6+f15z

7+f16y
6z+f17y

5z2+f18y
4z3+f19y

3z4+f20y
2z5+f21yz6+f22x

5yz+

f23x
4y2z +f24x

4yz2 +f25x
3y3z +f26x

3y2z2 +f27x
3yz3 +f28x

2y4z +f29x
2y3z2 +f30x

2y2z3 +

f31x
2yz4 + f32xy5z + f33xy4z2 + f34xy3z3 + f35xy2z4 + f36xyz5.

Na prova da proposição a seguir usamos a k-determinação de cada singularidade, que

são dadas em [45] e [46].

Proposição 6.1 A projeção ortogonal Πu0tem as seguintes singularidades:

3 ⇔ a2 = 0, a3 6= 0, a4 6= 0, b4 6= 0 ;

42 ⇔ a2 = a4 = 0, a3 6= 0, b4 6= 0, b2
3 − 3b2b4 6= 0;

43 ⇔ a2 = a4 = b2
3 − 3b2b4 = 0, a3 6= 0, b4 6= 0, −54c2a3b

3
4 + 27b10b9b

3
4 + 8b3

3c5a3

−2b3
3b

2
5 − 9b3b

2
4b

2
10 + 36b3b

2
4c3a3 − 18b3b

2
4b5b9 + 9b2

3b4b10b5 − 18b2
3b4c4a3 6= 0;

5 ⇔ a2 = b4 = 0, a3 6= 0, a4 6= 0, 4a3c5 − b2
5 6= 0;

6 ⇔ a2 = b4 = 0, 4a3c5 − b2
5 = 0, b6b

2
5 + 4d6a

2
3 − 2c6b5a3 6= 0,

−380b2
3a

2
3b

2
6b

4
5 − 1520b2

3a
4
3c

2
6b

2
5 − 288a2

4c
2
6a

5
3e7 − 60a2

4b
2
6b

5
5b7 + 36c2

7b
4
5a

2
3a

2
4 + 144d2

7b
2
5a

4
3a

2
4 +

5120d2
6a

6
3c4a4− 6080b2

3a
6
3d

2
6 +36a2

4c
4
6a

4
3− 28a2

4b
4
6b

4
5 +576e2

7a
6
3a

2
4 +9b2

7b
6
5a

2
4− 3040b2

3a
4
3b6b

2
5d6 +

1520b2
3a

3
3b6b

3
5c6 − 120b3a

3
3b6b

2
5a4c

2
6 + 96b3a

2
3b

2
6b

3
5a4c6 − 24b3a3b

3
6b

4
5a4 + 96b3a

4
3b6b

2
5e7a4 −

12b3a3b6b
5
5b7a4 + 24b3a

2
3b6b

4
5c7a4 − 48b3a

3
3b6b

3
5d7a4 + 6080b2

3a
5
3d6c6b5 − 96b3a

5
3d6a4c

2
6 +

192b3a
4
3d6a4c6b6b5 − 96b3a

3
3d6a4b

2
6b

2
5 + 384b3a

6
3d6e7a4 − 48b3a

3
3d6b7b

3
5a4 + 96b3a

4
3d6c7b

2
5a4 −

192b3a
5
3d6d7b5a4 + 48b3a

4
3c

3
6b5a4 − 192b3a

5
3c6b5e7a4 + 24b3a

2
3c6b

4
5b7a4 − 48b3a

3
3c6b

3
5c7a4 +

96b3a
4
3c6b

2
5d7a4 − 16a2

4c
3
6a

3
3b6b5 − 104a2

4c
2
6a

2
3b

2
6b

2
5 −
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156a2
4c

2
6a

2
3b7b

3
5 + 184a2

4c
2
6a

3
3c7b

2
5 − 112a2

4c
2
6a

4
3d7b5 + 12a2

4c6a3b
3
6b

3
5 + 576a2

4c6a
4
3b6b5e7 +

216a2
4c6a3b6b

4
5b7 − 240a2

4c6a
2
3b6b

3
5c7 + 96a2

4c6a
3
3b6b

2
5d7 − 288a2

4b
2
6b

2
5e7a

3
3 + 56a2

4b
2
6b

4
5c7a3 +

16a2
4b

2
6b

3
5d7a

2
3−144e7a

3
3a

2
4b7b

3
5+288e7a

4
3a

2
4c7b

2
5−576e7a

5
3a

2
4d7b5−36b7b

5
5a

2
4c7a3+72b7b

4
5a

2
4d7a

2
3−

144c7b
3
5a

3
3a

2
4d7 +320b2

6b
4
5c4a4a

2
3−1280b6b

3
5d6a

3
3b10a4 +2560b6b

2
5d6a

4
3c4a4 +640b6b

4
5c6a

2
3b10a4−

1280b6b
3
5c6a

3
3c4a4 − 2560d2

6a
5
3b10b5a4 + 2560d6a

4
3c6b

2
5b10a4 −

5120d6a
5
3c6b5c4a4 − 640c2

6b
3
5a

3
3b10a4 + 1280c2

6b
2
5a

4
3c4a4 − 160a3b

2
6b

5
5b10a4 − 1024f8a

6
3a

2
4d6 −

256a2
4c

2
6a

4
3b6d6 + 512a2

4c6a
5
3d7d6 − 256a2

4b
3
6b

2
5d6a

2
3 + 512a2

4c6a
3
3b

2
6b5d6 − 512a2

4c6a
4
3c7b5d6 +

384a2
4c6a

3
3b7b

2
5d6 − 512a2

4b6b5d7a
4
3d6 + 512a2

4b6b
2
5c7a

3
3d6 − 384a2

4b6b
3
5b7d6a

2
3 + 32c8b

5
5a3a

2
4b6 +

128c8b
3
5a

3
3a

2
4d6 − 64c8b

4
5a

2
3a

2
4c6 − 64d8b

4
5a

2
3a

2
4b6 − 256d8b

2
5a

4
3a

2
4d6 + 128d8b

3
5a

3
3a

2
4c6 −

256f8a
4
3a

2
4b6b

2
5 + 512f8a

5
3a

2
4c6b5 + 128e14b

3
5a

3
3a

2
4b6 + 512e14b5a

5
3a

2
4d6 − 256e14b

2
5a

4
3a

2
4c6 6= 0;

115 ⇔ a2 = a4 = b4 = 0, a3 6= 0, b3 6= 0, 4a3c5 − b2
5 6= 0, 4c5a3(2b2(2c5a3 − b2

5) + b10b5b3)

−8c5a
2
3c4b3 + b4

5b2 − b3
5b10b3 + 2b2

5c4b3a3 + b6b
2
5b

2
3 + 4d6b

2
3a

2
3 − 2c6b5b

2
3a3 6= 0.

Prova: Dada Πu0 = (x, f(x, y, z)), usamos o Maple para fazermos mudanças de coorde-

nadas na fonte e fizemos também mudanças na meta para tornar (x, f(x, y, z)) equivalente

às formas normais do Teorema 5.2. Assim, descobrimos as condições sobre os coeficientes

da expansão de Taylor de f para identificar as singularidades dos tipos 3, 42, 43, 5, 6 e

115.

Para dar uma idéia dos cálculos, faremos o caso 42. Os outros casos são análogos.

Denotaremos o k-jato de f por Fk. Como 42 é 3-determinada então podemos trabalhar

com o seu 3-jato. Os termos dependentes só de x podem ser eliminados com mudanças de

coordenadas na meta usando a primeira coordenada de (x, f(x, y, z)). Nestes casos temos

que ter a3 6= 0. Temos então no Maple:
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> F2 := a2 ∗ y2 + a3 ∗ z2 + a4 ∗ x ∗ y :

> F3 := b2 ∗ x2 ∗ y + b3 ∗ x ∗ y2 + b4 ∗ y3 + b5 ∗ y2 ∗ z + b6 ∗ y ∗ z2 + b7 ∗ z3 + b8 ∗ z2 ∗ x + b9 ∗ z ∗ x2 + b10 ∗ x ∗ y ∗ z :

Vamos achar as condições sobre os coeficientes ai, bi e ci para termos singularidade 42.

> q := collect(F2 + F3, [x, y, z]) :

Para sumir com x2 ∗ z:

> q := collect(m, [x, y, z]) :

> mtaylor(subs(z = Z − coeff(coeff(coeff(q, x, 2), y, 0), z, 1) ∗ x2/(2a3), q), [x, y, Z], 4) :

Para sumir com y2 ∗ z:

> q := collect(m, [x, y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(Z = z − coeff(coeff(coeff(q, x, 0), y, 2), Z, 1) ∗ y2/(2a3), q), [x, y, z], 4) :

Para sumir com x ∗ y ∗ z:

> q := collect(m, [x, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(z = Z − coeff(coeff(coeff(q, x, 1), y, 1), z, 1) ∗ x ∗ y/(2a3), q), [x, y, Z], 4) :

Para sumir com x ∗ z2:

> q := collect(m, [x, y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(Z = z − coeff(coeff(coeff(q, x, 1), y, 0), Z, 2) ∗ x ∗ z/(2a3), q), [x, y, z], 4) :

Para sumir com y ∗ z2:

> q := collect(m, [x, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(z = Z − coeff(coeff(coeff(q, x, 0), y, 1), z, 2) ∗ y ∗ Z/(2a3), q), [x, y, Z], 4) :

Para sumir com z3:

> q := collect(m, [x, y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(Z = z − coeff(coeff(coeff(q, x, 0), y, 0), Z, 3) ∗ z2/(2a3), q), [x, y, z], 4) :

> q := collect(m, [x, y, z]) :

Precisamos que o coeficiente de y2 seja igual a zero, senão teremos dobra:

> cfy2 := coeff(coeff(coeff(q, x, 0), y, 2), z, 0) :

> s := subs(cfy2 = 0, q) :

Precisamos que o coeficiente de x ∗ y seja igual a zero, senão teremos singularidade do tipo 3:

> q := collect(s, [x, y, z]) :

> cfxy := coeff(coeff(coeff(q, x, 1), y, 1), z, 0) :

> s := subs(cfxy = 0, q) :

Para termos lábios/bicos, precisamos que o novo coeficiente de y3 seja diferente de zero.

> cfy3 := coeff(coeff(coeff(q, x, 0), y, 3), z, 0) :

b4

Portanto, para sumir com xy2 podemos fazer:

> mtaylor(subs(y = Y − coeff(coeff(coeff(q, x, 1), y, 2), z, 0) ∗ x/(3b4), s), [x, Y, z], 4) :

a3z2 + (b2− 1

3

b32

b4
)Y x2 + b4Y 3

Os coeficientes da equação anterior devem ser distintos de zero para termos lábios/bicos. E os novos coeficientes de y2 e de

x ∗ y devem ser nulos:

> simplify(cfy2);

a2

> simplify(cfxy);

a4
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6.3 Estratificação do espaço dos planos singulares

Como vimos anteriormente, um plano de projeção singular u em p ∈ M , pode sem perda de

generalidade, ser gerado por um vetor a de S2 mais o vetor (0, 0, 0, 1). Então estes planos

podem ser identificados com a esfera S2. Vamos então estudar os tipos de singularidades

de Πu, para u ∈ S2.

A hipersuperf́ıcie é dada localmente em p = (0, 0, 0) por (x, y, z, f(x, y, z)). Podemos

fazer uma rotação tal que j2f = a1x
2 + a2y

2 + a3z
2, e então teremos que as curvaturas

principais em p são ki = ai/2, i = 1, 2, 3.

Proposição 6.2 Sejam M dada localmente como (x, y, z, f(x, y, z)), onde j2f = a1x
2 +

a2y
2 + a3z

2 e u = (α1, α2, α3) ∈ S2.

(1) Sobre um ponto eĺıptico de M a projeção Πu : IR3, 0 → IR2, 0 tem singularidade do

tipo dobra em qualquer direção de S2.

(2) No ponto hiperbólico genericamente temos dobra exceto em dois ćırculos onde em cada

ćırculo a singularidade é do tipo cúspide a menos de 0, 2, 4, 6, 8, 10 ou 12 direções onde

ocorrem singularidade rabo de andorinha.

(3) No ponto parabólico (supondo sem perda de generalidade k2 = 0) genericamente temos

dobra, mas no ćırculo dado por α2 = 0 em S2 temos singularidade 42 exceto em 0 ou 2

direções onde temos singularidade 43. Além disso, se k1k3 < 0 temos 2 direções sobre

este ćırculo onde a singularidade é não simples, genericamente do tipo N1.

(4) No ponto umb́ılico parcial genericamente temos singularidade do tipo 42. Temos 0

ou 2 ćırculos com singularidade 43; 0, 1 ou 3 ćırculos com singularidade do tipo 115; 0,

4 ou 12 direções onde a singularidade é do tipo 16 e na direção dada por (0, 1, 0) temos

singularidade do tipo N12.

Prova: Seja a = (α1, α2, α3) ∈ S2. Vamos dividir o estudo de S2 em três casos:

(a) quando α1 6= 0, podemos tomar as direções (α1, α2, α3) que representam S2 menos

o ćırculo de direções (0, α2, α3);

(b) quando α1 = 0 e α2 6= 0 então podemos tomar as direções (0, α2, α3) que representam

o ćırculo de direções que falta em (a), menos a direção (0, 0, α3);

(c) quando α1 = α2 = 0 e α3 6= 0, que representa a direção que falta em (b).

Para o caso (a), a projeção Π = (< (x, y, z, f(x, y, z)), a >, < (x, y, z, f(x, y, z)),

b >) = (α1x + α2y + α3z, f(x, y, z)), onde a = (α1, α2, α3, 0) e b = (0, 0, 0, 1). Fazendo a
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mudança de coordenada X = α1x+α2y +α3z, temos Π = (x, f((x−α2y−α3z)/α1, y, z),

ou seja,

j2Π = (x,
1
α2

1

(a1x
2+(a2α

2
1+a1α

2
2)y

2+(a1α
2
3+a3α

2
1)z

2+2a1α2α3yz−2a1α3xz−2a1α2xy)). (I)

Analisando a parte quadrática q(y, z) = ((a2α
2
1 + a1α2

2)y
2 + 2a1α2α3yz + (a1α

2
3 +

a3α
2
1)z

2)/α2
1 temos


qyy qyz

qyz qzz


 = −4

1

α2
1

(a2a3α
2
1 + a1a3α

2
2 + a1a2α

2
3).

Ou seja, a quadrática q é degenerada se, e somente se,

a2a3α
2
1 + a1a3α

2
2 + a1a2α

2
3 = 0. (II)

Para o caso (b), ou seja, usando as direções (0, α2, α3) com α2 6= 0, a projeção, após

fazer a mudança de coordenada Y = α2y + α3z, é igual a (y, f(x, 1
α2

y − α3

α2
z, z)) cujo

segundo jato é

(y, a1x
2 +

a2

α2
2

y2 − 2a2α3

α2
2

yz +
a2α

2
3 + a3α

2
2

α2
2

z2). (III)

Para o caso (c), ou seja, projetando na direção (0, 0, α3) com α3 6= 0, a projeção Π é

(z, f(x, y, 1
α3

z)) com o 2-jato igual a

(z, a1x
2 + a2y

2 +
a3

α2
3

z2). (IV )

(1) Para o ponto eĺıptico em qualquer direção de S2 a projeção tem singularidade do tipo

dobra, pois a1, a2 e a3 têm os mesmos sinais. Neste ponto, sempre que (α1, α2, α3) 6=
(0, 0, 0), para o caso (a) temos que (II) não vale, ou seja a2a3α

2
1 + a1a3α

2
2 + a1a2α

2
3 6= 0,

e então Π ∼ (x, y2 ± z2); para o caso (b) temos que a1 6= 0 e a2α
2
3 + a3α

2
2 6= 0, e então

por (III), Π ∼ (y, x2 ± z2); e para o caso (c) temos que a1a2 6= 0 e portanto por (IV ),

Π ∼ (z, x2 ± y2) (ver Figura 6.1).

(2) Vamos supor que p é um ponto hiperbólico. No caso (a), se (II) não está satisfeita

sabemos que a singularidade é do tipo dobra (x, y2 ± z2). Vamos supor então que (II)

está satisfeita. Neste caso a equação (II) determina um cone (que chamaremos cone das

cúspides) na origem. Portanto, teremos dois ćırculos de direções (podemos considerar só

um destes ćırculos, pois o outro é o seu simétrico e determina as mesmas direções), que

são determinados pela intersecção do cone com S2, onde a singularidade é pior que dobra.

Sem perda de generalidade, podemos supor que o coeficiente de z2 é diferente de zero,
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~Dobra em qualquer direcao
’

Figura 6.1: Ponto eĺıptico

ou seja, a1α
2
3 + a3α

2
1 6= 0 (já que neste caso não podemos ter simultaneamente os novos

coeficientes de yz, y2 e z2 iguais a zero, senão o ponto seria parabólico), e então a parte

quadrática q(y, z) é um quadrado perfeito:

a1α
2
3 + a3α

2
1

α2
1

(z +
a1α2α3

a1α2
3 + a3α2

1

y)2.

Podemos fazer a mudança de coordenada z = z + a1α2α3

a1α2
3+a3α2

1
y e então teremos

j2Π = (x,
a1α2

3+a3α2
1

α2
1

z2 − 2a1α2

α2
1

xy − 2a1α3

α2
1

x(z − a1α2α3

a1α2
3+a3α2

1
y)). Precisamos que o coeficiente

de xy seja diferente de zero para que a singularidade seja genericamente uma cúspide,

e isto ocorre se, e somente se, a1a3α2 6= 0. Mas isto é sempre verdade pois, o ponto é

hiperbólico. Vejamos, se o novo coeficiente de xy fosse zero, teŕıamos α2 = 0, e então (II)

e a1α
2
3 + a3α

2
1 6= 0 implicaria em a2 = 2k2 = 0, que é absurdo. Então, quando (II) está

satisfeita, nos pontos hiperbólicos podemos sempre reduzir o 2-jato de Π a (x, xy ± z2).

Vamos agora, analisar o novo coeficiente de y3. No caso (a), isto é quando α1 6= 0, pode-

mos fazer α1 = 1 e ficamos com um polinômio de grau 6 em α2, α3:

b4a
3
3 − 2a1α

2
3α2b3a

2
3 − a1α3α

3
2b9a

2
3 − a3

1α
3
3α

3
2b7 + b2α

2
2a

3
3 − 2a2

1α
3
3α2b5a3 + a2

1α
3
3α

2
2b10a3 −

a3
1α

5
3α2b5− a1α3α2b5a

2
3 + a1α

2
3α

2
2b2a

2
3− a2

1α
4
3α2b3a3− a2

1α
2
3α

3
2b8a3 + b4a

2
1α

4
3a3 + a1α3α

2
2b10a

2
3

+a3
1α

4
3α

2
2b6 + a2

1α
2
3α

2
2b6a3 − b1α

3
2a

3
3 − b3α2a

3
3 + b4a

3
1α

6
3 + 3b4a1α

2
3a

2
3.

Logo sobre o ćırculo (curva de grau 2 dada pela intersecção do cone e S2) teremos

0, 2, 4, 6, 8, 10, ou 12 direções (dadas pela interseção da curva de grau 2, dada pelo novo

coeficiente de y2 igual a zero, com a curva de grau 6 dada pelo novo coeficiente de y3 igual

a zero) onde a singularidade pode ser do tipo rabo de andorinha. Nas outras direções

deste ćırculo, isto é onde o polinômio de grau 6 dado acima é diferente de zero, teremos

sempre uma cúspide. Vamos analisar o caso (b), ou seja, a projeção na direção (0, α2, α3)

com α2 6= 0. Se k2k3 > 0 teremos sempre dobra, pois novamente, o novo coeficiente de z2
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é diferente de zero. Mas se k2k3 < 0, teremos dobra exceto em duas direções onde o coefi-

ciente de z2 é nulo, α3 = ±
√

−a3α2
2

a2
. Neste caso, estas direções estão sobre os dois ćırculos

que são a interseção do cone dado por (II) com S2. Nestas direções genericamente temos

singularidade do tipo cúspide, como já vimos anteriormente. Para o caso (c) temos que

a1a2 6= 0 e portanto Π ∼ (z, x2 ± y2)(ver Figura 6.2).

 10 ou 12 direcoes com singula-
’

Cuspide a menos de 0, 2 , 4, 6, 8, 

 ridade rabo de andorinha

 10 ou 12 direcoes com singula-
’

Dobra

  
~

  ~     

Cuspide a menos de 0, 2 , 4, 6, 8, 

 ridade rabo de andorinha

Figura 6.2: Ponto hiperbólico

(3) Vamos supor agora que p é um ponto parabólico. Sem perda de generalidade, podemos

supor que k2 = a2

2
= 0. Vamos ver o que acontece no caso (a). Se (II) não está

satisfeita então teremos sempre singularidade do tipo dobra. Agora, suponha que (II)

está satisfeita. Neste caso, a equação (II) determina um plano que contém a origem.

Portanto, teremos um ćırculo de direção determinado pela interseção do plano com S2,

onde a singularidade é pior que dobra. Como a2 = 0, então por (II) teremos que α2 = 0,

conseqüentemente temos que os novos coeficientes de y2 e de yz são nulos. Sem perda

de generalidade, podemos fazer α1 = 1. Supondo que o novo coeficiente de z2 é distinto

de zero, ou seja, a1α
2
3 + a3 6= 0, e que o novo coeficiente de y3, b4, é diferente de zero,

após mudanças de coordenadas temos que j3f = 1
3(a1α2

3+a3)2b4
(3α2

3a
2
1b4b6−α2

3a
2
1b

2
5− b2

3a
2
3 +

3b4b2a
2
3−2α3a1b5b3a3+3α3a1b4b10a3)x

2y+b4y
3+(a1α

2
3+a3)z

2. Ou seja, genericamente, no

ćırculo dado pelo plano α2 = 0 interseção com S2, temos singularidade 42. Se o coeficiente

de x2y for nulo teremos singularidade do tipo 43, e isto acontece em 0 ou 2 direções deste

ćırculo. Por outro lado, se o coeficiente de z2 for nulo, e isto acontece em duas direções

(1, α3) com α3 = ±
√

−a3

a1
se a1a3 < 0 (isto é k1k3 < 0), teremos o dois jato da projeção

equivalente a (x, xz) e portanto a singularidade será genericamente do tipo N1. Para o

caso (b), onde α1 = 0 e α2 6= 0, com a2 = 0, temos j2Π = (y, a1x
2 + a3z

2). Logo a

singularidade é do tipo dobra já que a1a3 6= 0. Para o caso (c), se a2 = 0, temos que

j2Π = (z, a1x
2 + a3

α2
3
z2), então genericamente teremos a singularidade 42 já que a1 6= 0 e
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z2 pode ser eliminado com mudança de coordenadas na meta (ver Figura 6.3).

42

Dobra

a   a   > 03
a   a   < 03

1
1

Dobra

   singularidade 4 3

  ~  0 ou 2 direcoes com
  ’

sobre o circulo 2 direcoes com
’

sobre o circulo

42

  ~     

nao simples
singularidade

~

Figura 6.3: Ponto parabólico

(4) Vamos ver o que acontece se o ponto é umb́ılico plano parcial. Suponha sem perda de

generalidade que a1 = a3 = 0 com a2 6= 0. Após a projeção com α1 6= 0 e após mudanças de

coordenadas teremos (x, a2y
2+ (b9α1−3b1α3)

α3
1

x2z+
b8α2

1+3b1α2
3−2b9α3α1

α3
1

xz2+ 1
α3

1
(−b1α

3
3−b8α3α

2
1+

b9α
2
3α1 + b7α

3
1)z

3). Se o coeficiente de z3, for diferente de zero, então teremos uma singu-

laridade do tipo 42, basta fazer a mudança de coordenada z = Z− coef(xz2)x/3coef(z3).

Após esta mudança de coordenadas para eliminar xz2 temos que o novo coeficiente de x2z

é nulo se, e somente se, (−3b1b8+b2
9)α

2
3 +(9b1b7−b9b8)α1α3+(b2

8−3b9b7)α
2
1 for nulo. Tere-

mos então 0 ou 2 planos de soluções, que passam pela origem (α1, α2, α3) = (0, 0, 0), para

esta equação. Cada plano intercepta a esfera de direções em 1 ćırculo, ou seja, nas direções

destes ćırculos teremos singularidade 43 (ver Figura 6.4). Mas se o coeficiente de z3 for

zero, teremos 0, 1 ou 3 planos de soluções que também passam por (α1, α2, α3) = (0, 0, 0).

Cada plano intercepta a esfera de direções em 1 ćırculo, onde a singularidade é do tipo

115. Se tivermos também o coeficiente de xz2 igual a zero, onde temos 0 ou 2 planos

cortando a esfera S2, as intersecções destes dois ćırculos com os ćırculos resultantes do

coeficiente de z3 igual a zero, nos dão genericamente, 0, 4 ou 12 pontos onde a singular-

idade é do tipo 16. Para o caso (b) onde α1 = 0 e α2 6= 0, se tivermos também α3 6= 0

então j3Π = (y, a2α
2
3z

2/α2
2+(3b1b8−b2

9)xy2/(3b1α
2
3)+b1x

3), ou seja, teremos singularidade

do tipo 42. Se α3 = 0 então j2f = 0 e então teremos genericamente a singularidade não

simples N12. Observamos que neste caso o plano ortogonal a u =< (0, 1, 0, 0), (0, 0, 0, 1) >

é o plano de direções assintóticas. Para o caso (c) temos a singularidade do tipo 42 já que

o segundo jato da projeção é equivalente a (z, y2).

Portanto, fora de 0, 1 e 3 ćırculos referentes ao coeficiente de z3 igual a zero e de 0 e 2

ćırculos referentes ao coeficiente de xz2 igual a zero, teremos a singularidade lábios/bicos
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exceto na direção dada por (0, 1, 0) onde temos a singularidade N12. Isto é, exceto nos

dois pontos (0, 1, 0), (0,−1, 0) e fora de 0, 1, 2, 3, ou 5 ćırculos da esfera acontece a

singularidade 42.

42

N
12

3 5do tipo 4  , 11  , ou 16

Em 0, 1, 2, 3 ou 5 circulos de S
2

N 12

podem acontecer singularidades

Figura 6.4: Ponto umb́ılico plano parcial

6.4 Desdobramento versal das singularidades simples

de codimensão ≤ 2

Nesta seção, procuramos as condições sobre os coeficientes da expansão de Taylor de f ,

para Π ser uma deformação versal de Πu0 = (x, f(x, y, z)), nos casos em que Πu0 possui

uma singularidade simples de codimensão ≤ 2.

A famı́lia de aplicações projeções de IR3 → IR2, Π : M × G(2, 4) → IR2 é uma

deformação da aplicação Πu0 = (x, f(x, y, z)). Em coordenadas locais

Π(x, y, z, u) = (x + β1y + γ1z, β2y + γ2z + f(x, y, z)),

onde a = (1, β1, γ1, 0) e b = (0, β2, γ2, 1). Fazendo a mudança de coordenada X =

x + β1y + γ1z, teremos Πu(x, y, z) = (x, β2y + γ2z + f(x− β1y − γ1z, y, z)). Portanto

.

Πγ1= (0,−zfx),
.

Πβ1= (0,−yfx),
.

Πγ2= (0, z), e
.

Πβ2= (0, y).

Temos então o seguinte resultado:
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Proposição 6.3 A famı́lia de aplicações projeções Π é um desdobramento versal das

singularidades simples de codimensão ≤ 2 quando:

42 : sempre;

43 ⇔ b3b5(27b1b
2
4 − b3

3) 6= 0;

5 : sempre;

6 ⇔ b5(2(a3b3b6 − a4a3c7) + 3b5a4b7)(2a3(2d6a3 − b5c6) + b2
5b6) 6= 0 e φ(ai, bi, ci, ci, ei, fi)

6= 0;

115 ⇔ −8a3c5b3b10 − 4a3c5b5b2 + 4a3b
2
3c6 + 6a3c4b5b3 + 3b3

5b2 − 4b5b
2
3b6 − b10b3b

2
5 6= 0.

Onde a expressão do polinômio φ é igual a

−280a3
3a4b65b23b10c6 − 1120a3

3b6d6b3a2
4b55b10 − 2800a3

3b6b3a4b65b10c6 + 2240a3
3b6b3a3

4b45d7c6 − 1008a3
3b6b3a2

4b55c6c4 −

2240a3
3b6d6a3

4b45b10c6−112a3
3b6a3

4b45c26c4 +112a3
3b6a3

4b55d7c4−1344a3
3b6a4

4b45c7e7 +2800a4
3b3a4b55c26b10−1904a4

3b3a3
4b35c26d7−

1344a4
3b3b45a3

4c7e7 + 784a4
3b3a2

4b45c26c4 − 672a4
3b3a3

4b45d2
7 + 2688a4

3a4
4b35c7c6e7 + 448a4

3a3
4b45d7c6c4 − 1344a4

3b26a3
4b45c4 +

2688a4
3b6b35d7a4

4e7−4032a4
3b6a4

4b25c26e7−1344a4
3b6a3

4b45b10c6−1344a4
3b6a3

4b45c4e7+560a4
3b6b3a2

4b55b10−5600a4
3b6b3a2

4b45d7c6+

1344a4
3b6b3a3

4b35c6e7+5600a4
3b6b3a4b55c6c4−1680a3

3d6a3
4b55c8b3−672a3

3b6a2
4b55b23d7−5600a3

3b6d6a2
4b65b2−1120a3

3b6d6a4
4b45d8−

560a3
3b6b3a3

4b55e14 − 1400a3
3b26b3a4b65c4 + 1400a3

3b26b3a2
4b55d7 + 1344a3

3b26a4
4b35c6e7 + 952a3

3b6a4
4b45e14c6 + 168a3

3b6a3
4b55c6d5 +

728a3
3b6a4

4b35c26d7 + 3920a3
3b6d6a3

4b55c14 + 3360a3
3b26d6b35d7a4

4 − 280a3
3b6a4b65b23c4 − 560a3

3d6a3
4b55c7b10 + 1680a3

3d6a4
4b45d7b7 −

840a3
3d6a4

4b45c8c6 + 6440a3
3d6a3

4b55c6b8 − 1680a3
3d6a3

4b55b7c4 + 336a3
3b3a2

4b65c7c4 − 1120a3
3b3a3

4b55c6d8 + 1008a3
3b3a3

4b55c7d7 −

392a3
3b3a2

4b55c26b10 + 1008a3
3b3a3

4b55b7e7 + 336a3
3b3a2

4b65d7b10 − 280a3
3a3

4b55d7b10c6 − 1008a3
3a4

4b45c6b7e7 − 2240a3
3b26d6a3

4b45c4 −

784a3
3a3

4b55c7c6c4−672a3
3a4

4b45c7d7c6+1792a3
3a3

4b55c26c14−224a4
4b65c7b36−336a2

3a4
4b65c7d8+140a2

3b6a3
4b65d7b10+280a2

3b6a4
4b65e15+

84a3b3a2
4b85b7b10 − 84a3a3

4b85b7c14 − 280a3a4
4b75c9c6 − 10a2

3a4
4b75c15c6 + 168a2

3a3
4b75d7b8 + 168a2

3a4
4b55c8c26 + 168a2

3a3
4b75b7d5 −

168a2
3a4

4b65b7e14−504a2
3a4

4b65d7c8 +168a2
3a3

4b75c7c14−1736a2
3a3

4b65c26b8 +420a2
3a4

4b65d9c6 +560a2
3d6a4

4b65c9−336a2
3b26a4

4b55e14−

112a2
3b6a4

4b55c6d8 − 1904a2
3b6a3

4b65c6c14 + 700a2
3b26b3a4b75b10 + 224a2

3b6a3
4c7b65c4 + 2800a2

3b6a2
4b75b2c6 + 980a2

3b6a3
4b55b10c26 −

140a2
3b6a3

4b75d20− 2800a3
3a2

4b65b2c26 +336a3
3a4

4b45c26d8− 336a3
3a3

4b65e7b8 +20a3
3d6a4

4b65c15− 840a3
3d6a4

4b55d9 +280a3
3a3

4b65d20c6 +

336a3
3a3

4b65b10b7−336a3
3a3

4b65d7c14 +336a3
3a4

4b55c7e14−336a3
3a3

4b65c7d5−560a3
3a4

4b55e15c6−784a3
3b6b45d2

7a4
4 +672a3

3b26a3
4b55b10−

280a3
3b6a4

4b55f16 + 280a3
3b6a3

4b65e6 + 504a2
3b6a4

4b55c7d7 + 1680a2
3b6d6a4

4b55c8 + 140a2
3b6a4b75b23b10 + 560a2

3b6b3a3
4b65d8 +

504a2
3b6b3a2

4b65b10c6 − 3640a2
3b6d6a3

4b65b8 − 896a2
3b26b3b55a3

4d7 + 224a2
3b26b3a2

4b65c4 − 840a2
3b26a4

4b45d7c6 + 672a2
3b26a3

4b55c6c4 +

420a2
3d6a3

4b65b10b7 − 2240a4
3b6d6b3b35d7a3

4 + 560a4
3d6a4b55b23b10 + 2240a4

3b6d6a3
4b35c6c4 + 672a3

3a4
4b55d7d8 + 1008a3

3a4
4b55c8e7 −

1120a3
3a3

4b45c36b10−84a3a3
4b85c7b8−112a3b26b3a2

4b75b10+252a3a4
4b75c8c7+168a3a4

4b75d8b7−420a3b6b3a3
4b75c8+84a3b6a4

4b65b7d7−

546a3b6a4
4b65c8c6 − 210a3b26a3

4b65b10c6 − 140a3b6a3
4b75c7b10 + 1862a3b6a3

4b75b8c6 − 252a3b6a3
4b75b7c4 − 700a3b26a2

4b85b2 −

224a3b36a3
4b65c4 + 462a3b26a3

4b75c14 − 210a3a3
4b75b7b10c6 + 168a3b36b55d7a4

4 + 5a3b6a4
4b85c15 − 210a3b6a4

4b75d9 + 56a3b26a4
4b65d8 −

3360a4
3b6d6a4

4b25d7c6 +1344a4
3b6a2

4b45e7b23 +2240a4
3b6d6b3a2

4b45c4−168a2
3b3a2

4b75c7b10 +840a2
3b3a3

4b65c8c6−168a2
3b3a2

4b75b7c4−

672a2
3b3a3

4b65b7d7+672a2
3a3

4b65b7c6c4+280a2
3a3

4b65c7b10c6+168a2
3a4

4b55b7d7c6+56a2
3b26a3

4b65d5+168b75a3
4b26b3b7−42a4

4b75b7c7b6−

126a4
4b65b7b26c6 + 126b75a4

4b27c6 + 5600a4
3b6d6b3a4b55b10 + 1120a4

3d6b3a2
4b45c6b10 − 560a4

3d6a3
4b55d20 − 672a4

3b3a2
4b55d7c4 +

1120a4
3b3a3

4b45c6e14+5040a4
3d6a3

4b35c26b10−6720a4
3d6a3

4b45c6c14+2240a4
3d6a3

4b45c7c4+560a4
3d6a3

4b45d7b10+11200a4
3d6a2

4b55b2c6−
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3360a4
3d6a4

4b35d7c7+2240a4
3d6b3a3

4b45d8−672a4
3b3a2

4b55e7b10−16800a4
3d6b3a2

4b45b7c6−2240a4
3a3

4b35c7d6c6b3+336a3a3
4b65b26b3c7+

1050a3b26b3b7a2
4b75+952a3a4

4b55c7b26c6−168a3b6a2
4b75b23b7+112a2

3a4
4b55c27c6−84a2

3a4
4b45b7c36+224a3b65a2

4b36b23−336a3a3
4b55b36b3c6−

1008a2
3a4

4b45c7c26b6 − 840a2
3b55a4

4c7b7d6 + 168a2
3a2

4b65b7c6b23 − 336a2
3b3a3

4b65c27 − 896a2
3a3

4b55c7b6c6b3 − 84a2
3a3

4b55b7c26b3 −

1120a3b36a4
4b45c26 − 504a3a3

4b65b7b6c6b3 − 56a3a4
4b65c27b6 + 420a3a4

4b55b7c26b6 + 420a3a3
4b75b7c7b3 − 168a3a4

4b65b7c7c6 −

1232a2
3a2

4b55b26b23c6 + 1568a2
3a3

4b45b26b3c26 − 1400a2
3b26b3c7a2

4b65 + 1736a2
3b26a4

4b35c36 + 1008a2
3b26a4

4b55b7 + 1680a2
3a3

4b55b7b6b3d6 −

840a2
3a4

4b45b7b6c6d6 + 336a2
3b6a2

4b65b23c7 − 4200a2
3b6b3a2

4b65b7c6 + 840a3
3b6b3b7a3

4b55 − 2688a3
3a3

4b35b6b3c36 − 728a3
3b6a4

4b25c46 −

1344a3
3b6a4

4b45c6b7 + 1120a3
3b45a4

4c27d6 − 336a3
3a2

4b55c7c6b23 + 4200a3
3b3a2

4b55b7c26 + 1120a3
3a3

4b45c7c26b3 + 5600a3
3b6b3a2

4b55c7c6 −

1680a3
3a4

4b55c7b7 + 2240a2
3b36a4

4b35c6d6 + 1400a2
3b36a2

4b55c6b3 − 2240a2
3a4

4b45c7b26d6 − 280a2
3b26a4b65b33 + 504a2

3a4
4b65b27 −

7000a3
3b26b45c26a2

4b3 − 1344a3
3b26a4

4b45c7 + 8400a3
3b6d6a2

4b55b7b3 + 3360a3
3a4

4b35c7b6c6d6 + 840a3
3b6a4b55c6b33 + 1792a3

3a2
4b45b6b23c26 −

5600a4
3b3a2

4b45c7c26 + 336a4
3a4

4b35b7c26 + 1344a3
3a4

4b35c6b36 + 2240a3
3a2

4b45b26b23d6 − 6720a3
3b26d6a4

4b25c26 + 1344a4
3b6c6a4

4b35c7 −

560a4
3a4b45c26b33 − 784a4

3a2
4b35b23c36 +

672a4
3b23a2

4b55b7 − 1680a4
3b3a3

4b45c6b7 + 1456a4
3b3a3

4b25c46 − 11200a4
3b6d6b3a2

4b45c7 + 5600a4
3b6d6c36a4

4b5 − 5600a4
3b6b55c6b33 +

11200a4
3b6b3a2

4b35c36 − 1120a4
3b6b3b45c7a3

4 + 2240a5
3b3a3

4b35c7c6 − 5600a5
3b3a2

4b25c46 + 11200a4
3b26b35a2

4b3c6d6 + 1344a4
3b26a2

4b45b23 −

4032a4
3b26a4

4b25c26 − 1344a5
3a2

4b45c7b23 + 1120a4
3b26a3

4b35c6b3 − 1120a4
3b6d6b45a4b33 − 4480a4

3a2
4b35b6b23d6c6 + 2240a4

3a3
4b25b6b3d6c26 +

1344a4
3c27a4

4b45 + 1120a5
3d6b35a4c6b33 + 2240a5

3d6b25a2
4c26b23 − 2240a5

3d6c36a3
4b5b3 + 22400a5

3d6b3a2
4b35c7c6 + 3360a5

3d6b3a3
4b35b7 +

5600a5
3b45c26b33 + 1400a3

3b26b65b33 − 112a4
3c56a4

4b5 − 4480a7
3a3

4b3d6c26 + 22400a6
3b6c6a2

4b5b3d2
6 + 4480a6

3b6c6a3
4b5b3d6 −

22400a6
3b25c7a2

4b3d2
6 − 3360a5

3b6b25c26a3
4b3 + 4032a5

3b6c36a4
4b5 + 16800a5

3b35b7a2
4b3d2

6 − 1120a5
3d6c46a4

4 − 33600a5
3b6d6b25a2

4c26b3 +

1120a5
3b6b45a4b33 − 2688a5

3b6a2
4b35c6b23 − 22400a6

3d6b35c6b33 − 4480a6
3d6b3c7a3

4b25 + 22400a6
3d6b3b5c36a2

4 − 2240a6
3b35a4c6b33 +

1344a6
3b25a2

4c26b23 − 22400a7
3d2

6c26a2
4b3 + 4480a7

3d6a4b25b33 + 2240a6
3c36a3

4b5b3 + 11200a5
3b6d6b45b33 + 22400a7

3d2
6b25b33 −

1344a6
3c46a4

4 − 126a3
4b85b27b3 + 224a4

4b55c6b46 + 42a3
4b95b7b8 − 126a4

4b85b7c8 + 140b6a4
4b85c9 + 168b26a4

4b75c8 − 476b26a3
4b85b8 +

2688a6
3b25d2

7a4
4 + 5376a7

3c26a4
4e7 + 5376a7

3b25c4a3
4e7 − 5376a6

3b6c6a4
4b5e7 + 11200a6

3d2
6b3a4b35b10 − 22400a6

3d6b3a2
4b25d7c6 +

2240a6
3d6b3a2

4b35b10 + 22400a6
3d6b3a4b35c6c4 + 2688a6

3b23a2
4b35d7 + 560a4

3a4
4b45c6f16 + 672a4

3a3
4b55e7c14 − 672a4

3a3
4b55b7c4 −

224a4
3a3

4b45d5c26+896a4
3a4

4b35d72c6+2688a4
3a4

4b45d7b7−672a4
3a3

4b55c7b10+1120a4
3d6a4

4b45e15−5600a4
3a3

4b45b8d2
6+1344a4

3b26b35d7a4
4+

560a4
3a4b55b23c6c4 + 672a4

3a2
4b45b23d7c6 − 1120a4

3b6d6a3
4b45d5 + 105b6a3

4b85b7b10 − 896a4
3a4

4b35c26e14 − 1344a4
3a4

4b54d8e7 −

560a4
3a3

4b55c6e6 − 672a4
3a4

4b54d7e14 − 336a4
3a3

4b53c36c4 + 224a4
3a4

4b52d7c36 + 672a4
3a3

4b55d7d5 + 2240a6
3b3a2

4b53c6c4 −

2240a6
3b3a3

4b52d7c6 + 5376a6
3c7a4

4b52e7 − 2688a6
3b53c4a3

4d7 − 2688a6
3a3

4b53e7b10 − 1344a6
3b5d7a4

4c26 − 1344a6
3a3

4b52c26c4 −

4032a5
3a4

4b53b7e7 − 4032a5
3a4

4b53d7c7 + 1344a5
3a4

4b53e14e7 + 2688a5
3c36a4

4b5e7 + 22400a7
3d2

6b3b5d7a2
4 − 22400a7

3d2
6b3b52c4a4 −

4480a7
3d6b3b52c4a2

4+4480a7
3d6b3b5d7a3

4−5376a7
3b52a2

4e7b32−5376a7
3b5d7a4

4e7−2240a5
3d6b3a3

4b53e14−1120a5
3d6a4b54b32c4+

4480a5
3d6b3a3

4b52d7c6 − 5600a5
3d2

6a3
4b52b10c6 − 11200a5

3d6b3a4b54c6b10 + 1344a5
3b3a2

4b45c4e7 − 1120a35b3a42b45c6b10 −

5600a35b3a4b45c26c4 − 1344a35b3a43b25c26e7 +

1344a35b3a43b35d7e7 + 5600a35b3a42b35c26d7 − 1344a35b23a42b35c6e7 − 4032a35a44b25d7c6e7 + 1344a35a43b35c6c4e7 +

5600a35d2
6a43b35c14 + 1120a35d6a43b45e6 + 2240a35d6b25d2

7a44 − 1120a35d6a44b35f16 −

11200a35b6d6b3a4b45c4 + 1120a35b6b3b35d7a43 − 1120a35b6b3a42b45c4 + 2688a35b6a43b35c6c4 + 1120a35d6a43b35d5c6 −

1120a35d6b5d7a44c26 − 2240a35d6b35c4a43d7 − 2240a35d6b3a42b35c6c4 + 1344a35a43b45d7b10 − 1344a35a43b45d5e7 +
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672a35a43b35c26b10 + 1344a35a43b45c7c4 − 11200a35d2
6a42b45b2 + 1120a35d6a44b25e14c6 + 11200a35b6d6b3a42b35d7

Prova: Não apresentamos aqui os cálculos para esta demonstração. A idéia é usar o

Teorema 1.15 e a Observação 1.17, isto é, devemos mostrar que

jk
{

TAeΠ + IR
{ .

Πγ1 ,
.

Πβ1 ,
.

Πγ2 ,
.

Πβ2

}}
= Jk(E(3, 2))

onde k é o grau de determinação de Πu0 .

Nos casos 42 e 5 podemos usar os Teoremas 5.18 e 5.20 para demonstrar as afirmações

desta proposição. Suponha Πu(x, y, z) = (x, β2y + γ2z + f(x − β1y − γ1z, y, z)) tal que

Πu0 tem singularidade lábios/bicos na origem. Temos que o conjunto ΣΠ é sempre regular

(isto segue de contas que não apresentamos aqui) e portanto como no Teorema 6.3, Π é

sempre um desdobramento versal da singularidade lábios/bicos. Suponha agora que Πu0

tem uma singularidade rabo de andorinha na origem. Mostramos que o conjunto Σ1,1
Π

é sempre uma curva regular e portanto como no Teorema 6.3, pelo Teorema 5.20, Π é

sempre um desdobramento versal da singularidade rabo de andorinha.
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algebras, Publications Mathématiques, 37 (Institut des Hautes Etudes Scientifiques,

Paris, 1970), 223-248.
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