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RESUMO

O objetivo desta tese é estudar a geometria diferencial plana local de uma hipersu-
perficie regular M em IR*, usando a teoria de singularidades. Esta geometria é obtida
através do estudo do contato de M com retas, planos e hiperplanos. O contato com
hiperplanos (respectivamente, retas e planos) é medido através das singularidades dos
elementos da familia de fungoes altura H : M x S* — IR (respectivamente, familia de
projecoes P : M x S* — R* e I1 : M x G(2,4) — IR?), onde S® ¢é a esfera unitaria em
IR, e G(2,4) é a Grassmaniana de 2-planos em IR*.

Escrevendo M localmente na forma de Monge w = f(z,vy,2) obtemos as condigoes
sobre os coeficientes da expansao de Taylor de f para identificar as singularidades genéricas
de H,, P, e II,. Estudamos as estruturas dos conjuntos em M de um dado tipo de
singularidade, usando a aplicacao Monge-Taylor e os teoremas de transversalidade de
Thom. Além disso, mostramos que existe uma relacao de dualidade entre certos estratos
dos conjuntos de bifurcagoes de H e P, e deduzimos propriedades geométricas sobre estes
conjuntos. Estudamos também o comportamento de P em um ponto umbilico plano
parcial.

A familia IT é de 4 parametros, portanto as singularidades genéricas que ocorrem sao
aquelas de codimensao < 4. Precisamos entao completar a tabela de singularidades dos
germes IR®,0 — IR* 0 em [46]. Fizemos isso usando o programa “Transversal” feito
por Neil Kirk [27]. Obtemos critérios geométricos para reconhecer as singularidades de

codimensao < 1 e para estabelecer quando II é um desdobramento versal de IL,.



ABSTRACT

We initiate in this thesis the study of the local flat geometry of smooth hypersurfaces
M in IR* using singularity theory. This geometry is obtained by studying the contact
of M with lines, planes and hyperplanes. The contact with hyperplanes (respectively,
lines and planes) is measured by the singularities of the elements of the family of height
functions H : M x S® — IR (respectively, projections to hyperplanes P : M x S* — IR3,
and projections to planes IT : M x G(2,4) — IR?), where S® is the unit sphere in IR*, and
((2,4) is the Grassmanian of 2-planes in IR*.

We write locally M in Monge form w = f(x,y, z) and obtain the conditions on the
coefficients of the Taylor expansion of f for identifying the generic singularities of H,, P,
and II,,. We study the local structures of the set of points in M of a given singularity type
using the Monge-Taylor map and Thom’s transversality theorems. We also show that
there is a duality relation between some strata of the bifurcation sets of H and P, and
deduce geometric properties about these sets. We study in more details the behaviour of
P at a partial flat umbilic point.

The family II is of 4 parameters, so the generic singularities that occur in II, are
of codimension < 4. Therefore we need to complete the list of singularities of germs
IR*, 0 — IR? 0 given in [46]. We do this using “Transversal”, a program elaborated by
Neil Kirk [27]. We also obtain geometric criteria for recognizing the codimension < 1

singularities of II,, and for establishing when II is a versal unfolding of II,.
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Introducao

Nas tultimas trés décadas a teoria de singularidades nao somente reinterpretou resultados
classicos da geometria diferencial de subvariedades mergulhadas em IR", mas também per-
mitiu a descoberta de resultados fascinantes sobre esta geometria. Estes novos resultados
seguiram da sugestao de René Thom que consiste em estudar o contato da subvariedade
com objetos degenerados tais como planos, retas, esferas, circulos, etc. Estes contatos sao

medidos através das singularidades de algumas funcgoes ou aplicagoes.

Em textos antigos da geometria diferencial encontramos a nogao de k-ponto de contato
entre duas curvas planas. Para o contato entre uma subvariedade e uma curva a mesma
definicao pode ser usada, mas para duas subvariedades quaisquer esta definicao apresenta
problemas. O primeiro presente da teoria de singularidades para a geometria diferencial foi
a correta generalizacao da nocao de k-ponto de contato. A idéia chave é a de equivaléncia
de contato K, introduzida por Mather. Montaldi [37] mostrou que se uma subvariedade
¢ parametrizada localmente por ¢ : IR*,0 — IR",0 e a outra é definida localmente por
uma submersao ¢ : IR",0 — IR"™", 0 (ou vice-versa), o contato entre estas subvariedades
¢ medido pelas K-classes da composta 1) o ¢ : IR°,0 — IR"",0. Na pratica usamos o
grupo A, pois ele mede também o contato com as fibras vizinhas de ¥~1(0), e fornece

mais informacoes geométricas.

O primeiro trabalho entao é de estudar as A-singularidades de germes de IR",0 —
IR?, 0. Existem listas de classificagoes para n + p < 6. Gostarfamos de enfatizar que cada
caso (n, p) precisa ser tratado individualmente. Portanto, embora existam teoremas gerais
sobre a aplicagao da teoria de singularidades a geometria de subvariedades M* C IR", cada
par (s,n) tem suas peculiaridades e precisa ser estudado separadamente.

As informagoes geométricas sobre subvariedades obtidas através do contato com obje-
tos planos (tais como retas e planos) e esféricos (tais como circulos e esferas) sao chamadas
respectivamente geometria plana e geometria esférica. Comentamos a seguir alguns casos

estudados. Ver [7] para os resultados sobre este assunto entre os anos de 1974 e 1994.



Sejam S™ ! a hiperesfera em IR™, com centro na origem e raio um e M C IR™ uma
subvariedade de dimensao s. A familia de projecoes em retas, chamada familia de funcoes
altura, é definida como

H: MxS*"1 — R
(p,w) = (p,u).

A familia de funcgoes distancia ao quadrado, é definida como

2 MxS' - R
(p, u) = lp—ul®

Lembramos que o contato de M com hiperplanos (respectivamente, com hiperesferas) de
dimensao n — 1 é medido através das singularidades da funcao altura H (respectivamente,
distancia ao quadrado d?).

Para curvas planas, uma reta que tem um ponto de contato dois com uma curva
(ou seja, H tem uma singularidade A;) é simplesmente uma reta tangente, enquanto
ter um ponto de contato trés (singularidade As de H) corresponde a uma tangente de
inflexao. Note que a maioria das curvas nao tém contato maior com retas, na antiga
terminologia nao existem ondulagoes sobre uma curva genérica. Para contato com circulos,
singularidades A; de d? correspondem & familia a l-parametro de circulos tangentes.
Temos um contato A, se o circulo é o circulo de curvatura, e um contato As se o ponto
em questao é também um vértice (isto é, um extremo de curvatura). Esta é uma lista
completa de fenomenos genéricos.

Para curvas espaciais um plano tem contato A; (isto é, H tem singularidade A;) se
ele é simplesmente o plano tangente, enquanto uma singularidade A, acontece se o plano
é osculador. Este plano osculador tem contato Az em pontos onde a torsao se anula, e
genericamente esta é a singularidade mais degenerada que podemos esperar. Para mais
detalhes, e em particular para uma andlise do contato entre curvas espaciais e esferas ver
[11].

No caso de curvas a teoria de singularidades é muito proxima da teoria classica, como
era de se esperar. Inicialmente isso também era verdade para superficies em IR®. O que é
mais espantoso contudo, é que esta teoria moderna rapidamente descobriu fenéomenos que
descrevem importantes propriedades geométricas das superficies das quais a geometria
diferencial classica nao tem nenhum conhecimento.

Para superficies em IR?, a funcao altura é singular se o plano de contato em questao é o

plano tangente da superficie. A funcao altura nao é estavel (isto é, tem uma singularidade
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Ay>2) precisamente nos pontos parabdlicos. As cuspides de Gauss [2] sdo identificadas
com as singularidades da fungao altura do tipo Az. Existe uma familia natural a dois
parametros de fungoes altura. O discriminante desta familia é o dual da superficie, e o
conjunto bifurcacao é a imagem do conjunto parabdlico na esfera de Gauss. Discrimi-
nantes e conjuntos de bifurcagoes foram estudados por Arnold [1] (ver também [4, 6, 54]).
Resultados sobre estes conjuntos foram usados para estender os resultados classicos sobre
a geometria plana das superficies. O teorema de transversalidade de Thom [24] e os de
Bruce [14] permitem estudar mudangas desta geometria em familias a 1-parametro de
superficies [14].

O contato de uma superficie com uma reta de direcao u é medido através das sin-
gularidades da projecao ortogonal na direcao u. Estas singularidades sao dadas pelas
singularidades dos germes IR?, 0 — IR?,0, que foram estudadas por muitos autores, mas
a lista mais completa foi obtida por Rieger em [45]. A projegao é singular se u € T,M.
A singularidade é do tipo Ag>2 se u é diregao assintética, e do tipo labios/bicos se u é
direcao assintética e p é ponto parabdlico. O tipo das singularidades desta projecao da
informacgoes sobre o perfil da superficie, que é a imagem do conjunto dos pontos de M
onde a dire¢ao de projegao é tangente a superficie. O perfil é o discriminante da projecao.

As primeiras observacoes sobre o contato de superficies com esferas sao devidas a
Thom, mas os trabalhos pioneiros nesta area sao devidos a Porteous (ver [42, 43]). Esferas
tangentes a uma superficie tém seus centros na reta normal a superficie. Em um ponto
nao umbilico o contato é A; para todas as esferas com centros em N,M com excecao de
duas onde o contato com a superficie é Ay>o. Estas esferas sao as esferas de curvatura.
Existe uma curva de pontos sobre a superficie onde uma destas esferas de curvatura tem
contato Az com a superficie. Esta curva, descoberta usando a teoria de singularidades,
se denomina “ridge” [41], e é usada para identificar objetos em imagem médica [50]. Em
pontos isolados sobre a curva ridge o contato pode ser do tipo A4. As singularidades
D, de d?, ocorrem nos pontos umbilicos e dao informacoes sobre estes pontos e sobre a
estrutura do conjunto focal, que é o conjunto dos centros das esferas de curvatura [41].
Outros resultados desta geometria podem ser encontrados em [12].

Podemos também medir a simetria de uma superficie na vizinhanca de um ponto em
relacdo a um plano em IR®. Isto é feito através das singularidades da aplicacio dobra
cujas singularidades sdo aquelas das aplicagdes IR*,0 — IR?,0 estudadas em [19] e [53].
A aplicagao dobra tem uma singularidade S; se o plano em questao é gerado pela diregao

normal e uma das dire¢oes principais da superficie no ponto estudado. A singularidade



é Sy, se além disso, o correspondente ponto da superficie focal é parabdlico; Ss se este
ponto é cuspide de Gauss da superficie focal.

Outras descobertas interessantes sobre a geometria de superficies em IR® vém dos tra-
balhos de dualidade em [10, 19]. Foi mostrado que alguns componentes dos conjuntos
de bifurcagoes da familia de fungoes altura (respectivamente, d?) e projegoes (respecti-
vamente, aplicacdo dobra) sao duais. Isto revela, por exemplo, mais informagoes sobre
os pontos umbilicos e uma estrutura rica da superficie focal. Ver também os trabalhos
[7, 13, 14] sobre este assunto.

Recentemente, iniciou-se o estudo de superficies (dimensio dois) em IR*. Em [29], J.
Little (1969), introduz alguns invariantes geométricos bem como alguns conceitos funda-
mentais, como direcdes assintéticas sobre superficies em IR*. Mas foi somente em [34] que
Mochida (ver também [23, 35, 36]) iniciou o uso de técnicas de teoria de singularidades
para estudar a geometria plana de tais superficies.

Nogueira [39], e Bruce e Nogueira [16] estenderam os resultados de dualidade, descritos
acima, para superficies e curvas em IR* e em [18] as mudangas na geometria plana em
familias a 1-parametro foram estudadas.

O objetivo desta tese ¢é estudar a geometria diferencial plana local de hipersuperficies
regulares em IR*, usando a teoria de singularidades. Um exemplo natural de hipersu-
perficie é a hipersuperficie canal de uma superficie em IR?.

Comecamos no capitulo 1 dando as nogoes preliminares da teoria de singularidades
necessarias para desenvolver esta tese. Também damos algumas defini¢oes e conceitos
sobre a geometria de hipersuperficies em IR*.

No segundo capitulo estudamos o contato com hiperplanos de uma variedade de di-
mensao 3 mergulhada em R*. Obtemos as condicoes necessdrias e suficientes para que
a funcao altura na direcao normal tenha singularidades genéricas e condi¢oes para que a
familia destas fungoes seja um desdobramento versal destas singularidades. Estendemos
as técnicas de Bruce em [8], que consiste em usar a aplicagao Monge-Taylor, para descrever
os conjuntos em M onde ocorrem as singularidades genéricas desta fungao. Finalmente,
demos as caracteristicas geométricas das singularidades da funcao altura.

No terceiro capitulo estudamos o contato de M com retas. Obtemos as condigoes
necessarias e suficientes para que a aplicacao projecao tenha singularidades simples ge-
néricas. Estudamos as estruturas locais em M dos conjuntos de um dado tipo de singu-
laridade de codimensao menor ou igual a dois da aplicacao projecao, e a maneira como

eles se interceptam. Por fim, demos as caracterizacoes geométricas das singularidades da
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aplicacao projecao.

No quarto capitulo relacionamos a familia de funcoes altura H, estudada no se-
gundo capitulo, com a familia de projecoes ortogonais P estudada no terceiro capitulo.
Mostramos que existe uma relacao de dualidade entre certos estratos dos conjuntos de
bifurcacoes das familias H e P e deduzimos propriedades geométricas sobre estes conjun-
tos. Estudamos também o comportamento das projecoes de M em torno de um ponto
umbilico plano parcial (isto é, um ponto onde M tem contato do tipo D4 com o hiperplano
tangente).

No quinto capitulo, classificamos germes de IR*,0 — IR?, 0 sobre a acdo do grupo A.
Em [46] Rieger e Ruas produziram uma lista das A-6rbitas para germes equivalentes a
(z, f(z,y) £ 2?). No Capitulo 6 precisamos das A-singularidades de codimensao < 4, e
a lista de Rieger e Ruas nao cobre todos estes casos. Classificamos os germes de codi-
mensao < 4 que nao se encontram em [46], usando o programa “Transversal” feito por
Neil Kirk [27]. Demos o grau de determinagao e os desdobramentos versais destas singular-
idades. Deduzimos os modelos das deformagoes dos discriminantes das singularidades de
codimensao menor ou igual a dois. Fizemos também um reconhecimento geométrico das
singularidades de codimensao < 1 e de seus desdobramentos versais através do conjunto
dos pontos criticos e do discriminante.

Finalmente, no sexto capitulo, consideramos o contato de M com planos, medido
pelas singularidades da aplicacao IR®*,0 — IR? 0. Existe uma familia a 4 parametros
de projegoes (ver [39]). Estudamos os tipos de singularidades que podem ocorrer em
um ponto de M variando o plano de projecao, e investigamos com mais detalhes as

singularidades simples de codimensao < 2.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos conceitos e resultados da teoria de singularidades e também
uma breve descricio sobre a geometria de hipersuperficies em IR*. Comecamos definindo
germes e jatos, passando entao a descrever a A-equivaléncia entre germes. Logo apds
voltamos nossa atengao para desdobramentos versais de um germe, e para a questao de

genericidade. Como referéncias gerais para este capitulo recomendamos [25], [32], [51].

1.1 Germes e jatos

Sejam z € R", f : Uy C R" — R, e g : Uy C IR" — IR? aplicagoes diferencidveis
definidas em vizinhancas abertas U; e Uy de x. Dizemos que f e g sao equivalentes e
escrevemos f ~ ¢ se, e somente se, existir uma vizinhanca U > x em IR", U C U; N U;
tal que f |p= ¢ |u, ou seja, se f e g coincidem em uma vizinhanga U de z. Esta
relacao é uma relacao de equivaléncia e suas classes de equivaléncia sao chamadas germes
de aplicacgdes diferencidveis de R" — IR” em z. Se ]; e g sao representantes dos
germes f e g entao devemos ter }" (x) :§ (x) e, portanto qualquer outro representante
deve assumir o mesmo valor em x como também todas as suas derivadas parciais. Usamos
anotacao f : IR",z — RP para indicar um germe de aplicacao. Sem perda de generalidade
podemos tomar x = 0 € IR".

O conjunto dos germes f : IR",0 — IR? serd denotado por £(n,p). Quando p =1, a
notagao usada é £(n) e m(n) é o conjunto dos germes f tal que f(0) = 0. O ideal m(n)
é gerado pelos monomios z; (ver [3], capitulos 1 e 4).

O germe de uma aplicagdo f : R",0 — IR?,0 (esta notagao significa que f leva a

origem na origem) é dito singular se a matriz jacobiana D f(0) ndo tem rank méximo,
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caso contrario f é dito regular.

1. E(n) € um anel comutativo, com identidade 1:

As operacoes ]_C + 9= f+age ]_” 9= f.g, onde } e g sdo representantes dos germes f e
g respectivamente, sdo bem definidas e fazem de £(n) um anel comutativo com identidade

1.

2. E(n) € um anel local (i.e., possui um unico ideal maximal):

O tnico ideal maximal é m(n). Seja M um outro ideal e suponha que f € M —m(n).
Entdao f(0) # 0, portanto 1/f estd bem definida. Temos (1/f). j_CZIE M, portanto
M= E(n).

3. E(n,p) € um E(n)-mddulo:

(E(n,p),+) é um grupo abeliano, £(n) ¢ um anel, e a operagao

En) xEMn,p) — &E(n,p)
(f, F) = fF=(fF, - fF)

satisfaz
f(gF) = (f9).F
FF+G) = fF+fG
(f+9).F = fF+gF
1.F = F

ou seja, temos uma agao de £(n) sobre £(n,p).

Vamos agora introduzir uma outra relagdo de equivaléncia entre aplicagoes IR" — IR?.
Sejam x € IR" e f,g : U C IR" — IR? aplicacoes definidas em uma vizinhanca U de z.
Dizemos que f e g tém o mesmo k-jato em = se f(x) = g(x) e para algum sistema local
de coordenadas em = € IR" e em f(x) € IR? todas as derivadas parciais de ordem < k das
componentes de f e g coincidem em x. Observe que esta definicao depende apenas de f
e g. Fixando z € IR", y = f(z) € IR? e coordenadas locais em = € R" e y € R?, segue
que o k-jato de f é determinado pelos termos de grau < k nas expansoes de Taylor das
componentes de f com respeito a estas coordenadas. Estes sao os k-jatos de aplicacoes
IR",0 — IR”,0. O conjunto de todos tais k-jatos é denotado por J*(n,p) o qual é um

espaco vetorial.

Definigao 1.1 Definimos J*(IR",IR?) como o conjunto das expansoes de Taylor de ordem
menor ou igual a k de f(x) — f(a) em a onde f € C*(IR",IRP), ou seja, o conjunto de

todos os k-jatos (em todos os pontos) de todas as aplicagoes IR" — IRP, e a aplicagao
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k-jato:
' RY = J*(n,p)
a +— j*f(a).

JE(R™, RP) € um fibrado sobre R™ x IR? com fibra J*(n,p).

Para f € C*(IR", R), usaremos simplesmente J*(n), para o conjunto definido acima.
Neste caso particular pode-se mostrar que as derivadas parciais de ordem < k de f € £(n)
se anulam em x se, e somente se, f € m*(n) (onde m**!(n) é o espago dos germes de
fungoes cujos polinomios de Taylor de ordem k na origem sao identicamente nulos). Assim,
podemos identificar o espaco de k-jatos em = de aplicagoes IR™ — IR com o espago

E(n)

Logo, no caso geral, temos que

T*(n,p) = E(n) £n) ) (p cépias).

mk+1(n) mk+ (n

1.1.1 Grupos de Mather

Sejam R o grupo dos germes de difeomorfismos IR",0 — IR",0, £ o grupo dos germes
de difeomorfismos IR?,0 — IR?,0, e A o produto direto R x L. Definimos agoes destes

grupos sobre m(n).E(n,p) como o seguinte

hf = foh™', heR
k.f = kof, kel
(hE).f = kofoh !, (hk)eA

onde f € m(n).E(n,p). O grupo R (respectivamente, £) é chamado também o grupo de
mudancas de coordenadas na fonte (respectivamente, na meta). Dizemos que dois germes
f,9:IR", 0 — IR? sdo R-equivalentes (respectivamente, L-equivalentes e A-equivalentes)
se existir h € R (respectivamente, k € Le (h, k) € A) tal que f = goh™! (respectivamente,
f=koge f=Fkogoh). A R-equivaléncia (respectivamente, L-equivaléncia e A-
equivaléncia) é também chamada equivaléncia a direita (respectivamente, a esquerda, e a
esquerda e a direita, ou seja ambos), dai o uso das letras R, £ que sao abreviagoes das
palavras right e left em inglés, e A que é abreviacao para ambo em latim.

O grupo C é o grupo de difeomorfismos IR" x IR?, 0 — IR" x IR, 0 que sao escritos na

forma H(x,y) = (z, H(z,y)) com H(z,0) = 0 para x € IR" préximo da origem. A acio
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de C sobre m(n).E(n,p) é definida como
H. f(z)=H(z, f(x)), HeC, fem(n)&(n,p).

C pode ser visto como o grupo de difeomorfismos IR?,;0 — IR?,0 parametrizados por

x € R". Denote h,(y) = H(z,y), entao a férmula antecedente pode ser escrita na forma

H.f(x) = ha(f(2)).

O grupo K é o grupo dos germes de difeomorfismos IR" x IR?, 0 — IR" x IR?, 0 que sao

escritos na forma

H(z,y) = (h(z), H(z,y))
onde h € R, H(z,0) = 0 para x € IR" préximo da origem. A acdo de K sobre m(n).£(n, p)

¢ definida como
H.f(z) = Hh (), f(h (), He K, femn)En,p).

Isto é
H.f(x) = ho(f(h7(2))).

O grupo K é chamado grupo de contato. Os grupos R, L, A podem ser identificados
com subgrupos de K. Os grupos R, L, A, C, K sao chamados grupos de Mather. Estes
grupos nao sao grupos de Lie, pois possuem dimensoes infinitas.

O grupo de contato tem uma interpretacdo geométrica. Sejam (X;,Y;), i = 1,2, dois
pares de variedades em IR", 0. Dizemos que os pares tém o mesmo contato na origem se
existe um difeomorfismo h € R(n) tal que h(X;) = X5 e h(Y)) = Y.

Suponha que X; é parametrizada por ¢; : IR"™ — IR" e as Y; sdo definidas por sub-

mersoes g; : R" — IR?, e sejam f; = g; 0 ¢;, i = 1,2. Entao,

Teorema 1.2 Os pares (X1,Y1) e (Xo,Y3) tém o mesmo contato na origem se, e somente

se, f1 e fa sao K-equivalentes.

Prova: Ver [37].

1.1.2 Os espacgos tangentes e a determinacao finita

Definimos o “espaco tangente” a £(n,p) em f como 6y o £(n)-médulo de campos de
vetores ao longo de f. Entao & € O se ¢ : IR",0 — T'(IR?) e my0& = f onde 7, : T(IR?) —
IR? é a projecao do fibrado tangente T'(IR?) de IR? a IRP.
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Definimos 0,, = 01, e 0, = 01, onde 1~ e 1rr denotam as aplicacoes identidade de
IR" e IR? respectivamente.

Seja G um subgrupo de K. Definimos a algebra de Lie, LG, de G como segue. Seja
¢ :]—e, e[ xIR™P 0 — IR 0 uma curva em G tal que ¢, é a identidade em G. Derivando-
a temos um campo de vetores

2 = o (1, 2)j=o-

ot
O conjunto de todos estes campos é denotado por LG e é chamado a algebra de Lie do
grupo G.
Nao ¢ dificil verificar que LR = m(n).0,, e LL = m(p).0,.

Definimos o £(n)-homomorfismo

tf:6, — 0
¢ — dfog¢
e 0 £(p)-homomorfismo (via f*: E(p) — E(n), a — ao f por a € E(p))
wf:0, — 0
Y = tpolf.

Entao os espacos tangentes as orbitas dos grupos de Mather sao dados por

LR f=tf(m(n).60,), LL-f=wf(m(p).b,),
LC- f=["(m(p)by, LA-f=LR-f+LL-
LK-f=LR-f+LC-f

Na prética, aplicamos a seguinte observagao. O conjunto §; é um &£(n)-médulo livre de

rank p, pois se (y1,--- ,¥,) é um sistema local de coordenadas em IR?, 0, entdo os campos
de vetores
0 0
)0 f ()0 f
(ayl ) (ayp)

ao longo de f constituem uma base livre de 6. Podemos entao identificar 8y com &(n, p)

e escrever os espacos tangentes acima como
LR-f = m(n)- %’...7%}
L‘Cf = f*(m(p)){ela 76]0}
ch = f*(m(p))g(n){el, Jep}
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onde ey, - - , e, sao elementos da base canénica em IR? (considerados como elementos de
E(n,p)).

Observe que LR - f, LC - f, LK - f sdo £(n)-médulos, LL - f é um E(p)-mbdulo via f*,
e que LA - f tem uma estrutura de mistura de médulos. Isto causa uma complicagdo no
tratamento do grupo A.

Definimos a G-codimensao de f como segue:
G—codim(f) = dimgr(m(n).E(n,p)/LG - ).
Definimos a G.-codimensao de f como

Ge—codim(f) = dimg (E(n,p)/ LG - f),

onde

LeRf:tf(en)v Le[’f:wf(ep)’ LeCf:f*(5<p))8f,

LA-f=LR-f+LL-f LK-f=LR-f+LC-f.
O espaco L.G - f é chamado espaco tangente estendido.

Seja G um subgrupo de um dos grupos de Mather e defina G, como o subgrupo de G
que consiste dos elementos de G cujo k-jato é a identidade. Estes sao subgrupos normais
de G e definem os grupos de jatos J*G = G/Gy. Estes grupos sao grupos de Lie.

A agao de G sobre m(n).€(n, p) induz uma agao de J*G sobre J*(n, p) que é uma agio

do grupo de Lie. A idéia é estudar a aciao de G sobre m(n).€(n, p) através da agao de J*G
sobre J¥(n, p).

Definigao 1.3 Um germe f € m(n).E(n,p) € dito k-G-determinado se qualquer g €
m(n).E(n,p) tal que j*g = j*f € G-equivalente a f.

f € dito finitamente determinado se € k-determinado para algum k.

A investigagao da determinacao finita comegou com os trabalhos de Mather em 1960
que deu uma estimativa grosseira de grau de determinacao finita. Em 70, Gaffney e
du Plessis deram melhores aproximacoes para o grau de determinacao de germes, mas foi
somente nos anos 80 que a questao da determinacao finita foi completamente resolvida por
Bruce-du Plessis-Wall em [17] usando as agdes de grupos unipotentes. A idéia principal
em [17] é perceber que a condigao necesséria para k — Gs-determinagao de um germe f
(G =R,C,K,L,A, s > 1) é também suficiente. Além disso, este resultado vale para

qualquer subgrupo U de um dos grupos de Mather tal que J'U é um grupo algébrico
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afim unipotente. Os resultados da teoria dos grupos algébricos afins sao essenciais no
trabalho de Bruce-du Plessis-Wall. Temos abaixo algumas defini¢oes e conceitos sobre

grupos algébricos.

Teorema 1.4 Seja H um subgrupo fortemente Z-fechado de um dos grupos de Mather
G. Entao, para qualquer v, f € E(n,p) é r — H-determinado se, e somente se, existe um

subgrupo fortemente fechado U C 'H de G, com J'U unipotente, tal que

m(n)"t.0; C LU.f.

Prova: Ver [17] para as definigoes dos conceitos no teorema e para a demonstragao.
Corolario 1.5 [17] f ér — Gs-determinado (G = L ou A, s > 1) se, e somente se,

mit 0 C LG, f +mith f*(my).En + mPT2.E(n, p).

No caso do grupo A temos o seguinte resultado.

Corolario 1.6 [17] Se f satisfaz

m(n)'.0; C LK.f
m(n) 1.0, C LA, f +mb+.0,

entao f ér — Aj-determinado.

A determinagao finita significa que o germe é equivalente a um de seus polinomios de
Taylor e que o problema da classificacao pode ser reduzido ao espaco dos k-jatos, que é um
espaco vetorial de dimensao finita. Uma questao fundamental na teoria de singularidades
é obter uma classificacao das G-orbitas de aplicagoes IR",0 — IR?, 0.

O teorema da determinagao finita sozinho nao facilita a obtencao de listas de singu-
laridades. Em [15], Bruce-Kirk-du Plessis deram um método para classificar singulari-
dades. Existem outras técnicas para classificar singularidades, por exemplo, no caso de
fungoes, Arnold usou os poliedros de Newton para obter a famosa lista de singularidades
de fungoes. Mas a técnica de Transversal Completa é, até agora, a mais poderosa para o

caso de aplicagoes.
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A classificagao dos germes de fungoes (ou de aplicagdes) é obtida por indugao sobre o
espaco de k-jatos. Dado um j*f usamos o teorema da Transversal Completa para obter
uma parametrizacao do k + 1 jato que tem o k-jato igual a j*f. Podemos usar o Lema,
de Mather para produzir as érbitas dentro desta parametrizacao. Aplicamos o teste da
determinagao finita a cada érbita no k+1 jato (cuja k-jato é 5 f). Se o germe é finitamente
determinado paramos o processo. Se nao consideramos o k + 2-jato. Precisamos entao

dos seguintes resultados.

Lema 1.7 (Lema de Mather [33]) a) Seja G um grupo de Lie agindo suavemente so-
bre a variedade M e suponha que a subvariedade S C M tem as sequintes propriedades:
1. para cada x € S, L,S C L,G.x;
2. A dimensao de G.x € independente da escolha de x € S;
3. S € uma variedade coneza.
Entao S estd contido inteiramente em wma unica G-orbita.
b) Suponha que 11 : My — My é uma G-submersdo, e seja S = 7Y (xq) para algum

xg € My. Se (1) e (3) de (a) se verificam, entao S estd contido em uma unica G-drbita.

Um espago afim A é um espaco invariante por transformacoes afins (translagoes e
mudancas lineares de coordenadas). A diferenca entre um espago afim e um espago vetorial

é que no espago afim a origem perde importancia. Uma definigao rigorosa é a seguinte.

Definicao 1.8 Um conjunto A é um espaco afim se existem um espacgo vetorial V, e uma
aplicagao A x Vi — A, (x,v) — x 4+ v tais que
(i)z+0=zex+(ut+v)=(r+u)+vVeecA uveVy;

(ii) para qualquer x,y € A existe um unico v € Vy tal que y = x + v.

Corolario 1.9 Seja G um grupo de Lie agindo sobre um espago afim A, e seja W um
subespaco vetorial de Vy.

Sex € A, entio x + W estd contido em uma orbita so se

(a) W C LG.x

(b)Vyex+W, LG.y=LG.x

Podemos agora enunciar uma generalizacao do Lema de Mather que é muito impor-

tante na classificagao de singularidades.
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Teorema 1.10 (Transversal Completa [15]) Seja G um grupo de Lie agindo suave-

mente sobre um espaco afim A, e seja W um subespaco vetorial de V4 com
LG.(z+w)=LGx, Ve AeweW. (1)

Entao
(i) Ve € A
r+{LGanW}CGaen{z+ W}

(ii) se xg € A e T € um subespago vetorial de W tal que
W C T+ LG.x (2)
entao Yw € W, existe g € G, t € T tal que g.(r¢g + w) = x¢ + t.

Sejam H*™'(n,p) o espaco dos germes de polinomios homogéneos de grau k + 1 em

E(n,p) e G o subgrupo de G cujos elementos tém 1-jato igual a identidade.

Proposicao 1.11 (Transversal Completa para jatos [15]) Seja G um dos grupos de
Mather. Entdo dado f € m(n).E(n,p) e T C H*(n,p) tais que

HkH(n,p) C L(Jk+1g1).jk+lf+T

qualquer (k + 1)-jato j**1g, cujo j*g = j*f, estd na mesma Gi-drbita de j**1f +t, por
algumt € T.

1.1.3 Desdobramentos versais

Seja f um germe finitamente determinado. Podemos considerar as deformacoes de f e
estudar os tipos de singularidades que aparecem em tais deformagoes. Em particular,
podemos perguntar se os tipos de singularidades que aparecem sao em numero finito e
se existe uma familia que contém todos estes tipos. Na verdade queremos que qualquer
outra deformacao de f seja obtida a partir desta familia. Tal familia se chama deformagao
versal. Vamos enunciar os teoremas principais sobre as deformagoes e os desdobramentos

versais e definir alguns objetos geométricos associados a tais familias.

Definicao 1.12 ([32]) Um desdobramento a s parametros de um germe fy €
m(n).E(n,p) € um germe F : R™ x R*,0 — RR? x R*,0, (z,u) — (f(z,u),u) tal
que fo(x) = f(z,0). Usaremos as notagoes: f,(x) = f(z,u), onde f, é uma deformagdio

de fo, parametrizada por u € R, e F (z) = %(x,@), parai=1,---s.
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Consideramos o caso G = A (os resultados sao andlogos para qualquer grupo de

Mather).

Definicao 1.13 Dois desdobramentos a s parametros F,G : IR" x IR*,0 — IR? x IR*,0

de fo sao isomorfos se existem germes de difeomorfismos
¢:R" xR0 — IR" xR0
¥ :IRP x IR*,;0 — IR? x IR?,0

que sao desdobramentos a s parametros das funcoes identidades sobre IR",0 e IRP,0 res-
pectivamente, tal que

G=tyoFo¢p

No caso em que F' e G sao desdobramentos de fy com parametros diferentes, a defini¢cao
de isomorfismo é dada pelo pull-back.
Dada h : (IR’,0) — (IR%,0), definimos o pull-back de F por h, denotado por h*F),

como o desdobramento a t parametros

(W F)(x,u) = (f(x, h(v)), v).

F e G sao equivalentes se existe um difeomorfismo h : (IR*,0) — (IR*,0) tal que
G ¢é isomorfo a h*F (esta é uma relagdo de equivaléncia). Se G é um desdobramento
a t parametros de fo e F' é um desdobramento a s parametros de f, (¢ ndo precisa ser
necessariamente igual a s), dizemos que G é induzida de F se existe um germe C,

h: (R",0) — (IR%,0) tal que G é isomorfo a h*F.

Definicao 1.14 1. F € um desdobramento versal se todo desdobramento de fo € in-
duzido de F.
2. F étrivial se é isomorfo ao desdobramento constante (x,u) — (fo(x),u).

3. fo € estavel se todos os desdobramentos de fy sao triviais.

Podemos enunciar agora o teorema fundamental da existéncia de desdobramentos ver-

sais, devido a Martinet [32].
Teorema 1.15 O desdobramento F ¢ versal se, e somente se,
LASo + R{EY, -+ E}} = E(n,p).
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Corolario 1.16 Sejam ¢ = A.-codimensao(fy) < oo e F; uma base do complementar
de LA.fo em E(n,p). Entio F(z,u) = (fo(x) + >0, ui Fi (x),u) é um desdobramento

versal de fy.

Observacao 1.17 Se f ¢é k-determinada podemos trabalhar em J*(n,p), isto é, basta

mostrar que
FHLAf) + R{F1, -+ Fp}) = J*(n, p)

para verificar se F' é versal (ver [32]).

Corolario 1.18 fy possui um desdobramento versal se, e somente se, A. - codim (fo) <

00.
Temos também:
Teorema 1.19 f; € estdvel se, e somente se, A.-codim(fy) = 0.

Se ¢ = A.-codim(fy), entdo o niimero minimo de parametros para um desdobramento

versal é c. Um desdobramento versal a ¢ parametros de fy é chamado miniversal.
Teorema 1.20 Todos os desdobramentos miniversais de fo sdo equivalentes.

Os resultados acima no caso dos A-desdobramentos sao andlogos, s que usamos a
A-codim(fy) e supomos que Fy,--- , F,€ m(n).€(n,p) geram o complementar de LA f,

em m(n).£(n,p). Observamos que existe o seguinte resultado de Wilson (ver [52]).
Teorema 1.21 A-codim(fy) = A.-codim( fo) + n.

Dado um desdobramento versal F(z,u) = (f(z,u),u) com pardmetro u, podemos

obter conjuntos que sao de grande valor para o estudo da geometria dos germes singulares.
Definigao 1.22 O conjunto dos pontos criticos de F' ¢é
YX(F)=A{(x,u) : DF,(z,u) é singular},

onde DF, denota a derivada de F' com relacao a x.

O conjunto discriminante de F' € dado por
A(F) ={(F(z,u),u) : (x,u) € X(F)}.
O conjunto bifurcacgio ¢ definido por

Bif(F)={u e R*: 3z € R",0 com f, instavel em x}.
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Uma aplicagao importante dos desdobramentos versais ¢ a seguinte (ver [11]).

Proposicao 1.23 Quaisquer dois desdobramentos versais com mesmo nimero de para-
metros tém conjuntos de pontos criticos, discriminantes e conjuntos de bifurcacoes difeo-

mofos.

1.1.4 Genericidade e transversalidade

O conceito de genericidade esta fortemente relacionado com o conceito de versalidade.
Dizemos que uma propriedade é genérica em C*(IR",IR”) se ela se verifica para um
conjunto residual (ou seja, para uma intersegdo enumerével de conjuntos abertos densos)
de aplicacoes. A definicdo mais precisa deste conceito é em termos de resultados de
transversalidade. O resultado central neste contexto é o teorema de transversalidade de
Thom. Primeiramente, vamos definir alguns conceitos de transversalidade.

Sejam f : IR" — IR? uma fungao C'°, e Y C IR? uma variedade suave. Dizemos que f

é transversal a Y, e escrevemos fMY, em z € R" se f(z) ¢ Y ou f(z) €Y e
T.f(IR™) + Ti)Y = IR?

Observacoes 1.24
(1) A equacao de transversalidade implica que codimY < n. Se codim Y > n, entdo f
transversal a 'Y significa que f(IR")NY = 0.

(1) Se 'Y = {ponto}, entao f é transversal a Y se, e somente se, f é uma submersao

oup ¢ f(IR").

Teorema 1.25 ([25]) Sejam f: IR" — IR” uma funcao C*, e Y C IR uma variedade
suave com f transversal a Y. Entao X = f~1(Y') € uma variedade suave em R", que tem

a mesma codimensao de Y .

Teorema 1.26 (Teorema de Transversalidade de Thom [24]) Sejam X, Xo, -,
X, subvariedades diferencidveis de J*(n,p). O conjunto de aplicacoes C=, f : R" —
R?, para as quais j5f : R™ — J*(n,p) € transversal a X1, Xo, -+, X, € denso em

C=(IR", IR?).

A seguir enunciaremos um teorema de Montaldi [37], um dos mais poderosos e efi-
cientes resultados de transversalidade (ou de genericidade), que se aplica tanto para ger-

mes quanto para multigermes.
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Teorema 1.27 (Teorema de Montaldi [37]) Sejam X, Y, Z, U variedades diferenci-
aveis e G um dos grupos de Mather: R,L,C, A, K. Se F : Y x U — Z € uma aplica¢ao
diferencidvel entao dada uma aplicagao g : X — Y pode-se definir uma composta F :

X xU — Z por Fy(z,u) = F(g(x),u).

1. Suponha que F :Y xU — Z € uma aplicagao localmente G-versal e seja S uma sub-
variedade G¥) -invariante de J*(X,Y). Entdo para um conjunto residual de imersées
X <Y a aplicagio k-jato j¥F, : X x U — J¥(X,Y) € transversal a S, onde o
subscrito 1 significa que estamos considerando os k-jatos com respeito a primeira

varidvel x.

2. Suponha que F : Y xU — Z € uma aplicacao G-versal e seja S uma subvariedade G-
invariante de multijatos ,J*(X,Y). Entdo para um conjunto residual de mergulhos

X — Y a aplicagdo multijato ,jrF, : X" x U —, J*(X,Y) € transversal a S.

1.2 Geometria de hipersuperficies em R*

Seja M o mergulho de uma variedade de dimensdo n em IR™, orientada pelo campo
vetorial unitario normal N, e seja p € M. A funcao Weingarten L, : T,M — T,M,
definida por L,(v) = —d,N(v), para v € T, M, mede a maneira que M se curva em IR™"!

na dire¢ao v. Quando ||v]| = 1, este nimero

é chamado a curvatura normal de M em p na diregao v. Os autovalores kq(p), -, kn(p)
de L, sao chamados curvaturas principais de M em p e os autovetores unitarios de
L, sao chamados diregSes principais.

A segunda forma fundamental de M em p, L,, é a forma quadratica associada a

funcao L,, definida por

Ly(v) = (Lp(v),v) = (@(to), N(p))

onde o : I — M é qualquer curva parametrizada em M com «(tg) = p e &(ty) = v. Em

particular quando ||v|| = 1, £,(v) é igual a curvatura normal de M em p na diregao v (ver
[51]).

Definicao 1.28 Um pontop € M é chamado um ponto umbilico se todas as curvaturas

principais em p sao iguais. Se em particular elas forem todas iguais a zero chamamos
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este ponto de ponto umbilico plano. Se pelo menos duas das curvaturas principais em

D sao iguais a zero entao p € chamado wm ponto umbilico plano parcial.

Para definir ponto parabdlico, hiperbélico e eliptico, vamos precisar de alguns conceitos

sobre formas quadraticas (para maiores detalhes ver [28] pdginas 386 — 388).

Teorema 1.29 Seja g uma forma quadrdtica sobre R". Entao existem inteiros s e r com

s < r < n dependendo somente de q, e existem coordenadas zi,- - , z, para R"™ tal que
2 2 2 2
q - Zl + e + ZS - ZS+1 - ZT °

Definicao 1.30 O nimero s é chamado a assinatura da forma quadrdtica q e é deno-

tado por sign(q).

A assinatura é um invariante da forma quadratica. Este fato é demonstrado na prova
do teorema anterior em [28].

Seja p € M, onde M é uma hipersuperficie em IR*. Por mudancas de coordenadas
sempre podemos identificar p com a origem. Fixemos coordenadas locais (z,vy, z,w), tal
que o eixo-w seja normal a M em p e o espago-(z,y,z) seja o espago tangente em p.
Podemos escrever M, localmente, na forma de Monge, isto é, como um grafico de uma
funcio w = f(z,y,2), tal que f = f, = f, = f. = 0 em (0,0,0). Além disso, por uma
rotac@o dos eixos, podemos supor que fy, = fz. = f,. =0 em (0,0,0). Entao, temos que
72 f(z,y, 2) = a12® + axy® + azz?, onde a; = k; /2. Observamos que neste caso, a segunda

forma fundamental é igual ao segundo jato de f.

Defini¢ao 1.31 (1) p é chamado um ponto parabélico se k;(p) = 0 para algum i.
(2) p é chamado wm ponto hiperbélico se sign(L,) =1 ou 2.
(3) p € chamado um ponto eliptico se sign(L,) =0 ou 3.

Definicao 1.32 Uma direcio v do espaco tangente é diregdo assintética se, e so-

mente se, a curvatura normal em u se anula.

Como j2f(z,y,2) = a12” + azy® + azz* temos que o vetor (uy, us, uz, 0) pertencente ao

espaco tangente da origem, é uma direcao assintética se, e somente se,

<U1 U2 U3> fxy(o) fyy(o) fyz(o) Uz | = 2(&1U% + CLQU% + a3u§) =0
f2=(0) fyZ(O) f2:(0) us
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Nos pontos hiperbdlicos o conjunto das direcoes assintoticas é um cone, pois temos a;
negativo para um ou dois i's onde i = 1, 2, 3.

Nos pontos elipticos nao existe solugao nao nula pois a, as, az tém o mesmo sinal, ou
seja, nestes pontos nao temos direcoes assintoticas.

Nos pontos parabdlicos (a;, = 0 para algum iy = 1, 2, 3) temos dois casos que dependem
do sinal dos as nao nulos. Ou o conjunto das dire¢oes assintéticas é dado por dois planos
cuja intersecao é o eixo-u;, (caso em que os a,s nao nulos tém sinais opostos), ou o
conjunto das diregoes assintéticas é dado pelo eixo-u;, (caso em que os a;s nao nulos tém
sinais iguais). Nestes casos, chamamos a diregao do eixo-u;, de dire¢io assintética
principal.

Nos pontos umbilicos planos parciais temos que o conjunto de direcoes assintéticas é

dado por um plano.
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Capitulo 2

Contato com hiperplanos

Neste capitulo estudamos o contato de uma hipersuperficie M em IR* com hiperplanos.
Obtemos as condigoes necessarias e suficientes para que a funcao altura tenha singu-
laridades genéricas e condigoes para que a familia destas fungoes seja um desdobramento
versal destas singularidades. Estendemos as técnicas de Bruce em [8], que consiste em usar
a aplicacao Monge-Taylor, para obter as configuracoes genéricas do conjunto parabdlico
de M. Finalmente, demos as caracteristicas geométricas das singularidades da funcao
altura.

Destacamos aqui que os resultados obtidos nao sao simples generalizacoes do que ja era
conhecido para superficies em IR? e que os célculos s6 foram possives devido a constante
ajuda do Maple. Por exemplo, em um polinomio homogéneo em (z,y) de grau trés temos

apenas 4 monémios, enquanto no caso de trés varidveis (x,y, z) temos 10 monoémios.

2.1 As singularidades genéricas da funcao altura

Seja Ms uma variedade de dimensdo trés, e M seu mergulho em IR*. A familia de projecdes

em retas, chamada familia de fungoes altura, é definida como
H: MxS — R
(pyu) = (pu)
onde S® é a esfera em IR*, com centro na origem e raio um. Esta é uma familia a 3
parametros que mede o contato de M com hiperplanos em IR?*, perpendiculares & u.
Sejap € M, por mudancas de coordenadas sempre podemos identificar p com a origem.

Fixemos coordenadas locais (z,y, z, w), tal que o eixo-w seja normal a M em p e o espago-

(x,y, z) seja o espago tangente em p. Podemos escrever M, localmente, na forma de Monge,

21



isto é, como um grafico de uma funcdo w = f(x,y,2), tal que f = f, = f, = f. =0 em
(0,0,0). Além disso, por uma rotacao dos eixos, podemos supor que fu, = for = fy =0
em (0,0,0).

Escolhemos uma carta em S® préxima de (0,0,0,1) dada por (a,b,c,1), entao a mo-

dificada funcao altura é
H(SL” y? Z? a? b7 C) = <<a7 b7 C’ 1)7 <x7 y? Z7 f(x7 y7 Z))> = aw —"_ by —"_ CZ —"_ f<x7 y’ Z)'

Fixando ug = (0,0,0,1), teremos H,,(z,y,2) = f(x,y, 2).
Vamos agora, estudar os tipos de singularidades de H,, = f que ocorrem generica-

mente. Neste capitulo, escrevemos:
72 = ama® + axy? + azz?,
53 = 72f 4+ 0123 + bex®y + bswy® + bay® + bsyPz + bgyz? + brzd + bgzx + byza? + bigryz,

G = B3 f +eat + crdy + esr?y? +earyd + esyt - cgyPr ey 2 o egy 2 +cgzt e +

01122x2 + 0122x5 + ClgIZyZ + cl4xy22 =+ 615xyz2,

35 F = G + dia® + doaty + dsxdy? + dyx®y? 4+ dsay? + dey® + drytz + dgyP2? 4 doy?2® +
dipz*y+di 25+ diot e +dizx?2d +digad2? + disat - digardyz +dirr?y? 2 4 digay2? +
digxy?2? + dogryz + dorxy 2.

Para termos singularidade do tipo Ay, k > 0, temos que ter que a funcao f é R-equivalente,
por mudancas de coordenadas, & forma normal 22 £ y? 4 z**!. Ter singularidade do tipo
Dif, k > 4, significa dizer que a funcio f é R-equivalente & forma normal £x%+y?2 4251,
Em particular, as singularidades do tipo A ocorrem quando a Hessiana de f tem corank>

1, e as do tipo D, quando a Hessiana tem corank 2.

Observacao 2.1 Observemos que fazendo mudancas de coordenadas na meta, basta con-
siderarmos as formas normais % +y? £ 251 e 2?2 +y?2+ 251 a0 invés de £a? £y? 4 FF!

e 2% +y?z + 2F 1L

Teorema 2.2 Genericamente a funcao H, tem singularidades locais do tipo Ay, k < 4,

ou Dy, isto é, as singularidades de codimensao menor ou igual a treés.

Este teorema é uma conseqiiéncia direta do teorema de Montaldi [37], pois a familia
H é A-versal.
A seguinte proposicao mostra as condigoes sobre os coeficientes da expansao de Taylor

de f em (0,0,0), para que H, tenha um dos tipos das singularidades genéricas.
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Proposicao 2.3 A funcao altura H,, = f(x,y,2) tem as sequintes singularidades:

(i) Fora dos pontos umbilicos:
A1 < ajasaz # 0;
fazendo ay # 0 e ay # 0 temos:
Ay & a3 =0, by # 0;
Az & a3 =0,b; =0 e dajagcg — biag — bia; # 0;
Ay & a3 =0, by =0, dajascy — biag — bia; =0, e

4a1a2d11 — 4@2610[)8 — 2a1€gb6 + b6b8b10 7£ 0.

(ii) Nos pontos umbilicos, com ay # 0:
D4<:>a2:a320, b77£0, b57é0 e
4030y + 270302 — 18bybrbsbg — b2b2 + 4b3by # 0.

Prova: Sabemos que f tem uma singularidade em (0, 0, 0), pois f,(0,0,0) = £,(0,0,0) =
1-(0,0,0) = 0.

E 6bvio que f tem singularidade do tipo Aj, isto ¢, f é equivalente a 2 + y2 + 22 se,
e somente se, ajasaz # 0

Daqui para frente temos que ter a; = 0 ou as = 0 ou ag = 0, senao f seria equivalente
a 2% 4+ y* + 2? (singularidade A;). Vamos supor sem perda de generalidade que a; e a
sao diferentes de zero e az = 0, a fim de que possamos ter singularidade Ay, com k > 1.

Para A,, consideramos o 3-jato de f com a3 = 0, j3f = a12? + azy® + b1a® + oy +
bsxy? + bay® + bsy?z + bgyz? + by 23 + bgxz? + byax?z + bigryz. As seguintes mudancas, sao
feitas:

y=Y — Weqz para eliminar o termo xyz;

2a2
x =X — 522 para eliminar 22%;
al
Y =9y— 2%6222, para eliminar Y 22
Colocando, agora, X? em evidéncia para os termos que contém X, com i > 2, fazemos
amudanca de coordenada: = = X (sign(ay)(a1+b1 X +byy-+byz))2, onde sign(z) : R — R
é a funcao sinal
. 1 se >0
sign(z) =
-1 se z<0.

Analogamente, colocando y? em evidéncia para os termos que contém 7°, com i > 2,

fazemos a mudanca de coordenada: Y = y(sign(as)(as + bsx + byy + bsz))z. Teremos
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reduzido o 3-jato de f a £a? 4+ y? + b;2%. Finalmente, com mudanca de coordenada na
meta reduzimos a x? & 3% + byz3. Portanto, teremos singularidade A, se, e somente se,
az =0, e by #0.

Para Ajs, consideramos o 4-jato de f com a3 = 0 e b; = 0. As seguintes mudancas sao
feitas:

y=Y — S}T(;xz, para eliminar o termo xyz;
2.

r =X — 222 para eliminar zz
2a1 )

_ bg .2 L 2.
Y =y— 522%, para eliminar Y z7;

y=Y — %23, para eliminar yz3;

X — ¢ — coef(Xz3)

x Ber 23, para eliminar X 23, onde coef(Xz?) é o novo coeficiente de X 23

apos as mudancgas anteriores;
Yy — y — coef(xY 2?)

o7 122, para eliminar Y22, onde coef(zY 2?) é o novo coeficiente de

rY 22,

Como em A,, colocando x? em evidéncia para os termos que contém z°, com i > 2, e 3>
para os termos que contém ¢, com i > 2, fazemos de modo andlogo, as mudancas de coor-
denadas. Finalmente, teremos reduzido o 4-jato de f a 22 £ 4%+ (cy — b2/4a; — b3 /4as) 2*.
Portanto, f tem singularidade Aj se, e somente se, az = 0, by = 0, e 4aazc9—b3as —bia, #
0.

Para A4, consideramos o 5-jato de f com a3 = 0 e by = 0. Apds as mudancas de
coordenadas necessdrias, e substituindo cg — b3/4a; — b3/4as = 0, o 5-jato se reduz a
22 + y?* + (d1 — ciobs/2a1 — cgbg/2as + bbgbig/4ajas) 2°. Portanto, f tem singularidade
Ay se, e somente se, az = 0, by = 0, cg — b2/4ay — bz /4ay = 0, e 4ajasdy; — dascigby —
2a1cgbg + bgbgbrg # 0.

Para os pontos umbilicos planos parciais, podemos supor que j2f(z,y,2) = a;x°.
Assim, para Dy, consideramos j3 f = a 2% + byx3 + box®y + bszy® + bay® + bsy®z + beyz? +
by 23 + bgwz? + box®z + bigryz. De maneira andloga as mudancas anteriores, podemos fazer
73 f ser equivalente a 22+ C'(y, 2), onde C(y, z) é a forma ctibica byy>+bsy*2 +bgyz? + b7 2>.
Temos singularidade D] se, e somente se, esta ctibica tem apenas uma raiz real e D} se,
e somente se, a cubica tem 3 raizes reais. Isto é a singularidade é D, se, e somente
se, a ctbica nao tem raiz dupla, e isto nos diz que o discriminante de C(y, z) tem que
ser diferente de zero. Para calcular este discriminante, é conhecido que, basta eliminar
por exemplo, yz? substituindo z = Z — %y (no caso em que b; # 0, caso contrario o
raciocinio é andlogo para eliminar y?z se by # 0, observe que se by = 0 e b; = 0 entao

a cubica tem 3 raizes reais e portanto a singularidade é do tipo D, ). Assim teremos:
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<227—bbg$ +by — b§bb7"> Y —i—( w + b5> y?Z+b;Z3. Dividindo esta equacio por byy® teremos:
208 by bsbg AN AN A
(27b$ s 32 + 3b2 )y Ty )

———(4b3by + 27b2b2 — 18bsbrbsbg — Db + 4b3by).

cujo discriminate é

108b4

Portanto, f tem singularidade do tipo Dy, isto é, f é equivalente a 2 + y?z & 23 se, e

somente Se, g = a3z = 0, b7 7é 0, b5 7é Oe 4bgb4 + 27[)3()3 — 18b4b7b5b6 — b%bg + 4b§b7 7é 0. m

2.2 Desdobramento versal

A familia de fungoes altura H : M x S3 (p,u) — IR é uma deformagao da fungao altura

H,,. Em coordenadas locais
H(z,y,z,a,b,¢c) = f(x,y,2) + ax + by + cz,

portanto Ha x, Hb— Y e HC— Z.
Nesta secao, procuramos as condigoes sobre os coeficientes da expansao de Taylor de

f, para H ser uma deformacao versal de H,, = f. Temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.4 A familia de funcoes altura H é um desdobramento versal em uma sin-
gularidade:

Ag : sempre,

Az < bg # 0 ou bg # 0,

Ay & a2adbs(—2(a1axb? b2bs+alashigcisbi—2a2 asbebigcrbs+aiasbsh?ocs—2a2 azbiocgbgbs )+
atbiobsbi + 2a3b2b3bs — 3a3babiobsbs — 2(2a3bi1ob2bsbs + ajadbsciobi — 2a2a3biodiabs +
2a2a3byodiobs + 2a1a3bebiocioby — a3b2bbob?) + 3a3zbebiobiby — a3bibiobe + 4azbebiobsbi —
4a3beb2bsby — 2a3b2bob3, + 2a3b3bsbig — adbipb3bs — 4ajazbebiobscir + 2aia3bsbics +
dayazbebsbscio + 2a1a3b3 c1obs + 2a1a3b3c15b10 — 4a1aibibscs + aasbigbsbi + 2a1a2b2b%be —
2a1a2b3b10bsbs + 2a1a2b3b10bsby — 2a1a2b2b2bs — 2a1a2b6b10b2bs + 4ajazbgbib?) # 0,

Dy < 6b3bsby — 2b3b2 — 9bybigby + 6bybgbs + bsbigbs — 2bgb? # 0.

Prova: H é sempre um desdobramento versal em uma singularidade As, pois
5 A Fo S ey + R Has Ho He = T(2),
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Chamando o lado esquerdo da igualdade de V, temos que obviamente V' C J?(2). Para
ver que J3(2) C V, observe que x = Hea, y =Hp, 2 =H. . Além disso, considerando que

al#O,aQ#Oem#Otemos

z? = %jgf:m = 2a2 3fy7 yZQ = 2a2 Sfya r’z = % .3f27
= RS = P =i, 0= 2R
wyz = 525 o, 22 =500 wy =525ty ¥R =ity
Iz = ﬁ 3fa:a 222 3fy7 z? = 2a1 3fm> 2 = %jg‘fz'

H é um desdobramento versal em uma singularidade A3 de f se, e somente se,

G A s Fo P Yy + R Has o F} = T1(2),
Chamando novamente de V' o conjunto do lado esquerdo da igualdade, temos que certa-
mente V' C J4(2). Para a outra inclusao, ¢ ficil, como no caso anterior, ver que os termos:
x,y, 2,2t yt oy, tyz, vy, 2y, aty?, 2B, 2R, By, a3, 22 vl ay 2 vyz, 22,08, P2,

22y, xy?, 2% estdao em V, pois a; # 0 e ag # 0. A condigao, 4ajasce — biag — bia, # 0, para

As, garante que yz2, 222 e 2* € V, pois

2254 f,) 2a5 0 bg Y22
2iNf) | = 0 2a; bg x2? | + elementos de V,
Zj4(fz) 2b6 2b8 409 2’4

e o determinante da matriz é exatamente (4dajascy — bias — b2ar)/(4ajaz). Com isto

podemos agora provar que z2,y* e xy estao em V. Como

274 (f,) 2a0 0  bg Yz
2j*(fe) | = 0 2a; b xzz | +elementos de V,
3*(f2) 206 2bg Acy 23

temos também que yz, xz e 23 € V. Finalmente, para provar que z? pertence a V podemos

usar j4(f,) se bg # 0 ou j*(f,) se bg # 0.

H é um desdobramento versal em uma singularidade A4 de f se, e somente se,

5 A Fo S ey + R Has Hy Fe} = T°(2),

O determinante da matriz, induzida pelos vetores j° f., 7° fy, 7°(xf2), 7°(x f,), 7°(yfy),
(yfx) (ny) (me) (nyy) °(2 2fa:) °(= ny) 2(2°fy), 5 (= Sfa:) usada para mostrar

R { Ha, Hy, H c} , d4 exatamente a condicao que queremos.
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H é um desdobramento versal em uma singularidade D4 de f se, e somente se,

5 A Fo S Yoy + R s Ho He} = T(2),

Para mostrar que v, 3, 22y, xz, Y2z, 23 pertencem a

P fy,fz>}g(2) + R {Ha,Hb, HC} , temos uma matriz induzida pelos vetores
Pfe), 722 fe), 722 1), 72 (W 1), 72 (wf2), 73 (2 f2), cujo determinante é 12(4b3by + 270502 —
18b4b7b5bg — D22 + 4b3b7)a?, que em Dy é diferente de zero. E para y? yz e z? temos
uma matriz, induzida pelos vetores j° f., 7° f,, 7° f», cujo determinante é 6b3bsb; — 2b3b3 —

94b10b7 + 6bsbsbg + bsbiobs — 2bgb?. |

Vimos que o Teorema de Montaldi nos da quais sao as singularidades genéricas de
cada aplicagao ou funcao usadas para medir o contato da hipersuperficie com seus re-
spectivos objetos. Nos resultados anteriores achamos as condig¢oes necessarias e sufi-
cientes para identificarmos cada uma destas singularidades. Olhando para um ponto p
da hipersuperficie M, que pode sempre ser dada localmente na forma de Monge, e para
os coeficientes desta forma, podemos dizer exatamente que tipo de singularidade genérica
tem a funcao altura ao longo da normal no ponto p. Além disso, fizemos o mesmo
para identificar quando cada familia ¢ um desdobramento versal destas singularidades.
Com estas condigoes conseguimos mais informagoes geométricas (ver, por exemplo, a ob-
servacao 2.12). Observamos que no caso de superficie em IR® achar as condicoes é um
passo necessario para estudar as mudancas genéricas a 1-parametro na geometria plana
de superficie [14]. Pretendemos, no futuro, fazer o mesmo estudo para hipersuperficie em

R*.

2.2.1 Conseqiiéncias geométricas

Dado um desdobramento versal H de f podemos associar a H dois subconjuntos do espaco
de parametros que sao de grande interesse geométrico, o discriminante de H e o conjunto
bifurcacao de H. Estes conjuntos fornecem modelos locais extremamente 1iteis no estudo
da geometria.
Seja:
o R*x S — RxS?
(x,y,z,u) — (H(z,y,z,u),u)
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O primeiro ¢ o subconjunto de S® definido por

A(H) = {(H(z,y, 2, u),u);u € S* e H, é singular em (z,y,2)} = H(X(H)).
Neste caso, o discriminante de H é exatamente o dual de M, pois um hiperplano desta
familia da origem a uma singularidade se, e somente se, ele é tangente a M no ponto em
questao.

O segundo conjunto é o conjunto de bifurcagao de H
Bif(H) = {u € S*3(z,y,2) : H, ndo é estével em (x,y, 2)}

= {u € 5% 3(x,y,2) : H, tem singularidade mais degenerada que A;}.
Entao Bif(H) é o conjunto dos vetores normais a M nos pontos parabdlicos, isto é,
é a imagem do conjunto parabdlico de M pela aplicacao de Gauss. Os modelos destes

conjuntos estao descritos no Teorema 2.17.

2.3 A geometria proveniente do contato com

hiperplanos

Seja M uma hipersuperficie em IR*. O objetivo desta secdo é descrever os conjuntos em
M onde ocorrem as singularidades genéricas da funcao altura.

Seguindo o método de Bruce [8] para superficies em IR3, em cada ponto ¢ € M,
podemos escolher eixos coordenados mutuamente perpendiculares (z,y, z,w) com o eixo-
w na direcao normal a M em ¢. Sejam ¢ um ponto sobre a hipersuperficie, e n um
campo vetorial normal unitario em uma vizinhanca U de q. Escolha trés campos vetoriais
unitarios C*°, v, u e t no espago tangente a M nos pontos de U, tal que eles formem uma
base positivamente orientada. Logo, M pode ser escrita, localmente, em qualquer ponto
p, de U na forma de Monge, como o grafico de uma funcdo w = f,(z, v, 2).

Seja Vi o espaco vetorial de polinomios de z, y e z de grau > 2 e < k. A construgao

acima define uma aplicagao C>

6: U — V,
p o= 5t
Queremos obter as configuracoes genéricas do conjunto parabdlico em M. Para isto,

vamos definir para cada tipo de singularidade da funcao altura um estrato Y no conjunto
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Vi representando este tipo de singularidade. Vamos provar a transversalidade da aplicacao
6 com o estrato Y para usar o Teorema 1.25 e mostrar que §~(Y) C M, é uma variedade
regular de codimensao igual a codimensao de Y. Para fazer isto, precisamos saber qual é
o espaco tangente da imagem da aplicacao Monge-Taylor.

No proximo resultado, calculamos a imagem da derivada da aplicacao Monge-Taylor

0, andlogo a Proposicao 2 de Bruce [8] para superficies em IR3.

Proposicao 2.5 Seja 0 : U — Vi e seja p = (w0, Yo, 20, wo) € U, com M escrita local-
mente em q como w = f(x,y,z). A imagem de df(p) é gerada por vi,vs, vy tais que:
v = 5 (d0(55)) = 3" (fe(,y, 2) = folw,y, 2) foe(0,0,0) f (2,9, 2) —
fo(@,y,2) f(2,y,2) f0y(0,0,0) = fa(z,y, 2) f (2,9, 2) f22(0,0,0) = f2z(0,0,0)x —
f24(0,0,0)y — f22(0,0,0)z),

v = " (A0Z)) = (v 2) = ol . 2)fuy (0,0,0)f (2,9, 2) -
fy(xa y’ Z)f(x7 y’ Z)fyy(07 07 O) - fZ('r7 y7 Z)f(x7 y’ Z)fyz<07 O’ 0) - f$y(0’ 07 O)x -
fyy(oa 07 O)g/ - fyz(ov O’ 0)2)7

U3 = ]k (dg(%)) = jk(fz($,y,2> - fﬂc(x7y7 Z)f£2(07070>f<x7y72> o
fyz,y,2) f(x,y,2) f,2(0,0,0) — f.(z,y,2) f(z,y, 2) f.-(0,0,0) — f2(0,0,0)z —
fyz(07 07 O)y - fzz(07 07 0)2)

Prova: Seja p = (20, Yo, 20, wo) € U. Localmente M pode ser escrita em ¢ como w =
f(z,y,2). Para outro ponto ¢ em U teremos uma outra funcdo g, e um sistema de
coordenadas X, Y, Z, W tal que M é localmente o grafico desta funcao em uma vizinhanca
V, de ¢. Em particular f(z,y,2) = ¢,(X,Y,Z) em U NV, . Vamos escrever localmente
gy no sistema de coordenadas z,y,z,w em funcao de f, e assim podemos escrever a
aplicagao Monge-Taylor em U em funcao de f e calcular entao os vetores geradores do
espaco tangente de # em funcao desta dada f.

Os vetores v; = (1,0,0, fi(zo, 0, 20)), v2 = (0,1,0, f,(zo0,%0,20)) € vs = (0,0,1,
f=(%0,Y0,20)) geram o hiperplano tangente 7,M, em p. Considere os vetores e; =
(10,0, £), €2 = (—fyful + F2,0.£,), €5 = (—fufor—fyfor L+ f2+ f2, £.), que sio dois
a dois ortogonais e estao em T,M. Para achar e, usamos as equagoes e; = Aje; + Aav;
e (e1,e) = 0, e para ez usamos ez = Aze; + Asea + Asv3, (e1,e3) = 0 e (e2,e3) = 0. Seja
es = (—fu, —fy, — [, 1) vetor normal a superficie M no ponto p. A transformagao afim
que leva o espaco-(z,y, z) e o eixo-w normal em (0,0,0,0), respectivamente, no espago

tangente e no normal em p = (zo, Yo, 20, Wo), ¢ dada por:
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T 1 _fxfy _fxfz _f:r X+$0

v _| 0 1+ —hfr Y +yo
z 0 0 L+ f2+ 17 —f. Z+ %
w fa fy Iz 1 W+ wy

onde as derivadas parciais de f sdo calculadas no ponto (xg,%o,20). As coordenadas
(x,y, z,w) sdo as coordenadas antigas de um ponto e (X,Y, Z, W) sao as novas coorde-

nadas. Ou seja,

X‘I‘CL’O T

Y 4+ yo _ Yy
=A l(fo,yo,zo)

Z—l-Zo z

W+w0 f(xayvz>

onde A é a matriz, cujas colunas sdo os vetores e,s. Note que na origem A é a matriz

identidade. Desenvolvendo as equacoes acima, temos:

r = X+ag— fufo(Y +y0) = fofo(Z + 20) = fo(W + wp),
y = (L+ Y +y0) — fufZ + 20) = f(W +wy),
2= (L4 2+ )2+ 20) = f-(W + wo),
w = fo(X +20) + f,(Y +w0) + f2(Z 4 20) + (W + wy).
Com esta mudanca a hipersuperficie é dada no novo sistema (onde p esta identificado
com a origem) por (X, Y, Z, W), onde usando as igualdades anteriores,
W = G(zo.w0,20) (T, Y5 2)
= —f(x0,y0, 20) + f(X + 20— fy fo(Y +10) = fufo(Z + 20) = fo(W +wo), (L+ f2)(V +
Yo) = [y f-(Z + 20) = fy(W +wo), L+ f2+ fINZ + 20) — f2(W +wp)) — fo(X +x0) —
fy(Y +y0) — [2(Z + 20).

Portanto a aplicacao Monge-Taylor ¢ dada por:

0:U — V,
(-Tan()?ZO) — jkg(wo,yo,zo)<x>yv Z)
Logo, para obter o resultado basta calcular v; = jk(g—zg), vy = jk(g%), e vy = jk(%)

€1 (33'0, Yo, ZO) = (Oa Oa 0)

Um resultado em [14] mostra que a geometria plana de variedades ¢ GL(n) - invari-
ante. Entdo qualquer variedade em J*(n) resultando desta geometria ¢ também G L(n)-

invariante (ver [14], paginas 175-176).
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Sendo assim, dada f com um determinado tipo de singularidade, vamos considerar
um transversal a GL(3)—drbita desta f e trabalhar neste transversal. Pois, o estrato
Y de um determinado tipo de singularidade pode ser visto como o estrato Y deste tipo
de singularidade neste transversal cartesiano a GL(3)—6rbita desta f. Temos entao que
o espaco tangente de Y é gerado pelo espaco tangente de Y e pelo espaco tangente &
GL(3)—6rbita de f. Entao, para mostrar a transversalidade da aplica¢ao 6 com o estrato

Y precisamos também dos geradores do espago tangente a G L(3)—drbita de f.

Lema 2.6 Os geradores do espaco tangente a GL(3)—drbita de f em J*(3), em f, sdo:

U :xfx7 Ug :yfxa U3:fo,
U4:yfy, U5:£13'fy, u6:ny7
U7:.sz, uSnyz7 UgZZfZ.

Prova: Para obter os geradores, basta calcular 4 f(A(z,y, 2)) |=o onde A, é um caminho

em GL(3) pela identidade. Os seguintes caminhos vao dar os geradores:
I +tE; comi,j =1,2,3,
onde I é a matriz identidade e E;; = (ayy,) com

1 se l=1 e m=j

A =
0 caso contrario.

Observacao 2.7 O espaco vetorial Vi, € gerado pelos monomios de grau > 2 e < k e
um elemento de V}, € representado pelo seu coeficiente em relacdo a estes geradores. Por
exemplo, um elemento de Vo = (x? 1y, 2% 2y, x2,yz) é representado pelo seu respectivo

coeficiente (ay, as, as, ay, as, ag).

Proposicao 2.8 As singularidades Ay (conjunto parabdlico) da fungdo altura ocorrem

localmente sobre uma superficie suave em M (ver Figura 2.1).

Prova: Suponha que f tem uma singularidade As; na origem e tome, sem perda de
generalidade, j2f = a12® + ayy® com ajay # 0. O espago tangente a GL(3)-6rbita de f

em Vy é R (22, vy, vz, 9% yz), logo um transversal & érbita é dado por j2f + dzz?, onde
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az € IR. Entao no transversal, o estrato A, é dado por as = 0, isto é, é uma variedade de
codimensao 1. Queremos saber quando a imagem de 6 é transversal ao estrato-As em V5,
isto 6, quando d,0(IR?) + Ty Ay = Va.

O espaco tangente do estrato A; em V5 é o kernel de uma forma diferenciavel €. Como

¢ tem que anular o tangente ao estrato A; no transversal e os geradores do tangente de
GL(3)(f), entdo & = das.

Os geradores do espaco tangente a imagem de # em V5 (ver Proposicao 2.5), sao
v1 = 2boxy + bsy? + 3122 + bg2® + 2bgxz + broyz,

Vg = 2032y + 3bay® + b + bg2® + broxz + 2b5y2,
V3 = blgfﬁy + b5y2 + ng'Q + 3b722 + 2b8(L’Z + QbGyZ

A imagem de 6 nao é transversal ao estrato As se, e somente se, R{vy,ve,v3} +

kernel £ & V4, o que significa que vy, v9, v3 pertencem ao kernel €. Isto € se, e somente se,
5(1}1) =0« bg = 0,

6(1}2) =0&0bg =0,
f(vg) =0<b; =0.

Como &(v3) = by # 0 para uma singularidade A, concluimos que a imagem de 6 é
sempre transversal ao estrato As em V5. Entao pelo Teorema 1.25, a variedade A, em M,
que é igual a 071(A,), é sempre uma superficie suave ja que o estrato A, tem codimensao

um em V5. [ |

Observagao 2.9 Observe que a prova da proposi¢ao anterior nos dd informacoes precisas
(ou seja, as condigoes para ocorrer a transversalidade) sobre a densidade a que se refere
o Teorema 1.26. O mesmo se repetird nas provas das Proposicoes 2.11, 2.13 e 2.15.

Usamos as condi¢oes que aparecem para obter novas informagoes geométricas.
Vamos estudar o significado da nao transversalidade de 6 ao estrato As.

Proposicao 2.10 O ponto (0,0,0) do conjunto parabdlico € singular se, e somente se,

bg = by = bg = 0, ou seja, se, e somente se, 0 nao € transversal ao estrato As.
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Prova: Seja j2f = a12% + asy? +b123 + boxy + bywy? + bay® + bsy? 2 4+ bey2? + by 22 + bgwz® +
box?z + bigzyz com f,.(0,0,0) = a3 =0, a; # 0 e ay # 0, ou seja, f tem singularidade A,

na origem. O conjunto parabdlico é descrito pela equacao

Jor  foy  faz
det | foy fy fo | =0
Joo [y Sz
cujo primeiro jato é 8ajasbgx + 8aiasb6y + 24a1a2b72. Entao as singularidades sao dadas
por
Joz  foy  faz
Vildet | fo, fu [ = 8ayay(bs, bg, 3b7) = 0.
Jor Loy fe:

Proposicao 2.11 As singularidades Az da funcdo altura ocorrem genericamente sobre

uma curva suave da superficie suave de pontos Ay (ver Figura 2.1).

Prova: Suponha que f tem uma singularidade A3 na origem, e sem perda de generalidade,
tome a3 = 0 e by = 0. Um transversal a 6rbita de As em V3 pode ser dado por j3f +
asz> + f3, onde as € R e f3 = bya® + box®y + bsxy?® + byy® + bs2y? + bg 2y + by 2 + by 2? +
byzx?® + bigzryz com os coeficientes em IR. Neste transversal, temos uma singularidade As
se a3 = 0 e by = 0. Queremos saber quando a imagem de 6 é transversal ao estrato-As,
isto ¢, quando d,0(IR*) + Ty Az = Vi, e assim saberemos quando §71(A3) é variedade suave
em IR* de codimensdo igual a dois (codimensdo de Aj).

O espago tangente do estrato-As em V3 é a intersecao do kernel de duas formas
diferencidaveis & e &. Como & e & tém que anular o tangente ao estrato-Az no
transversal e os geradores do espago tangente de GL(3).f, entdo & = dag e & =
asbgdas + a1bgdag — 2a1aodby.

Os geradores do espaco tangente a imagem de 6 em V3, sao

V1= 2boxy + b3y? + 3b11% + by 2% + 2bgx 2 + bigyz + (dey — 4ad) 2P 4 3y 4 3crpza? + (2c3 —

4a%a2)y2x + 2c132y2 + 010z3 + c4y3 + cl4y2z + 2c1122° + cl5y22,

Vo= 2b3xy + 3bgy? + bax? + be2% + browz + 2b5yz + cow® + (203 —3 ay )2y + c13202 + 3cqyPT +
2c147Yy2 + 2% + (des — 4ad)y® + 3egy®z + cisr2? + 207y22,
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v3= bioxy + bsy? + box? + 2bgxz + 2bgyz + crox® + c132%y + 2c1120% + crayix + 2c152y2 +
deg 23 + ey 4 207y% 2 + 3ergrz? + 3egy 2.

A imagem de 6 nao é transversal ao estrato-As se, e somente se, IR{vy,ve,v3} +
kernel & N kernel & & Vi. Como kernel & N kernel & tem codimensao dois, esta nao

transversalidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, \jv; +

piv2 + Bius (j = 1,2), tal que

51()\j1)1 + ;U2 + ﬁjvg) = — (bg)\j + bﬁuj) =0 e
E2(Ajur + pjva 4 Bvs) =(2a2(bobs — aicio) + a1bsbio)Aj + (a2bsbig + 2a1(bsbs — ascs)) i+
2(&2[)% + albg - 4@1@209)ﬁj =0

para j = 1,2. Isto ¢, fazendo o = A, y = p;, 2 = B3;, teremos que ter duas solucoes

linearmente independentes para o sistema:

bgiB + bey =0
(2&2(bgbg—CL1C10)+albﬁb10)$+<a2bgblo + 2@1 (b6b5 — CLQCg)) y+2(agb§+a1b§ —4a1a269)z = 0.

Como estas sao equagoes de planos, temos que:

(i) Se agb? + a1b? — 4ajasce # 0 entao by = bg = 0, pois o coeficiente de z na primeira
equacao € zero, e portanto, ela tem que gerar o espaco todo, para termos duas
solucoes linearmente independentes. Assim, ji que temos b; = 0 para As, isto é

equivalente ao conjunto A, ser singular (ver Proposicao 2.10).

(ii) Se axb? + a1bz — 4ajascy = 0 entao para que os planos sejam paralelos temos que ter
bg (agbgblo —+ 2a1b6b5 — 2&1&2C8> — (2[)9@2[)8 + a1b6b10 — 2@1&2610)[)6 = 0, € a primeira

igualdade deste item nos diz que a singularidade é Ay>4 (ver Proposicao 2.3).

Concluimos que a imagem da aplicacgao Monge-Taylor nao é transversal ao estrato As
na singularidade A3 quando o conjunto parabdlico é singular, ou quando a singularidade
¢ do tipo Ap>4. Observe que para o conjunto Ay ser singular em Ajs, precisamos de 4
condigbes, portanto # nao encontra este estrato (Ay com conjunto parabolico singular),
ou seja, o caso nao ¢é genérico. Entao pelo Teorema 1.25, a variedade Az em M, que é
igual a 671(Aj3), i t ja trato Az t di a
igual a 3), ¢ genericamente uma curva suave ja que o estrato Az tem codimensao

dois em V3. m
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Observagoes 2.12

(1) Note que nesta curva a imagem de 6 € transversal ao estrato-Ay e entdo o conjunto

Ay € uma superficie suave.

(1i) Em Az : bg = bg = 0 se, e somente se, a familia de fun¢do altura nao é desdobra-
mento versal (ver Proposicdo 2.4) se, e somente se, o conjunto parabdlico é singular

se, e somente se, a aplicacao Monge-Taylor nao € transversal ao estrato-As.

Proposicao 2.13 As singularidades Ay da fungao altura ocorrem genericamente em pon-

tos isolados da curva A (ver Figura 2.1).

Prova: Suponha que f tem uma singularidade A4 na origem, e sem perda de generalidade,
tome a3 =0, by =0 e ¢g — % — % = 0. Um transversal a orbita de A4 em V; pode ser
dado por j*f + @3z + f3 + fi, onde a3 € IR, f3 é dada na prova da Proposicao 2.11 e
f1 = Gzt + Gy +E32%y% + Eary® + G5yt + Gyt 2 + GryP 2 + Cy 2 + o2t 4 Gt r + e 2 +
Croz® + C1320%y2z + Euwy’z + Cis7y22. Neste transversal, temos uma singularidade A4 se
as =0, by = 0 e 4ajas(cy + ) — (bs + bg)%as — (b + bg)?a; = 0. Queremos saber quando
a imagem de 6 é transversal ao estrato-Ay, isto é, quando dPQ(IR?’) + T Ay =V

O espago tangente do estrato-A, em Vj é a intersecao dos ntcleos de trés formas
diferenciaveis & & e . Como &, & e &3 tém que anular o tangente ao estrato-A, no
transversal e os geradores do tangente de GL(3).f, entdo
&1 = das,
& = agbgdas + a1bgdag — 2a1asdby,
65 = gadbs — fdbs + Loy + (U + it — e0)igg + (abe 4 by o) dgg +

16a1asz 16aias2 8a3
2 2
b8 b6

16a? 16a2

das + —26%_da,.

16a1a2

c1a1 +

Os geradores do espaco tangente a imagem de 6 em V}, sao

v = j* (d@(%)) vy = j* (d@(a%)) ,u3 = j* (de(%)) :

A imagem de 6 nao é transversal ao estrato-Ay se, e somente se, IR{vy, va, v3}+
kernel & N kernel & N kernel £ & Vi, Como kernel & N kernel £ N kernel &3 tem
codimensao trés, esta nao transversalidade significa que existe um vetor nao nulo, Av; +
pva+Bus, tal que £ (Avy +pva+Bus) = 0, Ea(Avr+pva+Bus) = 0 e E3(Avy +pva+Bus) = 0.

Isto é, teremos que ter
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det [ &(v1) &a(v) &afvs) [ =0,

ou seja,

3a1b%b§bgb1oa% -+ 2b10a%b§010a1 + 4b10a§b§bgcga%b§d11a% — bloagbébg — bfoagbgb(;al —
3b10a2b§b5b§a% — 4&%&%08175610 -+ 2&1&%68bgb9 -+ 4G%b6b5b§0100j% — 2G1b6b5bgb9(l% + bg&%b%b%oag —
4bga%b§cwb10ag — 2bgai’bgb§ — 4bga‘i’b6 + Sbgai’a‘;ngu + Gbga§a208b5b§ — 8b8a§b665d11a% -
4bg@%bgb§08a% + 2b9a2b8b5bga% + 4&?@%610[)208 — 2@?&2010()5()% — 2&?[)2()1068@2 + 4ai”bgb10d11a§ +

a?bgblgbg) — 6b669a§b3610@1 + 8b6b9agb8d11@% + Zbigagbg + 466&%(136%()(?8 — 866&‘;’(13610(111 =0.

Observamos que na singularidade A4 se o determinante acima se anula, teremos 4
condigoes e portanto f nao encontra este estrato (A4 com o determinante nulo), ou seja,
este caso nao é genérico. Concluimos que quando este determinante é diferente de zero
a imagem da aplicacao Monge-Taylor é transversal ao estrato A;. Sendo assim, como
esta variedade tem codimensao trés entao pelo Teorema 1.25, §7'(A,) é uma variedade

de codimensao trés em M, o que significa que é constituida de pontos isolados. [ |

Observacao 2.14 As codimensoes dos conjuntos A5 € maior ou igual a quatro, e por-
tanto, transversalidade significa que a imagem de 6 nao encontra o estrato-Ay, para k > 5.

Assim, concluimos que f, genericamente, nao tem singularidades Aj>s.

__-- Rabo de Andorinha de Gauss

Cuspidal Edge de Gauss

Figura 2.1: Conjuntos Ay, A3, Ay
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A nomenclatura usada na Figura 2.1 é devido ao fato de que localmente a imagem da
aplicacao de Gauss em um ponto Az é uma cuspidal edge e a imagem local de um ponto

Ay é o rabo de andorinha, andlogo & nomenclatura no caso de superficies em IR?.

Proposicao 2.15 As singularidades Dy da funcao altura ocorrem, gemericamente, sobre
pontos isolados de M. Na singularidade Dy, o conjunto Ay é um cone. Em Dy o conjunto
As € uma reta contida neste cone. Em D, o conjunto As € constituido por trés retas

contidas no cone (ver Figura 2.2).

Prova: Suponha que f tem uma singularidade D, na origem, e sem perda de generalidade,
tome ay = a3 = 0. Um transversal a érbita de D, em V5 pode ser dado por a;2? + asy? +
G322 +agyz, onde as, as,ag € IR. Neste transversal, temos uma singularidade D, se @y = 0,
az = 0 e ag = 0. Queremos saber quando a imagem de 6 é transversal ao estrato-Dy, isto
é, quando d,0(IR?) + Ty Dy = Vi, e assim saberemos quando 6~1(D,) é variedade C* em
IR? de codimensdo igual a trés.

O espaco tangente do estrato-D, em V5 é a intersecao dos ntcleos de trés formas
diferencidveis &;, & e . Como &, & e & tém que anular o tangente ao estrato-Dy no
transversal e os geradores do espaco tangente de GL(3).f, entdo & = das, & = das e
&3 = dag.

Os geradores do espaco tangente a imagem de 6 em V5, sao

o= (a005)) cva = (4050 ) on =57 (@050

com ay = agz = ag = 0.

A imagem de 6 ndo é transversal ao estrato-D, se, e somente se, R{vy,ve,v3} +
kern & Nkern & Nkern £ & V. Como kern & Nkern & Nkern &3 tem codimensao trés,
esta nao transversalidade significa que existe um vetor nao nulo, \vy + puvs 4+ [us, tal que
&1(Av1 + pvg + fuz) = 0, Eo(Avy + pws + Fus) = 0 e E3(Avy + pvy + Bus) = 0. Isto é, teremos

que ter

ou seja,

6b3b5b7 — 2()3()% — 9b4blob7 + 6b4b8b6 + b5b10b6 - 2b8b§ = O

37



Mas isso colocaria uma condigao extra no Dy tornando a situagao nao genérica. Con-
cluimos que como genericamente o determinante acima é diferente de zero, a imagem da
aplicacao Monge-Taylor é transversal ao estrato D4. Sendo assim, como este estrato tem
codimensao trés em V3, pelo Teorema 1.25, ~!(Dy) é uma variedade de codimensao trés
em M, o que significa que é constituida de pontos isolados (ver Figura 2.2). Observamos
ainda que a imagem de 6 nao é transversal ao estrato-D, se, e somente se, a familia de
fungao altura ndo é um desdobramento versal em uma singularidade D, (ver Proposicao
2.4).

No transversal de D, (portanto em V3, e assim podemos trabalhar com o 2-jato de f)

o conjunto As é um cone dado pela equagao

f:c:r: fxy fxz
det | fo, for for | =201 (3G — 4a2as) =0
fmz fyz fzz

Isto é a2 — 4asas = 0. Esta equacido nos d4d um cone em V5. Como 6 é transversal a Dy,
O(IR*)N Ay é um cone em Va, e como # é um difeomorfismo IR*, 0 — V3, 671 (Ay) é também
um cone em M.

Vejamos agora como é o conjunto dos pontos As sobre este cone. Para isto, precisamos
trabalhar em V3. Em uma singularidade Dy o 3-jato de f é dado por j2f = 2*>+C(x, v, 2),
onde a ctibica C(z,y, 2) ~ 23 £y?2+xa(x,y, z). Um transversal a érbita de Dy em V3 pode
ser dado por x% + doy® + 32 + agyz + 2° £ y*2 + wa(x,y, z) + xb(x, y, 2), onde b(x,y, z) =
b1z +bozy+bozz. Fazendo v = X —1(a—b) teremos j° f ~ X?+asy*+azz>+agyz+2°+ty’z,
onde teremos Aj se, e somente se, doy? + azz® + agyz = L? e L | (2% £ y?2). Assim,
7P2f~X?+L?>+ LW, onde W = (2* £ y%2)/L. Fazendo a mudanga L = [ — %, teremos
X2 +12—-W?/2, como W? tem grau 4 entao j>f = X2 + [2. Vejamos:

(i) se tivermos 2® + y?z = z(2% +9?), entao L | z ou L | (2% + y?) (que nao pode ocorrer,
pois L é de grau 1), logo L = Az. Portanto, como L? = dyy* + a32* + agyz temos que
as = ag = 0, isto é teremos uma variedade de codimensao 2 em V3, que esta sobre
o cone a2 — 4asaz = 0. Logo em M teremos uma curva suave, pois  genericamente

é transversal ao estrato-As.

(ii) se tivermos 2% — y?z = z(2 — y)(z + y), entao
L|z= L?= )% ou

L|(z—y)= L= (z—y)* ou
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L|(z+y)=L*=)N(z+y)%

Como L? = Gy? + G322 + Ggyz, para o primeiro caso teremos que ter a, = ag = 0,
para o segundo az — as = 0 e ag + 2a, = 0, e para o ultimo temos que ter ag — 2a, =0 e
az—as = 0. Isto é, teremos trés variedades de codimensao 2 (sobre o cone &% —4dasaz = 0),

e portanto em M, teremos trés curvas suaves. [ |

Figura 2.2: Conjunto parabdlico em Dy, umbilico eliptico (hiperbdlico) & esquerda (respectiva-

mente, a direita)

Observacao 2.16 As codimensoes dos conjuntos Dy>5 sao maiores ou iguais a quatro,
e portanto, transversalidade significa que a itmagem de 6 nao encontra o estrato-Dy., para

k > 5. Concluimos que f, genericamente, nao tem singularidades Dy>5.

O teorema a seguir identifica geometricamente os tipos de singularidades da funcao

altura.

Teorema 2.17 As singularidades genéricas da func¢ao altura ao longo da direcdo u ocor-

rem em p € M quando
A1: p nao € ponto parabdlico, Bif(H) é vazio.

Ag: p € ponto parabdlico, a direcao assintotica principal é transversal ao conjunto

parabdlico da hipersuperficie, Bif(H) é uma superficie reqular.

As: p € ponto pardbdlico, a direcdo assintdtica principal € tangente ao conjunto

parabdlico da hipersuperficie, Bif(H) é um cuspidal edge.
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Ay: p € ponto parabdlico, a dire¢ao assintdtica principal € tangente a curva Az, Bif(H)

¢ um rabo de andorinha.

Dy: p € ponto parabdlico, o conjunto parabélico é um cone. Em Dj, o conjunto As é
uma reta sobre o cone. Em Dy , o conjunto As € formado de trés retas sobre o cone.

Os conguntos Bif(H) para D} e para Dy sio como na Figura 2.4.

Ver Figuras 2.3 e 2.4.

Figura 2.3: Diregoes assintdticas principais sobre os pontos Ay, Az e Ay

Prova: Dado p € M denotamos as trés curvaturas principais em p, por ky, ks e k3. O
segundo jato da f pode ser escrito como %(klﬁ +koy? + k32?). Logo, segue da definigao de
ponto parabdlico e das condigoes sobre os coeficientes de f, que A; nao é ponto parabdlico,
mas que A,, As, Ay, e D4 sao todos pontos parabdlicos.

Como o conjunto bifurcacao é a imagem do conjunto parabdlico na esfera de Gauss,
entdo Bif(H) = () para os pontos nao parabdlicos A;. Para os outros tipos de singular-
idades sabemos que a funcao altura é um desdobramento versal, portanto os conjuntos
de bifurcacoes sao dados por modelos dos conjuntos de bifurcacoes das singularidades A,,
As, Ay e Dy. Ver por exemplo [11] nas paginas 110 — 115.

Sabemos que o conjunto parabdlico de uma hipersuperficie w = f(z,y, z) é dado pelos
pontos (z,y,z) que anulam o determinante da matriz hessiana de f(x,y,z). O primeiro

jato desta equacao ¢ dado por
8a1a2b8x + 8a1a2b6y + 24@1&21)72’.
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Regular Cuspidal edge Rabo de andorinha
Bif (H,A,) Bif (H, A3) Bif (H, A,)

Bif (H, Dy )

Bif (H, D)

Figura 2.4: Conjuntos de Bifurcagoes de H

O normal ao conjunto parabdlico pode ser dado por (bs, bg, b7) (ver Proposicao 2.10). A
diregao assintética principal é (0,0, 1). Logo, (0,0, 1) é transversal ao conjunto parabdlico
se, e somente se, by # 0, ou seja, se, e somente se, a singularidade for do tipo Ay. Se
b7 = 0, ou seja, se a singularidade for do tipo As, entao (0,0,1) é tangente ao conjunto
parabdlico.

Queremos agora provar que a direcao assintética principal é tangente a curva Az no
ponto A4. Para isso, precisamos achar a parametrizacao da curva As. Esta é dada pelos
pontos (Zo, Yo, 20) tal que o determinante da matriz hessiana nestes pontos seja zero, e
o kernel (a, b, c) da hessiana seja raiz da forma cubica de f. Ou seja, precisamos achar

primeiramente (a, b, ¢) tal que:

fmx fxy fa:z a
f:ry fyy fzy b = 07
f$z fzy fzz &

onde as derivadas parciais de f sdo calculadas em (xg, o, 20). Podemos supor que a

terceira linha da matriz acima é combinacao linear das duas primeiras, ou seja,

fzz(an Yo, ZO) = Alf:ca:(xm Yo, ZO) + )\Zf:cy(xm Yo, ZO)a
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Foy (20, Y0, 20) = Asfay(To, Yo, 20) + Aafyy (20, Yo, 20),
J22(0, Yo, 20) = X5 faz (@0, Yo, 20) + N6 fy=(T0, Yo, 20)

j& que o determinante da matriz hessiana em (g, yo, 29) deve ser igual a zero. Achamos

entao:

a :fxz(fyyfzx - fiy) + fa:y(fzzfxy - fyzfxx)7
b :f:m:<fyzfzz - fa:zfaty%
¢ :f:m<f§y — fyyfaa).

Entao a curva Az é dada pelos pontos (zg, o, z0) tal que o determinante da hessiana neste
ponto seja zero e a parte cubica da f calculada em (a, b, ¢) também se anule. Fazendo as
contas, temos
(20, Yo, 20) = (—be(bjaz+bgar —4arasce)y, bs(b3as+bgar —4ayascy)y, (bs(bsbyas+ 3bsarbio—
ajascig — arbsbg) + bg(ajascs — %agbgblo))y) + t.o.m.

Sendo assim, a diregao do tangente da curva Az é (—bg(b3as + baa; — 4ajascy), bg(bias +
biay —4ajascy), (be(bgboas + %baalblo —ayascip— arbsbg) + bg(ayascs — %agbgblo))). Sabemos
que o conjunto parabdlico é suave sobre a curva Ajs (isto é, quando by = 0) se, e somente
se, bg # 0 ou bg # 0. Entao a diregao assintética principal (0,0,1) é tangente a curva
Aj se, e somente se, biay + bia; — 4ajazcg = 0, ou seja, se, e somente se, o ponto tem
singularidade A, (ver Figura 2.3).

O fato que o conjunto parabdlico é um cone em Dy, onde em D, o conjunto Az é
uma reta sobre o cone e em D), o conjunto Az é formado de trés retas sobre o cone, esta

provado na Proposicao 2.15. [
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Capitulo 3

Contato com retas

Neste capitulo estudamos o contato de hipersuperficies em IR* com retas. Obtemos as
condicoes necessarias e suficientes para que a aplicagao projecao tenha singularidades
genéricas, e estudamos as estruturas locais dos conjuntos com tipos de singularidades de
codimensao menor ou igual a dois da aplicacao projecao. Intersecoes destes conjuntos
também foram estudadas. Por fim, demos as caracteristicas geométricas das singulari-
dades da aplicacao projecao.

A seguir definiremos a familia de proje¢oes ortogonais e listaremos as singularidades

genéricas que podem ocorrer para os membros desta familia.

3.1 As singularidades genéricas da projecao

ortogonal

Seja M; uma variedade de dimensdo trés, e M seu mergulho em IR*. A familia de projecoes

em IR?, que mede o contato de M com retas em IR*, é definida pela aplicaco:

P: MxS® — B
H

(p,U) (U,p— <U,p>u>

onde B = {(u,y) € S° x R* (u,y) = 0}, isto é, B é o fibrado tangente de S°.
Seja p € M, por mudangas de coordenadas sempre podemos identificar p com a origem
e fixar coordenadas locais (z,y,z,w) em p = (0,0,0,0), tal que o eixo-w seja normal a

M em p, e o espago-(z,y, z) seja o espaco tangente a M em p. Assim podemos escrever
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M na forma de Monge, isto é, como um gréafico de uma fungao w = f(z,y, 2), tal que
f=Jfe=/fy=/-=0em(0,0,0).

Escolhemos uma carta em S® préxima de (0,0,1,0) dada por (a,b,1,c). Logo, as
coordenadas de um ponto p € M no plano de projegao z = 0 ao longo da diregao (a, b, 1, c)
sao dadas por (X,Y,0,W) = (x,y, 2, f(z,y,2)) + A(a,b,1,¢), ou seja A = —z. Entdo a

familia de projecoes P pode ser reescrita, na vizinhanca da origem, da forma:

P: R*x R0 — IR’
((a:,y,z),(a,b,c)) = (a:—az,y—bz,f(x,y,z)—cz).

Fixando ug = (0,0, 1,0) teremos P, (z,y,2) = (z,y, f(z,y,2)), um germe de corank
1 de uma aplicacdo de IR*,0 — IR? 0. Observemos que as singularidades de P nao séo
alteradas por mudancas de coordenadas na fonte e na meta. As K classes de P,, fornecem
informacgoes sobre o contato de M com wuy mas nao com as retas vizinhas. Portanto,
consideramos a acio do grupo A sobre germes de IR?,0 — IR?, 0, que fornece informacoes
sobre o contato de M com retas vizinhas de wy.

Encontramos em [31] uma classificacao de germes A-simples de tais aplicagoes.

Teorema 3.1 ([31]) As A-classes das singularidades simples de germes de R®,0 —

IR3,0 de corank 1 e as suas A.-codimensdes, sio mostradas na Tabela 1:

Tabela 1:

Tipo Forma normal A.-cod
I7 (z,y,2%) 0
3, (2.9, + hiz,y)2) u(h)
4r (m,y, 2t + 22 £ 9y*2%), k> 1 kE—1
4% (z,y, 24+ (2 £ 2¥)z + 22%),k > 2 k

51 (z,y,2° + x2 + y2?) 1

59 (2,9, 2% + 22 + y*2% + y23) 2

53 (z,y,2° + 22 + y23) 3

* denota o tipo de h que pode ser Aj (£2* £ y*), Dy (2%y £ y*1), Eg (2® £ o),
E; (23 + xy®), Eg (2® +9°), e u denota o mimero de Milnor.

44



As singularidades que podemos esperar dos membros da familia P sao as de codimensao
< 3, que é a dimensao do seu espaco de parametros. Para completar a lista destas
singularidades, a seguir listaremos as singularidades nao simples de A.-codimensao menor

ou igual a trés estudadas por Hawes [26].

Teorema 3.2 ([26]) As A-classes das singularidades nao simples, de A.-codimensio <

3, de germes de R*,0 — IR?,0 de corank 1 e as suas A.-codimensées, sio mostradas na

Tabela 2:

Tabela 2:
Tipo Forma normal A.-cod
61 (z,y,yz + 222 + 20 + 28 + a2?%) 2
6o (z,y,yz + 222 + 2% + 29) 3

54 (z,y,yz + 2222 + 25 4+ 20 + a2") 3

Queremos saber como a familia P estratifica o seu espaco de parametros S® em relacao
as singularidades genéricas simples. As singularidades genéricas de P,, v € S®, sao dadas
pelo teorema a seguir, que é uma consequéncia direta do teorema de transversalidade de

Montaldi [37], pois a familia P é A-versal.

Teorema 3.3 Genericamente a aplicacao P, tem singularidades simples locais de codi-
mensao menor ou igual a trés, isto €, as singularidades simples do tipo 11,34, com
0 < k<3, 4" com1 <k < 4,432,435, 5,55 e 53 do Teorema 3.1 e as singularidades

nao simples 61, 65 e 5y do Teorema 3.2.

Destacamos aqui, que s6 estudamos as singularidades simples.
A proposicao a seguir mostra as condigoes sobre os coeficientes da expansao de Taylor
de f em (0,0,0), quando P,, = (z,y, f(z,y, z)) tem as singularidades simples genéricas

citadas acima. Escrevemos o 6-jato de f como:

J5(f) = a12® + agy® + azz® + asxy + aszz + agyz + bir® + bex®y + bzxy® + byy® +
bsy?z + beyz? + bz + bgz?x + bgza® 4 bigryz + a1zt + coxdy + cs2?y? + cury® + eyt +
cey>z + cry?2% + gy + ozt 4 c102%T + 112222 + oz’ + 1302y 2 + cury?s + cisryz? +
d12° + doxty + dszdy? + dyx®y? + dszy* + dey® + doytz + dgyP 2% + doy? 22 + dyg 2ty + di 2 +
dip2tx + di3x? 23 + diga 22 + disat 2 + digr3yz + diray? 2 + digx?y 22 + digry? 2% 4 dogry 2 +
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dorzyz® +e128 + ey + esxty? + eax®y> + esx?yt 4 egry® + e7y0 +esy’ 2+ egy 2 + ey 2P +
eny?zt+eny2® feiszb +enurz® +esr? 2t et 2 et 22 Fegrlr Fegrtyz +eqryt 2+

2,2,2

621x5y22 + e Y 2 + 623x2y3z —+ eg4x2y23 + 625xy4z + egﬁxyz4 + 627xy223 -+ eggxy322.

Proposicao 3.4 A projecao ortogonal P,, tem as sequintes singularidades simples:

Il & a3#0;

34, & a3=0,a5#0, by #0;

34, & az=as=ag=0,b; #0,3bgb; — b2 # 0
Absbebro — 30%br — 4bsb2 + 12bsbrby — 402y # 0;

34, © a3=as=ag=0,4bsbsbio — 3b2br — 4bsbZ + 12bsbyby — 4b2bg = 0,
by # 0,3bgby — b2 # 0, p1(b;, ¢;) #0;

34, & az=as=ag=0,4bgbsb1g — 3b3,b7 — 4b5b2 + 12b5b7bg — 4b2bg = 0,
©1(biyci) = 0,b7 # 0,3bgby — b2 # 0, pa(by, ¢, d;) # 0;

47 & az=b; =0,bgas — bgag # 0,a5 # 0, cg # 0;

42 & az=by =bgas — bgag = 0,a5 # 0,c9 # 0, p3(a;, by, c;) #0 ;

43 & az = by = bsas — bgag = p3(a;, b, c;) = 0,a5 #0,c9 # 0,
wa(ai, by, i, d;) # 0

47 & a3 =br = beas — bsag = p3(ai, bi, ¢;) = palas, bi, ¢i, di) = 0,a5 # 0,
cog # 0, ps(a;, b, ci,di,e;) #0;

42 & az=as=uag=>0b; =0,bg #0,c9 # 0,b5b3 — brobgbs + bobz # 0,
we(bi, ci) # 0;

43 & a3 =as=ag = by = ps(bi, ;) = 0,05 # 0,c9 # 0,
bsb2 — biobebs + bobz # 0, @7(bi, ci) # 0;

5, & a3=b;=c9=0,a5#0,dy; #0, bgas — bgag # 0;

5o & ag=b; =cog=bgas — bgag = 0,a5 # 0,dy1 # 0, pr(a;, b;,ci,d;, e;) # 0,
cgas — cioag # 0;

b3 & az = by = cg = bgas — bgag = @r(a;, b, ci,di,e;) = 0,a5 #0,dyy # 0,

Cgs — C1006 §£ 0.
Onde as expressoes ;, j = 1,---,7 sao polinomios de a;,b;, c;, d;, e;. Suas expressoes sao

extensas e sao dadas na Se¢ao 3.3.

Prova: Usamos o Maple (ver Segao 3.3 para um exemplo do programa usado) para fazer-

mos mudangas de coordenadas para tornar (x,y, f(z,y, z)) equivalente as formas normais
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do Teorema 3.1. Assim, descobrimos as condicoes sobre os coeficientes da expansao de

Taylor de f necessarias para cada caso. |

Precisamos do seguinte resultado na Proposicao 4.6.

Proposigao 3.5 Dado um desdobramento versal (z,y,u, 23+ h (x,y,u)z) da singulari-
dade (z,y,2% + h(x,y)z) do Teorema 3.1, o conjunto de bifurcag¢io deste desdobramento

¢ o discriminante do desdobramento versal b, da fungao h.

Prova: Seja (z,y, u, 2>+ h (7,y,u)z) um desdobramento versal da singularidade (z, y, 23+
h(z,y)z), onde h (x,y,u) é um desdobramento versal de h(x,y) (ver [31]). O conjunto de

bifurcacao do primeiro desdobramento é dado pelas condicoes:

3224 b (z,y,u) =0

6z=20
;Lx (z,y,u) =0
};y (x,y,u) = 0.

Para p o conjunto discriminante é dado por:

h (x,y,u) =0
he (#,y,u) = 0
l_zy (z,y,u) = 0.
Comparando estas condigoes, concluimos que estes dois conjuntos sao iguais. |

3.2 As estruturas locais dos tipos de singularidades
simples de codimensao < 2

Seja M uma hipersuperficie em IR* dada localmente por ¢ : IR* — IR* que leva (z,y, 2)
em (x,y, z, f(x,y,2)). O objetivo desta segao é descrever os lugares em M onde ocorrem
as singularidades simples genéricas, de codimensao 1 e 2, da aplicacao projecao. Esta
restri¢ao neste capitulo é devido as complexidades das contas (ver Se¢ao 3.4). Vamos tra-

balhar em V; x Vi x Vj, onde consideramos uma G- orbita de P, (x,y, z) = (z,y, f(z,y, 2))
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a qual nao altera a geometria afim. Veremos que é suficiente trabalhar em V. Nestes
casos teremos que os lugares geométricos sao genericamente curvas e superficies, os re-
sultados que apresentaremos nos darao as condicoes sobre os coeficientes de f para que

tenhamos tais curvas e superficies.

Suponha que P,, possui uma determinada singularidade na origem. Vamos calcular o
espaco tangente da G- orbita de P,,. Em um transversal a esta 6rbita podemos definir as
variedades onde ocorrem uma determinada singularidade. Basta agora ver o que acontece
neste transversal para sabermos o que acontece em todo Vi, pois a variedade de uma
determinada singularidade é o cartesiano desta variedade no transversal com a o6rbita.
Sabemos entao que a codimensao da variedade em Vj, ¢ igual a codimensao da variedade no
transversal. Com a transversalidade da aplicacao Monge-Taylor a esta variedade podemos

concluir o que acontece em M pelo Teorema 1.25.

A Proposicao 2.5 nos dé os geradores, vy, v5 € v3, da imagem da derivada da aplicacao
Monge-Taylor 0. Ja sabemos que a geometria plana é G L(3)-invariante e entao pode-
mos usar este grupo para fazermos mudancas de coordenadas na fonte, ou seja, em
(z,y,2) € IR®. Agora, queremos um subgrupo de GL(4) que nos permita fazer mu-
dangas de coordenadas na meta, ou seja, em (z,y, z, f(x,y, z)), tal que a geometria plana,
dada pelas projecoes em IR? ainda seja invariante. Seja G o subgrupo de GL(4) dado

pelas matrizes da forma:

c
e f
g
0

[ R = S
(@)
> O O O

Temos dois motivos para escolher este subgrupo. O primeiro é que como queremos,
a geometria dada pelas projecoes é a mesma se considerarmos a ac¢ao deste grupo G (ver
[13]). Assim, considerando G = GL(3) X G, temos que a geometria plana é G-invariante, e

portanto qualquer variedade em J*(3) resultando desta geometria é também G-invariante.

Os geradores do espaco tangente a G-érbita de P(z,y,2) = (z,vy, f(x,y, z)), podem

ser obtidos calculando %(P(At(a:,y,z,f(w,y,z)))) li=o onde A; é um caminho em G
pela identidade e 4 P(¢(By(z,y,2))) |i—0 onde B, é um caminho em GL(3) pela identi-
dade. Para as mudancgas de coordenadas na meta temos os seguintes caminhos geradores

A117 Alg, A13, Agl, AQQ, A23, A33, A44 onde Aij = I—i—tEU com Z,j = 1, 2, 3, 4, I é a matriz
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identidade e E;; = (o) com

1 se =72 e m=y

N, =
0 caso contrario.

Para as mudangas de coordenadas na fonte temos os seguintes caminhos geradores B;; =
I +tE;;, comi,7 =1,2,3.

Teremos entao 17 vetores geradores do espaco tangente a G-6rbita. O segundo motivo
para escolhermos o subgrupo GG é que com alguns destes vetores,
#(P(AN) == (2,0,0), F(P(Ai2)) l=o= (¥,0,0), F(P(A3)) li=o= (2,0,0),
5 (P(A21)) li=o= (0,2,0), 5(P(A2)) |i=0= (0,y,0), £(P(A2)) [i=o= (0,2,0), podemos
gerar V3 x V73 x 0 em Vi x Vi x Vi. Sendo assim, o transversal a érbita estd totalmente
contido em 0 x 0 x Vi, e entao podemos trabalhar apenas em V;. O que com certeza nos
facilita as contas.

Temos entao o seguinte resultado.

Lema 3.6 Os geradores do espaco tangente a G-orbita de f (G.f) em J*(3), em f, sdo:

ul:jkf’ ngl’fm, u3:yf277 U4:Zf$, USZIfya

ug = Y fy, uy = xf,, ug =y fz, ug = 2 fz, Urg = 2 fy.

Proposicao 3.7 As singularidade 34, da aplica¢ao projecao P, ocorrem localmente sobre

uma superficie suave, que € o conjunto parabdlico (ver Figura 3.1).

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 34, na origem e tome P(z,y,z) =
(z,y, f(z,y,2)) tal que j2f = a2 + asy® + aszy, pois os outros coeficientes para o
2-jato sao nulos (ver Proposicao 3.4). O espago tangente a G-6rbita de f em V, é dado
pelos vetores u;, i = 1,-+- ,10 (ver Lema 3.6). Quando a3 — 4ajay # 0 (isto significa que
o ponto é parabdlico e nao é umbilico parcial), um transversal a 6rbita pode ser dado por
T = IR.{z?} e portanto se f € T entdo f = j>f + as2>, onde a3 € IR.

Consideremos no transversal a projecao na direcao singular. Observamos a projecao
em qualquer direcao do espacgo tangente resulta numa projecao singular. Como a projecao
inicial é ao longo de (0,0, 1,0) podemos parametrizar as dire¢oes proximas no espago tan-

gente por (a, 3,1,0) com « e § préximos de zero. A projegao ao longo de («, 3, 1,0) é dada
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por P(z,y,2) = (x —az,y — Bz, f(z,y, 2)) que é equivalente a (z,y, f(z + az,y+ (2, 2)).

Neste transversal, temos uma singularidade 34, se

coef(xz) = 2a1a + ayff = 0,
coef(yz) = aga 4+ 2a,0 =0, e
coef(2?) = as + a1’ + aga 3 + ay3* = 0.

Logo como o determinante das duas primeiras equagoes é diferente de zero (condigao para
T ser transversal), entdo a unica solu¢do é o = [ = 0. Substituindo estes valores na
terceira equacao temos que a condicao para ter singularidade 34, no transversal é as = 0.

Queremos saber quando a imagem de 6 é transversal ao estrato-34, em V5, isto é,
quando d,0(IR?) 4+ T34, = Va, e assim saberemos quando §7(34,) é variedade em IR* de
codimensao igual a um.

O espago tangente do estrato-34, em V5, é o ntcleo de uma forma diferenciavel &.
Como ¢ tem que anular o tangente ao estrato-34, no transversal e os geradores do espago
tangente de G.f, entao & = das. Os geradores do espaco tangente a imagem de € em V5,

Sa0:
V1 = 3[)1132 + QbQI‘y + b3y2 + b822 + 2b9233‘ + bmyz;
Uy = box® + 2b3xy + 3bay? + 2bsyz + bgz? + bigrz;

V3 = b5y2 + QbGyZ + 3b7212 + ngxz + ngz + blo.’ll'y.

A imagem de 0 nao é transversal ao estrato 3,4, se, e somente se, IR - {v1,va,v3} +
kernel £ & V5. Como kernel £ tem codimensao 1, esta nao transversalidade significa que

v1, Ug, v3 pertencem ao kernel . Isto é se, e somente se,

f(vl):()<:>b8:0,
(

3
f(vg) :0<:>b7:0

'UQ):O<:>66:O,

Como temos uma singularidade 34, entao &(v3) = by # 0, e portanto a imagem de 6
é sempre transversal ao estrato 34,. Consequentemente, pelo Teorema 1.25, a variedade
34, em M, que é igual a 671(3,4,) é sempre uma superficie suave de codimensao 1 em M,

isto é, de dimensao dois (ver Figura 3.1). n

50



Observamos que o resultado acima também segue da Proposicao 2.8 e do Teorema 4.2,
onde mostramos que P, tem singularidade 34, se, e somente se, H,- tem singularidade
Ag, onde u* é a direcao dual de u. Note que as condicoes para haver transversalidade é a
mesma da Proposigao 2.8.

As demonstracoes das proposicoes a seguir seguem o mesmo método da prova da

Proposicao 3.7 e por serem extensas serao provadas na ultima se¢ao deste capitulo.

Proposicao 3.8 As singularidades 34, da aplicagcao projecao P,, ocorrem localmente

sobre uma curva suave da superficie suave de pontos 34, .

Proposigao 3.9 As singularidades 4% da aplicagdo projecao P,, ocorrem localmente sobre

uma superficie suave em M (ver Figura 3.1) fora dos pontos 43.

Proposigao 3.10 As singularidades 43 da aplicagdo projecio P,, ocorrem localmente

sobre uma curva suave da superficie suave de pontos 43 (ver Figura 3.1).

Proposigao 3.11 As singularidades 43 da aplicagao projecio P,, ocorrem localmente

sobre uma curva suave (ver Figura 3.1).

Prova: Este resultado segue das Proposigoes 2.11 e 4.3, onde mostramos que P, tem
singularidade 42 se, e somente se, H, tem singularidade Ag>3. As condigdes para nao

haver transversalidade sao as mesmas que foram encontradas na Proposigao 2.11. [ |

Proposicao 3.12 As singularidades 5, da aplicagao projecao P,, ocorrem localmente

sobre uma superficie suave em M (ver Figura 3.1).

Proposicao 3.13 As singularidades 55 da aplica¢ao proje¢ao P,, ocorrem localmente

sobre um curva suave da superficie suave de pontos 5y (ver Figura 3.1).

Observacoes 3.14
(1) Observe que as provas das Proposicoes 3.7 ¢ 3.8 , 3.9, 3.10, 3.12, e 3.13 na Sec¢do

3.4 nos dao informagoes precisas sobre a densidade a que se refere o Teorema 1.26.

(2) As condi¢oes de nao transversalidade dos resultados acima, podem estar rela-
ctonadas com o nao desdobramento versal da familia da aplicacao projecao da de-

terminada singularidade, como acontece para a familia de fungoes altura.
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3Al 4§ 5,
Figura 3.1: Tipos de singularidades simples de codimensao < 2

(3) As codimensoes das variedades 3a,, k > 4, 4’f, k>b5e 4’2‘“‘ k > 4 sao maiores ou
iguais a trés, e portanto, transversalidade significa que a imagem de 6 nao encontra a
variedade destas singularidades. Assim, concluimos que, genericamente, a projecao

nao possue estas singularidades.
Vamos agora estudar como as varias superficies acima se encontram.

Teorema 3.15 Genericamente, as superficies 42 e 34, em M se encontram tangencial-
mente ao longo da curva 43. Em pontos isolados sobre 43, a superficie 43 adquiri uma

singularidade tipo cross-cap.

Prova: Seja M uma hipersuperficie em IR* dada localmente na origem por
(9, 2, f(z,y,2)) onde J2f = a12% + agy® + a3z® + aywy + aswz + agyz + bix® + by +
bswy? + by + bsy® 2 +bey2® + by 23 +bgz?x + by 22 4+ bigryz. Entao a aplicagao projecao Py,
tem singularidade 4% na origem se az = by = bgas — bsag = 0, e tem singularidade 34, se
az = as = ag = 0. Logo na intersecao das superficies 43 e 34, temos a3 = a5 = ag = by = 0,
ou seja P,, tem uma singularidade 42 (ou mais degenerada).

Suponha que (x,vy, f(z,y,2)) tem singularidade 42 na origem. Entdao considerando
o 3-jato acima temos que a3 = a5 = ag = by = 0. O espaco tangente a G-
érbita de f em V3 é dado pelos vetores u;, i = 1,---,10. Quando a? — 4ajas # 0
(isto é, o ponto nao é umbilico parcial), um transversal a érbita pode ser dado por
T = R.{22, 2% 2%y, vy%, v°, 92,922, 23} e portanto se f € T entdo f = j3f + azz? +
b3 + boy + byxy® + bay® + bsy?z + beyz? + br2°, onde as, by, by, bs, by, bs, bg, b7 € IR.

Consideremos no transversal a projecao na diregao singular sobre o espaco tangente,
(o, 3,1,0) com a e 3 préximos do zero, ou seja P(x,y, 2) ~ (x,y, f(x + az,y + Bz, 2)).

Neste transversal, temos uma singularidade 4% se

coef(2?) = as + a10* + azF* + asa3 = 0,

52



coef(z3) = by + bga + bg3 + bg3 + 01(2) =0,

coef (yz*).coef(xz) — coef(xz?).coef(yz) = (2bsar — bgag)a+ (bgay — 2bgas) B+ 02(2) = 0,

onde O1(2) e Oy(2) s@o os termos de ordem maior ou igual a dois em «, 3, as, b;, ¢; que
sao nulos se a« = = 0.
(1) Vamos supor que bg(bgas — 2bgas) +bg(2bga; —bgas) # 0. Entao podemos pelo Teorema

da funcao Implicita tirar a em funcao de (3 na terceira equacao onde o primeiro jato é

2bgao—bgaa

e b (. Substituindo na segunda equacgao temos que o primeiro jato é

dado por a =
dado por by + m(bg(%g@ — bgay) + bg(2bga; — bgay)) 3 = 0. Como estamos supondo
o coeficiente de (§ diferente de zero, podemos escrever 3 em funcao das outras incognitas.
Substituindo estes valores na primeira equagao temos que o primeiro jato da condigao
para ter singularidade 4% no transversal é a3 = 0, que é o espaco tangente do estrato 42.

No tranversal a singularidade ¢ do tipo 34, se
coef(2?) = az + a10® + ap* + asa3 = 0,

coef(xz) = asff + 2a1c0 = 0,

coef(yz) = aga + 2a203 = 0.

Logo como o determinante destas duas ultimas equagoes é diferente de zero (condicao
para T ser transversal), entao a unica solugao é a = [ = 0. Substituindo estes valores na
primeira equacao temos que a variedade 34, no transversal é dada por az = 0.

Entao nos pontos 42 de intersegao destes estratos temos que os espagos tangentes sao
iguais. Ou seja, os estratos 34, e 42 se encontram tangencialmente ao longo do estrato
42. Portanto pelo Teorema 1.25, as superficies 47 e 34, se encontram tangencialmente em
M ao longo da curva 43 (ver Figura 3.2).

(2) Se bg(2bgas — bgay) + bg(2bga; — bgay) = 0 com (2bgas — bgag) # 0 e bg(2bga; — bgay) # 0
podemos parametrizar o 2-jato do conjunto 42 da forma (as, b, by) = (£102, bg, Exbga) que
é um cross-cap, onde &, e & sdo constantes. Portanto em IR? x V3 temos que o estrato 47 ¢
difeomorfo ao cross-cap cartesiano IR** onde k = dimV3. A imagem de 6 intercepta esta
estratificagdo produto em um cross-cap (pois  é genericamente transversal ao estrato e
a imagem de 6 tem dimensao 3) portanto 67!(4%) é um cross-cap. Por continuidade 47 e

34, sdo tangentes também neste caso. [ |
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3A1

Figura 3.2: Intersecio de 34, e 47

Teorema 3.16 Genericamente, as superficies 43 e 51 em M se encontram tangencial-

mente ao longo da curva Hs.

Prova: Seja M uma hipersuperficie em IR* dada localmente na origem por
(z,v, 2, f(x,y,2)) onde j*f = a12% + agy? + a32® + auzy + asxz + agyz + b + ber’y +
bsxy? +bay> + bsy? 2 + by 22 + by 23 +bg 22 + bgza® + byoaryz + ey at + cpxy + c3x?y? + ey +
csyt 4 ceyP 24 cry? 22 gy ozt 023 011 2202 + cro23d 4 cisxyz + craxy?z + cisTy 22
Entao a aplicagao projecao tem singularidade 4% na origem se az = by = bgas — bgag = 0,
e tem singularidade 5; se a3 = by = ¢g = 0. Entao na intersecgao das superficies 42 e 5y,
temos ag = by = bgas — bgag = c9 = 0, ou seja a projecao possui uma singularidade do
tipo Hs.

Suponha que (z,y, f(z,y, z)) tem singularidade 5, na origem. Entao considerando o
4-jato acima temos que ter az = by = bgas — bgag = cg = 0. O espago tangente a G-orbita
de f em Vj é dado pelos vetores u;, © = 1,---,10. Um transversal a orbita pode ser dado
por f = j4f +agy? + bia® + box®y + bswy? 4 bay® + by 2 4 072 + b’z + bigxyz + Gt +
Cox®y + C3xy? + Camy® + Gyt + CoyP 2 + CryP 2 + Gy + ozt 4 Elo2dw + e + oy +
Ci132%yz + Cary’z + Esry2?, onde @, by, & € IR.

Consideremos no transversal a projecao na direcao singular sobre o espaco tan-
gente, («,3,1,0) onde a e [ sdo valores proximos do zero. Ou seja P(x,y,z) ~

(z,y, f(x + az,y + Bz, 2)). Neste transversal, temos uma singularidade 42 se

coe f(2%) = asa + agf + ar10” + (az + @) 5% + as08 = 0,
coef(yz?).coef(xz) — coef(x2?).coef(yz) = (2bgar + bigas — bgas — 2byag)a+
(b6a4 + 2b5a5 — 2b8a2 — bloaG)ﬁ + Ol(2> = 0, (&
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coef(2%) = by + bga + bgB + Os(2) = 0,

onde O;(2) e Oy(2) sdo os termos de ordem maior ou igual a dois em «, 3, as, b;, ¢; e sdo
nulos se « = § = 0. Como a; # 0, da primeira equagao pelo Teorema da Funcao Implicita
temos que a é uma funcao de 8 com jla = —Z—gﬁ. Substituindo « na segunda equagao
temos que quando C' = (2bga; +bigas —bgas —2bgag)ag— (bgas+2bsas —2bgas —bigag)as # 0,
isto é quando o coeficiente de 3 é nao nulo, entao a solugao préxima de zero é 3 = 0. Caso
contrario, se C' = 0 temos que substituindo na segunda equacao o valor de o encontrado
na primeira obtemos 3*(c+O(1)) = 0, onde ¢ é constante e O(1) tem grau maior ou igual
alem o, 3, @, b;, . Novamente se ¢ # 0 temos que a solucio préxima do zero é 3 = 0.
Observe que o caso ¢ = 0 é nao genérico pois f nao encontra o estrato 5, com mais duas
condigoes C' = ¢ = 0. Logo as solugoes proximas do zero sao = a = 0. A terceira

condicdo nos dé entdao b; = 0. Temos uma singularidade 5; no transversal se
coef(2%) = asa + aghB + a1a® + (az + a2) 3% + asa3 = 0,

coef(2%) = by +bga + bgB+ 01(2) =0, e
coef(2") = ¢ + crpa + csB + 02(2) = 0,

onde O;(2) e Oy(2) sdo os termos de ordem maior ou igual a dois em «, 3, Gy, b;, ¢; e sdo
nulos se a = # = 0. Novamente da primeira equagao podemos escrever o em funcao de [3,
substituindo na terceira equagao temos ¢ 4 421008 3 4 O3(2) = 0 como cgas — cipag # 0
para 5y podemos achar (3 e substituindo na segunda equacao temos que o primeiro jato é
b7 = 0 que é o tangente da variedade 5;.

Portanto as variedades 4% e 5; em M se encontram tangencialmente ao longo da curva
59, pois 0 espaco tangente do estrato-5; é o mesmo que o espago tangente do estrato-47

em V, (ver Figura 3.3). |

O resultado a seguir (andlogo ao resultado de Gaffney e Ruas [21] para superficies
em IR?) ver também [22]) procura identificar geometricamente os tipos de singularidades

simples da projecao. Precisamos da seguinte definicao.

Definigao 3.17 Seja F' = (z,y, f(x,y,2)). A curva cuja imagem por F € a curva de
auto-intersecao do discriminante de F', A(F), é chamada curva dos pontos duplos.
A curva na origem que € levada pela F na cuspidal edge de A(F) é chamada curva

cuspidal edge.
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Figura 3.3: Tangéncia de 42 e 5; ao longo de 59

Teorema 3.18 As singularidades genéricas simples da aplicagdo projecio P ao longo da

direcao u ocorrem em p € M quando

II: we T,M, mas nao € direcao assintotica. Nos pontos elipticos s6 acontece singula-

34y

42,43

ridade deste tipo.

p € ponto parabolico ou hiperbdlico; u tem contato 2 com a hipersuperficie; u €
direcao assintotica no ponto hiperbolico e direcao assintotica nao principal no ponto

parabdlico; X(P)é uma superficie regular.

.- (1 <k <3)p € ponto parabdlico; u tem contato 2 com a hipersuperficie; u € dire¢io

assintdtica principal e € transversal ao conjunto parabdlico; ¥2(P) é uma superficie

com singularidade Ay,.

(1 <k < 4)p € hiperbolico; u tem contato 3 com a hipersuperficie; u é dire¢ao

assintdtica; S(P) € uma superficie reqular; a curva cuspidal edge tem singularidade

Ap_1.

p € ponto parabdlico; u tem contato 3 com a hipersuperficie; u € direcao assintotica
principal e € tangente ao conjunto parabdlico; X(P) é uma superficie com singula-

ridade A;.

: p € ponto hiperbolico; u tem contato 4 com a hipersuperficie; u € dire¢cao assintotica;

Y(P) € uma superficie reqular; a curva dos pontos duplos tem singularidade As; a

curva cuspidal edge € reqular.
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5o,53: p € ponto hiperbdlico; u tem contato 4 com a hipersuperficie; u € direcao assintotica;

Y(P) é uma superficie reqular; a curva cuspidal edge tem singularidade A .

Observacoes 3.19

(1) 45, k = 2,3, sdo distinguidos pela curva dos pontos duplos que ndo € trivial calcular

nestes casos.

(2) A menos da A.-codimensao, os invariantes associados aos germes R3,0 — IR3,0
em [31] e [40] sao todos iguais para bs e b3, portanto nao podemos usd-los para

distinguir 59 e b3.

Prova: O espaco tangente a M em p = (z,v,z, f(z,y,2)) é gerado por (1,0,0, f,),
(0,1,0, f,) € (0,0,1, f,). Portanto, um vetor v pertence ao espago tangente se, e somente
se, v = A(1,0,0, fz) +X2(0,1,0, f,) +X3(0,0,1, f,). Logo, u = (0,0,1,0) pertence ao
espaco tangente se, e somente se, f, = 0 ou seja, se, e somente se, a projecao nesta
dire¢ao tem uma singularidade em p. Além disso, u é direcao assintdtica se, e somente se,
a curvatura normal em u se anula. Isto acontece se, e somente se, ag = 0. Portanto, para
a singularidade do tipo 11, a direcao de projecao nao é assintética, e para os outros tipos
a diregao é assintética.

O segundo jato de f pode ser escrito como ¢(z,y) + azz? + asrz + agyz. Para a
singularidade I1, j2P(x,y,2) = (z,y,a32> + asxz + agyz) é equivalente a (z,y, 2?) pois
az # 0, logo o ponto pode ser parabdlico, hiperbdlico ou eliptico. Para o caso em que
az = 0, isto é, a diregao (0,0,1,0) é diregao assintdtica, se as # 0 ou ag # 0 temos que
j2P(x,y,2) = (z,y,22) e o ponto é hiperbdlico, senao j?P(z,y,z) = (x,y,0) e o ponto é
parabdlico.

Nos pontos elipticos s6 acontece singularidade do tipo I, pois nao temos direcao
assintotica nestes pontos.

Nos pontos parabdlicos se projetarmos nas dire¢oes assintoticas nao principais vere-
mos uma singularidade do tipo 3,4,, e se projetarmos na diregao assintética principal a
singularidade sera do tipo 34, ou mais degenerada (ou seja, 34,, 34,, 43 ou 43).

Seja F(x,y,z) = (z,y, f(z,y,2)). Se F é finitamente determinada e f(0,0,z) tem
uma singularidade A; para algum k entdo podemos escrever f da forma f(z,y,z) =
A+ Py(x,y)z + o + Peoi(w,y)211 [31). Entdo, u = (0,0,1,0) tem contato k com
a hipersuperficie. Por exemplo, se a singularidade é do tipo 34, temos que f(x,y,z) =

2%+ Py(z,y)z. Concluimos entao que u tem contato 2 com a hipersuperficie. Lembramos

57



também que dois germes equivalentes tém conjuntos de pontos criticos e discriminantes
difeomorfos.

Nos casos 34,., € 45 k = 2,3, o fato de u ser respectivamente transversal e tangente
ao conjunto parabdlico ja foi provado no Teorema 2.17, pois as singularidades Ay e Aj>3
da funcdo altura correspondem respectivamente por dualidade (as singularidades 34, >1
(Proposicao 4.6) e 45, k = 2,3 (Proposicao 4.3).

Se a projegao tem singularidade 3,4, entdo F' =~ (z,y, f(z,y,2)) onde f(x,y,z) =
23+ (2% £ y*1)z. O conjunto X(F) é difeomorfo ao conjunto dos pontos (z,y, z) tal que
f. =0, ou seja, X(F) ~ {(x,y,2);322 + 22 £ y**1 = 0}. Logo X(F) é uma superficie com
singularidade Ay. Para 34, F ~ (z,y,2% + x2), logo X(F) ~ {(x,y,2);32% + x = 0}, ou
seja, X(F') é uma superficie com singularidade A.

Se a projecao tem singularidade 4% entao F' ~ (z,vy, f(x,y,2)) onde f(z,y,z) = z* +
1z £ y*2% Logo X(F) =~ {(z,y,2);42> + © £ 2y*2 = 0}, que é uma superficie regular.
Além disso, a curva cuspidal edge é dada por f, = f.. = 0, ou seja, f.. = 622 £ y* =0
intersegao com X (F). Como X(F') é regular temos que a curva cuspidal edge pode ser
vista como uma curva plana. Esta curva tem singularidade do tipo A,_; para k > 1.

Se a projecao tem singularidade 45, k = 2,3 entdao F ~ (z,y, f(z,y,2)) onde
flz,y,2) =24+ (y? £ 2%)2 + 222 O conjunto X(F) é difeomorfo ao conjunto dos pontos
(z,y,2) tal que f, = 0, ou seja, B(F) =~ {(x,y,2); 42> +y*> & 2% + 222 = 0}. Logo X(F) é
uma superficie com singularidade A;.

Se a projegao tem singularidade 5; entdao F =~ (x,vy, f(z,y,2)) onde f(x,y,z) = 2° +
rz +y2%. Logo X(F) =~ {(x,y,2);5z* + .+ 2yz = 0}, que é uma superficie regular. Além
disso, a curva cuspidal edge é dada por f, = f.. = 0, ou seja, f., = 202° +2y = 0
intersecao com X(F). Como X(F') é regular temos que a curva cuspidal edge é regular.
A curva dos pontos duplos é dada por 200z° + 140yz3 + 27y* = 0 (ver [31]), que tem uma
singularidade As.

Se a projegao tem singularidade 5, entdao F ~ (x,vy, f(z,y,2)) onde f(x,y,z) = 2° +
rz + 9?22 +y23. Logo X(F) ~ {(x,y,2); 52" + 2 + 2y*2 + 3y2% = 0}, que é uma superficie
regular. Além disso, a curva cuspidal edge é dada por f, = f.. = 0, ou seja, f.. =
2023 + 2y* + 6yz = 0 intersegao com X(F). Como X(F) é regular temos que a curva
cuspidal edge tem singularidade A;.

Se a projecao tem singularidade 53 entdao F' ~ (z,y, f(z,y, 2)) com f(z,y,z) = 25 +
rz + yz3. Logo X(F) ~ {(z,y,2);52* + x + 3yz? = 0}, que é uma superficie regular.
Além disso, a curva cuspidal edge é dada por f, = f.. = 0, ou seja, f., = 202% + 6yz =
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0 intersecio com X (F). Como X(F') é regular temos que a curva cuspidal edge tem

singularidade A;. ]

3.3 Demonstracao da Proposicao 3.4

Na Proposicao 3.4 nao listamos as condigoes ¢;, 7 = 1,---,7, a fim de nao tumutuar o
seu enunciado, pois tais expressoes sao extensas. Além de listar estas condicoes, também
faremos aqui um exemplo simples dos célculos feitos no maple a fim de ilustrar o método
usado para provar a proposicao.

As condigoes denotas por ¢;, j =1,---,7 da Proposicao 3.4 sao:

v1(bi, ci) = — 18c11bgb2b3, — 8c12b3b3 — 4cob3b3y + 9c10b3b7b3y — 8c14b3bs + 108c14b3b10b3 + 12c14b7b10bs — 8b3crbio +
216c6b2b2b2 — T2cebrbybs + 32cob3b3 + 144c7bsb2bg — T2csb2brby + 6bicsb?, + 8ci3bgb3 — 54c13b3b3yby + 18c13b2b3,b2 —
12b3b7c15b3) —216c6b3b3 +8c6bS+27c12b3b3, —8c11b3b2b10+24c11b2b7b6b% ) +36c12b7b2b2b10—54c12b2bgbeb2 —6e10b3bebZ,—
24c10b3bgbs + 36c10b2b7b10b3 + 24c10bZb1obobZ — T2c14b2bgbeb3 + 48c14b7b3bsby — T2c14b2b1obobl + 48c15b2brbgbd —
16¢15b2b3bg — T2c15b6b2b10b3 + 8c15b6b10bs — 48bgcgb2biob2 — 96b2crbrbeb3 + 16bacrbeby — T2bgcrb2biob3 + 48b3crbrbiobg +
24b2cgb2b2 + T2bgcsbebrbiobl — 24b3csbgbiobe + 24bZcgbsb?gby — 18b2cgbrblgby — 24c13brb2b2by + T2c13b2bgbsbioby —

24013b7bgb5b10 + 16011bgb§b9 — 48611bgb7b8b10b9 =+ 36611b6b$b%0b9 — 36b8b7610b6b%0b9 + 36bgbgcl5b%0b9;

v2(b;, ci, dj) =19440c12b3b%c15b6ba + 44064c12b5b3,cobsbob3 + 10368c7bb3bsc10b2 + 128c7b7bScobrobs — 46656¢2 1bLb3b2 +
23328¢2,bSb2bd + 576c2b3b8bg -
6912c2b2b8b2 — 576¢7b3b3c14 + 3888120367 b3bscsby — 34992¢12b7b%c1abgbZ — 34992¢12b7b%c15b6b3 — 31104c7b3b3c14b3 —
128c7b7bi0cobs —34992¢12b7b% c7bgb? +23328c12b5b7( c7b3bg + 4665612652 bsbscgb? — 3888¢7b3b3 c12b% +15552¢%5bSb2bs —
480c7b2b8cob?, — 46656¢14brbgcrbs + T68crb2blcobiobeby + 31104c14bSbgc10b3 + 52488c14b5b3c12b3, + 1728¢25b3b5b2 +
20736c14b3b2cobs bl + 3888c2,b2bibd + 77762, b2bSb1, — 243b2b5c2 b, — 168b3b2c2bG + 64c2b2b2bS + 6912c7bibiciaby —
4608cgbsbf c14b3bg —6912cobsb3c15b3b6b3 + 1152c9bsbScrb2by — 2304c2bsb3bZb3b7 + 128¢3bsb8b2bg — 46656126307 bscob3b3—
41472¢12b%b2 b3 cob2bo+ 2592cobsbic1abib?)+ 64c2b2bL0 — 128c7b7bcobZbo— 62208c7b3b3b3c15b6— 15552¢14b3b3bsc10bd—
2304c7b3blbgc15b6— 4320c14b2b8b10csbg+ 576c14b3b8b10cs+ 384cobsbfc10b2brby +
15552c7bSbgbdbs c10-+25920c7b2b3b2b10cs +134784c7b3b2bgbgcs —T68c14b2bF cobiobs +224c3bE b3 brbs +1152cobs b c10bZb2b2 —
768c7b2b8cob2b3 +9216¢14b3b3 cob10bebo — 10368c14b3bgc10b2b3 —4032¢14b3b% be csbg +576c14b2bc15b6 —51840c7b2bab3bscs +
62208c7bSbgbacisbs + 89856c7b2b3b3cobiobs — 20736c7b3b3b2cobiobs — 67392c7b3b3b3b1ocs + 25920c14b3b3bscgbs —
2592c9b3bTob3c12 + 1152¢14b2b%cobbg + 576c7b2b%c10b2bg — 128¢3bsb3biobs — 224c2bsb§b3 by — 1728003 cob2b3bsbic1o —
62208¢2bSb2b3 - 13824c14b3b3cob2b2 - 5184c2,b3b5bg -

640b209bgb308b7 — 2880052 Cgbg bgcl5b§ =+ 7776614b$b§b1068b§ +3168014b§bgclo bgbg =+ 128b50962b9015b7 +960bg(}9bgbg bigb7cg +
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31104bgcyb3babibscio + 5832c14b8biciabdy + T776c14bSb3b10csbZ + 65664bgcobdbabicis + 192003cobdbabZeis —
384b3 c2b3b3b2b10 + 320003 c2bEb2brb10 — 53568b3 cobZbibibiocs + 384c14b2bgcgbs — 89856b2cobZbibicr 4+ 20736bgcobZbibicr +
35712b2cob3bib3cs + 384bicobBbibZes — 5T6b3cob2b3b2b1gcs — 128b%cab3bobig — T04c10b3b7bgbScobio — 23328c14bTbdbsc10 —
31104c14b%b3cob1obebs + 20736c14b3b3cobiobsbd — 67392c14b3b3b3bscs + 62208c14b8b3bsbges + 51840c14b2b3b3cobZ —
62208c14b5bgbgcob2 —2592¢14b5b3 c10b2b2 — 576c10b3b2bgbS c15 — 1536¢10b2b2bgbSb1ocs +3456¢2,b2b2b3b2bs +192b2 c2bEbab2 +
432¢3,b3b8 +512c10babrb2b3 co — 10368c7b3b3c10b2b2 —46656¢14b7bdc15b6 +27648c10b2b3b2b10csba —47520c10b2b3b3b10csb +
1152¢10b3b2b2b3cs - 22464c10b3b2b3b2c15 - 62208¢10b2b3b5crbs +
46656¢10b2b2b3 c7b3 +60480c10b3b3bgbscs +62208¢14b8b3 c7b3 +15552¢14b3b3cob3b2 ) —49536c10bgb2b3bsco +1296b3bic? b3+
3888c2,b5b7bg +34992c7,b8b2 b2 — 13608126563 csbgbZ — 17496¢12b7 b2, bsc10b3 +4608c10bab2b3b3 co —24192¢10b3b3b3b3 cs +
11520c10b3b3b2c15b3 + 81216¢10b3b3b3cob10bZ — 9408c10b3b2b2 cob1oba + 64bSc2bib3 — 4032c7b3b%b1ocsby + 192c7b2b3b1ocs +
73872c12b3b%c10b2bo b2+ 6912¢3 bbb —2688cobsblbiobZesby +2304c2bsblb10b7bbg —640cebsbibscsbrby +3888b2bSc2 b+
23328c12b8b%,c10b2b3 + 31104c2b3b3b3 — 43200cob3b3,b3c10b2b2 — 1600b3c2bab3br — 9122 bb2b2b3 — 2304c7b2bTbscroby +

192¢7b2b3bsc10 — 384crb2b§ciobebio + 6336c7b3bSbociobsbio — 3888c7bibibociobd + 378¢2 bbb, — 10368¢2,b2b3bibs —

12960b1obicgbgbsciob? + 2880b2)b3c2bobS + 18144b10b3csb3b3bscio + 2592cob3b2 bibsciob? — 12960b2)bic2b2bd
6192cob3b3 b3 cgby - 192c3bZb2bobSbs + 1248¢2,b3b2bgb3b1o +
2376¢3,b2b3bobgb3, + 576c1obgb2bobicir + 7488c1ob3b3bobiciibio — 41472c10bZbibobic11bd, + 4896¢c10bgb3bobicia —
34560c10b3babgb3c12bio — 4032c10bgb3bgb3cis + 18144c1ob2babobacizbio — 6912c10b2b3bgb3cisbio — 6912b2c2b2bab3bs +
9216b4c2b2b3b2b5+2208¢2b3b3,b2bsbg+ 1056¢9bf b2, b2c15bs —2592¢9b3b% b c15b6b3 —20736¢10b3b3bgc15 —320c9b2,bbSbres+
24192¢9b10babibsb3c10b3 + 12384¢2,bEb3b3b2 — 1056c9bSb2 b2besby — 2592cob3b3obiciaby — 34560cobiobibebdbibscig +
5760cobSb3 b3crby  + 30240cobgb? b3bscsbd + 5184c1ab3b3 csby — 2496c15b2b2bScobioby — 128c15b7b2b8cobio  +
44064c2,b2b2b2b2b2, — 44064c3bbib3bgbio — TT760c10b2babIcobsb?, — 12672c10bab3b2c11b3 + 67392¢10b3b3b2c11b2b10 —
85536c10b2b3b3c11b8b%, + 10368c10b3b2b3c12b2 — 31104c10b3b3b2c12bsbio + 3456c10b3b3bZc13b3 — 31104¢10b2bSb3c13b10 —
46656¢10b2b3b3c13b10b3 — 15552¢10bgbsb3b3c15b10 + 2073610636353 c13bs 4+ 98496¢10bZb5b3bsc1sb1o — 13824c10b¢b3b3c11bs +
58320c12b5b3,c11b2bg - 26244c12b7b%,c11bs + 52488c2,bSb7,b2b2 - 52488¢2,b7b3,bsbe -
34992¢12b5b%,c13b3b6—  52488c12b8b3,c13b9 + 17496¢12b7b3,c13b3 — 11664c12b5b3,b3c15 + 104976c12b5b%c13bsbsbe +
34992¢12b7b3 bscisbg — 69984c12bSb3c11b3bsby + 34992c12b7b3c11bebo + 864c7(b2b3b3bsbs + 17496¢3,b2b3b3b2, —
16848c12b2b3c10b3bs + 10692c12b8b%c10b2 — 54432c12b8b3 boc10bsbs + 7290c12bZbiobocio — 9720c12bSbT cobobs —
1824c2b5b2,brb2by —20736coba b3 b crb2 +5376cobsbSbecgb2b3a —1152c9bS b3 b c13bs —2592¢9b3 b3 b3 c13bg —864cob3b3bicis —
144cobSb3 blc15 + 20736cobib3 bicisbeby + 5616cobib3 bicisby + 6048cobibd bdc1ib2by — 24192cob3b3 biciibeby +
11664c12b8b%0bscrobob? — 1944c12b3b3 bscioby + 23328c12b5b%cobsbsb3 + 6336c15b3b6bSbiocsby — 192c15b2bsbSbrocs +
6912c9b3b3,b2c10b2bg - 2016¢2b3b3,b2b2b3 + 20736¢7b2b3 c15b6b3 - 2304cgbsbgcrb3b2 —
53568c15b3b2b3 cob1ob2 + 32832¢15b3b2b2cob1obs + 5184c15b3bsb3b10csb3 — 25920c15b3b6bab1ocsbs + 15552¢15b8bsbabscio —

384c7b2b3bscsby — 8640c25b2b2b2b5 + 8064c7bSbSbsesbl — 6912cob2b3b3c10b3 + 19683¢2,68b%, + 31104c14b8b3b3c15bs —
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3456014[)%179172015[)6 + 31104614b$b8b§ bscio+
192b§b66§b$b9 bio +8640b§b608b%bgb5610 +32069b5b§b10b7cg + 1152691)51)261217%1% —3456¢9b5 bgclzbglmblo —T68cgbs bgcl;gb%be —

10368cobsb3cisbibioby + 1152cobsbic13b3bio — 5T6cobsb§bZcisbio + 6912cobsbciabibeby + 4608cobsbSbicisbioby —
1152c9bsbGc11b2b2bg - 3456c9bs5b3c11b6b2b10by - 1488c9b%b3b2c10b6 + 648c9bZbiyb3c10 +
5328cobab3 b2bac1obs —7344cgb3btobibgcio+2268c2bab,b3bg —1632c9b5b2 b2 c11b3+1728c9bZb3 b3 c11b6+648cobibtbicir +
3456c9b3b% b3 c12bZ — 1920502 c2b2b2 + 51840b3b2 cgbibic1s + 384bJbZcgb2bgcis + 4320063bs c2bib3bio — 8640b3bsc2b3bb1o —
10368bgbscsb2bibscio + 128cobsbci5brbs — 396c3bSbi b2 + 624cobib3 b2cs — 576c14b3bfc11b2 + 3456c14b3b3c11b6bio —
3888c14b3b3c11b3(+2592c14b2bS 1202 — 77760146363 c12b6b10—1728c14b3b% c13b6—23328¢14b8b3c13b10by+2592¢14b3bSe13b10—
1728c14b3bicisbio + 15552c14b5b3c13beby + 15552c14b3b3c15b10by — 15552c14b3bac11bsbioby + 1536c9b2bLbZc10bg —
128cobZb3brc1o + 2688262656263 — 704c2bZb8brby — 64cobsbfciobrbebio + 864cybsblc10b2b?, — 3840cybsbSbob2ciobsbio —
4320cobsb3bgbSc10b2, + 960c2bsbSbgb2b2 ) — 128¢9bsb§c11b7bZ + 1152¢9b5bfc11b2bsbro — 432006262 c2b2b3 + 8640b2b2c2b3b3 —
72576bgb3csb3bicis — 10368b3b2csbibicis — 69984c14b8b3cizbio + 69984c14blb2eisbiobl — 46656c14b5b3b3c1sbio +
46656c14b7b3c13bsbs + 46656c14bTb3bscisbio — 31104c14bSbger1bZbs+ 46656c14bTb3ci1bebio + 3456¢14b3b8bscioby —
288c14b2b8bsc10 + 1296¢14b2b8c10b%, — TT76c14b2b3bgciobebio — 20736c7b2b3b3bscio + 48b2b2c2,bS + 34992¢2,b3b5 +
50976b2c2b2b3b3b3, — 3072bicobbdbZcir — 33408b3cobib2b3ciibio + 80352b2cobZb3biciib, — 16128b3cobgbZb3cia +
51840b2cob3b3biciabio + 16128bgcobgb2biciz + 62208bscob2b3b3cizbio — 34560b3cobibdbicis + 31104b2cobibdbiein —
65664bgcob3b3brci1bio + 20736c7b3b2b3cobdy — 20736c7bibabie11b3 + 31104crb3b3b3ci1bbio — 15552c7b3b3b3c12b3 +
46656¢7b5b2b2c12bsbio + 46656c7bTbsgb3c1sbio — 46656c7bSb3b2cisbio — 31104c7b8b2b3c13bs + 31104c7bSb2b3c15b10 +
31104c7b3b3b3c11b2 — 62208c7bSbgb3ci1bebio — 7776c7b3bgboc11b?y + 10368c7b2b3boc12bd — 31104c7b3bibociabebio —
1728b3bscab3b3bscio + 6912b2bgegbibicobs — 13824b3bsesb3bicobs + 62208bgbgesb3b3ciob?y — T1712b3bscgbibicob?, +
12672b3b3cgb3b3c1n — 38880b2bscsb3bIciibl, + 17280b3b3csbibZeia— 54432b2b2cgbBb3ciabio — 25920b3bZcsbibZcis —
62208bgbscsbSbcizbio + 36288b2b2csb3b3c13 - 128bcobibyciibr +
4224b3cob3boc11b2bio + 1920b3cobiboci2b? + 8064bicobdbyciabibio — 1536b%cobdbocizb? — 10368b3cobZbocizbbio +
31104c7b3b2b3cobs - 6912c7b2bgb3cobs - 20736¢7b3bab3c1obebio + 23328c7b3b3b3c10b3,

34992c7b8bsgb3c10b?, — 1152¢7b3bLc11b6b1o + 1728¢7b3b8c11b2 — 1728¢7b3b%c12b2 + 5184c7b3b8c12b6b10 + 1152¢7b3b8 c13b6 +
15552c7b3b3c13b10bg —1728c7b2b% c13b10 4 576c7b2b§ c15b10 — 10368c7b3bSc13b6bg — 345607628 c15b10bg +3456¢7b3bS c11b2bg +
31104c14b8b3cobsbs — 41472c14b3b3cobsb + 46656c14b3b2c10b3bsb1o — 69984c14b8b3cr0bsbebio + 17496¢14b7b3c10b7, —
23328c14b5b3cobgbdy + 15552c14b3b2c11b3b2 — 34992c14b7b2c11bsb3, + 23328c14bSb2c12b2b2 — 69984c14blbZc12bsbsbio —

576b2b3c2,bgbS + 3888bsbic? bobab?,+ 5184bsbiciobybaci1bebio — T7T6bsb3c10bob3c11b3, + 5184bsbiciobobaci2bd —
15552b5b2c10bgbic12bsbio — 5184bsbic1obyb3c13bs + TT76b5b3c10bgbicisbio — 4665614652 c13b3bs — 5832¢14b3b3bgc10b2, —

1440cobsbc11b3b2, — 15552c12b3b3,cobsb3by — 46656c12b3b7,c11b362 — 12672c3,b3b3b3b3b10 + 20736¢10b3b3b3c11b10 —

5184C7b?b§b8610b6b10 + 31104C7b?b§b3013b6 + 31104bgb608b?b3613b10 — 345605§bgcgb$b8011 + 72576bgbgcgb$bgcllb10
192bgb6C8b$b9b5C10 — 9072bgb603b$b9610b%0 — 384bgbgcsb$bgc11 — 8640bgbgcgb§bgc1lblo +

12960bibscsbibge11b?, — 6336b3b3csbSbgciz + 12960bib2csbibgcizbio + 5184b3b2cgbdbgers + 23328c14bSbgb3c11b?,

15552¢14b3bgbgc12b2 + 46656c14bSbgb3c12bsbio — 10368c15b3b6b3bsc10b3 — 31104c15b3bsbgcobsbs + 27648c15b2bsbgcobs b —
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46656C15b$b6b3810b§b%0 — 34992615b<73b6b3610b%0 + 64800015!)?176178691785%0 + 6912615[)%172173611[)% - 570240156‘?1)(23!)30116%1)10 +

77760015b?b6bgc11b8b%0 — 155520151)?[)%1)92)0121)% + 466566151)91)%1)30121)81710 + 103680151)?1)%1)30131)% + 46656015b$b6bgc13b10 +

15552¢15b8bgb2c13b1ob2 + 25920¢25b2bsb3b3b1o — 31104c15b8b2b3c13bs — 46656¢35bSbsb3bsbio + 20736c15b2b3b3c11bs
31104c15b8b2b3c11b10 + 1152c15b3bbSbscioby — 192c15b2bsbSbscio + 384c15b2b2biciobio + 19440c15b3bsbibociobly —
9504c15b3beb3cobobd, + 1728c15b3b2b5c11b10 — 6912c15b3b6b3c11b3, + 1728c15b5b63b%c12 — 10368c15b3b2b3c12b10 —
1152¢15b3b2bfc13 — 25920c15b3bgbgcisbioby + 5184cisbibebSeisbio — 576c25b3bsbibio + 3456¢15b2b2b3c13bg —
1728¢2b2bsb3b1obg — 4608c15b3b3b3c11bg+ 17280c15b4b2bsc11b1oby + 6912¢3b10b3bsb3b3bs — 9216c2b10b2bsb2b3bs +
43632cob3bibsbibicio — 18144c3b3 b3beb2bE — 46656cob2 b3beb2bicis + 192cob b2blciobr + 128cobiobdbleiiby —
1536c9b10b3b3c12b2 + 1152c9b10b2blc13b2 + 3744b10b3cgbybSbscig — 3456biobrcsb3bicobs + 6912b10b3csbbicobs +
648003 bicgbobicio — 19440b3,b3csbbicio + 12528b3,b2csb3b3co + 129605 b3csbobicin + 11664b2,b8cgb2biers
11664b3 b3 cgbobsc1z + 1555263 b3 cgbibic1s — 384b10b2cgbfbscio + 72003, bZcgblc10bs — 7203 bEcgbfcio +192b10bZ cgbfcr1bE +
1152b2b3cebSc11b6 —2160b3bicgb3c11+1728b10b3csblc12b2 —6480b2bicsb3c12bs —1152b10b3csblc13bs +2160b2bicsbSeis—
576b2,b3csbfc1s — 5184b2b2¢2,b3b2 + 259202 b3 c2,b3bs — 10368b2b5c10bgcobs + 13824b2bic19bgegb3 — T776bsbdc? b2b3bsbio —
5832b5b3c2b2b2b3, + 15552b5b2¢2,b3bsbsb1o + TTT6b5b3c10b3cobsb?, — 5184bsbic1ob3c11b3b2 + 11664bsbScigbZeribsb?y —
7776b5b5c10bZc12b3b% + 23328b5bSc10b3c12b8beb10 +
15552b5b2c10b3 c13b3b6 +23328b5bT c10b3 c13b10 —23328b5bSc10b3 c13b10b2 +15552b5b3c10b3b3c15b10 — 15552568 c10b3 c13bsbs —
15552b5bSc10b3bscisbio + 10368b5b3c10bge11b2bs — 155520568 c10b3c11b6b1o — 5184bsbiciobgblcisbio + 288b5b2c2,blbgb1o —
648bs5b3c2(b8b3g+  192bsbZciobfeiibi — 1152bsbiciob§ciibsbio + 1296bsbiciobfeiibl, — 864bsbiciobSciabi +
2592b5b%c10b3c12b6b10 +5T6bsb3c10bg c13bs — 864bsbic1obc13bio +5T6bsbEc10bgc15bio — 1728c2b2b3b2bg — 3456c3b2b3b3bE —
1728c2b5b2b2b3b2, + 10368cobsb3b3bZc11b3 — 10368cybsbibabaci1bebio — TT776cobsb2b2b3c11b3, + 10368cobsbb3b3ciabZ —
31104c9b5b3b2b2 c12beb10 —20736c9bsbibab3 c13bs —31104cobsbSbsb3c13b10-+31104cobsb3b3bZc13b10—10368c9bsb2bibcisbio+
20736¢9bsb3b3b3c13be — 172809 bsbib2b3c11b3+ 31104cobsb3bgbici1bsbio + T776cobsbibiboci1b?, — 6912cobsb3b3bgc12b2 +
20736cobsbibabociabebio — 504c2bSb2b2b3, + T20c3)b3b3beb3, — 13392c% b3bibsbjbe — 384c10b$b2b3bioc1n +
4320c10bgbdbeblgeir — 576c10b3b3b3b1oc12 + TT76c10bgbdb2b30c12 + 288c10b5b3b2b1ociz — 11664c10b3b3bsb3gcizbe —
3888c10b3b3b6b%c13+5508¢2,b2b3bT bg —5184c10b3b3b7c11 —9720c10b2b65b3 c13b9 +4536c10b3b3b3c13—1728¢10b3b2b3c15—
1296¢10b3b3b3c15bo + 50544c10b2b3b3,c11b6bg — 187926323 babsb?, + 69984b2bSc10bsbsblyciz — 1296b3b5c10b}gcobs —
10692bgbSeiobipciibs — 11664b2bIciobfpcis+  1944063bSc1ob3 bscis + 1944002bSciobdociibs + 540c2b2b262b%, +
9072c9bob3b2bioc11 + 15552cob2bSbgbdcis — 14256c9b2b5b2b3,c15 — 36288coblbSbgbijciibs — 1152¢2,b3b3b3b10 +
6912c2, bab3b2b2 ) — 1728¢11b3b3bic12 + 15552¢11b3b2bEc12bio + 1152¢11b863b3c13 + 5184c11b3b3b2c13b1obo—
8640c11b3b%b2c13b10 + 3456¢11b3b3bEc1sby + 2880c2, b3b3bzbe - 20736¢2, b3b2b3b10bg -
12960c2,b3b2b6b3, — 38880c11b2bSbgb?c13bg + 18144c11b3b5b6b3gc13 — 5184c11b3b5bsbIgc15by + 440642, b2b2b2b2 by +
34992c11bgbTb3gc13bg — 11664c11b3b8b3c13 + 6480c11bgb2b3c15 — 15552c1163b5b35c15b9 — 31104c?, bgbSb3 beby —
23328c2,b2b3b2b1o—  5184c12bb3ble1s — 69984c12b8b2b2c13bioby 4+ 23328c12b2b3b2c1sbio + 15552¢12b3b3b3c13by +

15552¢12b3b3b2c15b10bg — 10368c12b2b3bdc11bg + 46656¢12b3b2b3 c11b10bg — 46656¢12b5b3b6b2c15bg + 31104c2,bSb3bgb1obg —
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5184c2,b5b3beb1o  — 10368c7,b5bab2by — 23328c7,b7b20bob2  + 31104c13bSbIgbob3cis — 46656¢35bIb1obibgbs  —
46656c13b7b%,b3bgc1s + 62208c13bSb1ob3c11b2bs — 46656c13b7b2 b3c11bs — 5184c13b3b2 b3cis — 6480babSc2 b3 by +
15552¢2,bSb2b2b3 — 20736¢13b3b2b3b% 11 +3888b2b5c2,b3b3 +6912c% bgh2b2b3 — 207363, b3b2bgb2bio + 15552¢3, b2bSb7 b2 +
32832c2b3b3b3 — 139968d7b8b3 + 576d7b3b10 + 324b3c2bi b3 + 5184b3c3b2b3 + 46656bTc2b3 — 34992d17b3b2 b5 +
34992d17b7b3,b2b2 — 11664d17b5b3oboba + 1296d17b3b3bS — 15552d17b5b2b2b3 + 15552d17b5bab2b2 — 5184d17b2bSb2by +
576d17b3b5b2 + 46656d17bTbsbsb1oby — 46656d17bSb3bsb10b2 + 15552d17b3b3bsb1obe — 1728d17b2bZbgb1o — 32c2b7b8b2bg +
32c2b7b3bsbio + 18144c2b2b2b2,b5 — 15552dob2bib2b3 + 1728dgb3bSb2b2— 46656d9b3b3bsbi0bs + 15552dgbib3bebiobd —
1728dgb3bibsb1oby — 11664dobSb2b2,b5 + 11664dob2bab? b3 — 3888dob2b3b2 by + 432dgb3bSb7) — 32b3ci brbSby +
32b3c2,brblb1o + 64b3 csbre1obgbe — 64b2csbrc10bSbio — 5760d11b3b3b3b10b3 — 12960d11b2b3b2b%b3 + 4320d11bZb3b3b3 b2 +
2304d10b3b3b363 + 20736d10b2b3b3b10b3 - 3456d10b2b3b3b10b2 + 15552d10bgb3b2b%,b3

10368d10bsb2bib? b2 +1728d10bsb2b3b%bo —31104d19b2b3b2b3 +10368d19b3b3b2b3 —1152d19b3b%b2bo+31104d19bSb2beb10b3 —
3456d19b3b3bsb1obe + 576d19b3b5beb1o + 23328d19bTbgb3obg — 23328d19bSb3b2 b2 + TT76d19b3b3b%,bg— 864d19b3bLb3, —
192c14b2c10b8b2 + 10368d18b3b3b2b3 — 6912d18b3b2b3b2 + 1152d13bgb3bSbg — 31104d18b2bSbgb10b3 + 15552d18b3b3b3b10b3 —
576d18b2b3b%b10 + 23328d15bsblb2 b3 — T776d18beb3b2 bobs + 1728d18bsbb2(bS — 5184d13bgbb2b3 + 1728d13b5b3b3b2 +
15552d13b3b3bgb10b3 — 1728d13b3b3b3b10bg — 11664d13b2b5b3,b5 — 11664d13b2b3b7,b3b3 + 3888d13b2b2b3,bobs +
432d13b2b3b2 ,bS — 15552¢9¢13bSbs b3 b3 — 192c13b2csb§b2 +11664c13b7 cab? (b3 +28512coc11b5bZb3 b3 —31104c15bScsbgb? b3 —
2304d12bgb3b3b3 —  6912d12b3b2b2b10b5  +  3456d12bgb3bab10b2 4+ 15552d12b2b3bgb3 b —  1728d12b2b3b3b2,b9  +
10368d21b3b3b3b3 —  1728dp1b3b3b3b2  —  TT76d21b2b3bib1ob3  + 1728d21b2b3b8biobg — 23328d21bbSbsb? b3 +
11664d21b6b3b3b7 b2 — 432d21bsb3bIb3, — 31104c11bSbscabd b3 — 93312cobdcab2b] + 59616b2c2b3b3 — 8640d11b2b3b5 +
2880d11b5babab2 — 62208cocsbSbeb] + 82944cgcsbibebgb? — 41472cycebibeb3bs + 9216cocab3bsb2bS — T68cocsb2bsbobl +
46656¢6b7csbd — T7760csbScsbibZ + 51840csb3csb3bs — 17280cbtcsb3bs + 2880cab3cgbobl — 192¢6b2cgbil + 93312dsblbgby —
124416dgbSbbdb2 + 62208dsb3bsb3bs — 13824dsbibsb3bS + 1152dsb3bsbgb§ + 114048cocrb3b2b5 + 20736d10b3b365 —
13824d10b3b3b3b2 — 46656dgb2bSb5 + 46656d9b3b2bibZ — 124416c7bSbgcsbl + 233280d7bIbgbZ — 155520d7bSb3b3 +
51840d7b3b2b5 — 8640d7bibobS+ 69984d20bSbiobs — 93312d20blbiob3b3 + 46656d20bSb1ob2bs — 10368d20b3b10bgbS +
864d20bsb10bS — 65664c2b3bgb10b3bs — 46656d20bsbgbeb + 62208d20bSb3bsbs — 31104da0b3b3bsb2 + 6912d20babibeby —
576d20b3b2b6 +46656cobgc1obibiobs +15552c6bSc10bsbebg —20736c6b3c10b3bebS +10368csbic10b3beb2 —2304c6b3c10bgbsbs +
192c6b2c10b3bg — 23328c6b7c10b10b3 + 31104c6bSe10b10b3b2 — 15552¢6b2c10b10b2b3 + 3456c6b2c10b10b9bS — 288c6bSc10b10bE +
31104cocabSbgbioba — 41472c9c6b3b3b10b3 +20736¢9cbab3biob2 — 4608cocab3bibiobg+ 384cgceb2bIbio — 46656dsblbgbiobs +
62208dsbSb3b10b3 - 31104dgb3b3b10b3 + 6912dgb2blb1oby - 576dsb2b3b10 +
6912d12bgb2bsbs — 10368d12b3b3b10b5 — 15552d21b3b2bgbg + 23328d21b3bSb10b3 + 31104d19b2bSbsbs — 46656d19bsbLb1obs —
57024coc15b3b3b10by — 59616b2csbSciobioby + 139968cobcgbrbsbiobs — 59616bgcabSbgbiobs + 62208c7bSbgeiobiobs —
114048coc7b3bebsbiobs — 31104d10b2b3bsbioby + 46656d9bsbSbsbiobs + 17280d11b3b2bgbiobs + 62208c7bScsbgbiobs +
31104cgc14b8bsb1obs + 192c14b2csbbs — 23328c14bLcgbiobi+ 62208¢15b8bgcsbiobs + 17496d16b8b3,b3 — 11664d16b7b3,bgb3 +

1944d16b5b3)bg — 5184d16b2b3b3b2 + 3456d16b2b3b3by — 576d16b3bTbE + 23328d16b5b2b2b10b3 — 15552d16b2b3b2b10by +
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2592d16b2bSb2b10 — 34992d16bTbsbsb? b3 +23328d16b5b3b6b% by — 3888d16b3b3b6bT, +192c13b2c10bgbg — 11664d15bTbgb3 b2 +
TT76d18b5b3b3 b — 1296d18b3b3b3, + 5832b2bSda1b3,b2 — 3888b2b3da1b3,be + 648bSbidarb3, — 2592b3b2d10b3,b3 +
1728b3b2d10b3 )by — 288b5b3d10b3, + 3456d14b3b2b3b2— 1152d14bEb2b3be — 15552d14b3b3b2b10b3 + 3456d14b3b32bEb10by +
576d14b3b3b5b10 4 23328d14b3bSbsb? (b2 — 2592d14b2b2b3b% ) — 11664d14bsblb3 b2 — TT76d14bsbSb3bob2 + 3888d14bsb3bT,bd +
TT76c9c12bSb6b3 b3 +192¢12b2c8blb3 — 5832¢12b% cgb b2 +15552¢11bScsbgbipb2 + 11664d13bsbSbsb3 b2 — 1296d13bsbb3b3, —
TTT6b2d12bsb2b3 b2 + 1728b3d12b6 b b3 bg + 288b3d12b6b5b3, + 4320b3 d11b3b6b3 b2 — 144063 d11b3be b3, bg — 8748d15b5b7 by +
2016d15b7b%,b3 — 1728d15b2bbibg + 576d15b3b5b% + 10368d15b3b3b3b10by — 3456d15b3b3b3b10 — 23328d15686262b2 by +
TT76d15b3b3b2b2 + 23328d15b%bsbeb3 by — TT76d15bSb3bsb3, — 192c12b2c10b3bg + 5832d14bsbTbi by — 1944d14b3bSb3, +
1296d12b3b5b1,bg —432d12b3b3b7, +180d11bSb3b7, — 540d11 bbbt be —2916d13b2bSb7 o bg +972d13bEb3bT, +2916b7c2 biobo +
TT76bSc2b3bs — 12960b3c2bdbsb2 + 8640b2c2b3bsbs — 2880b3c2b2bsbS — 1944bSc2b3b?, + 480b2c2bSbsby — 32b7c2b10b5 —

10368b%c2b2b3bs + 2592b2c2b2b5b7, — 31104bScocrb3bs + TT76bScocrbgh?, + 23328blcrb3ci1bly — 2592b2c2bsb3b7, —

TT76bScobsbie11b2 + 10368b3cobsb3bscs — 32b7bsbSc2 b2 + 1944bScobibici1 — 2592b3cob? babscs — 46656b%crbacisbio
5184b?cgb5béb6610b10 + 10368b$cgb5b3b6b8b10 — 77761)91)51}3080101210 — 5184b§cgb5bgcgbgblo + 15552()9691)5[)30151)10 +
64b7bsbgcsciobs+ 1296b3cobs b3bscio — 2592b3c2b3,b3bebs + 1944b5b3 b3 cgeio + 1296b2cgb3 bacsbs — 3888bScobd bicis —

11664b7c11b3c15b3 + 5184b2¢2,b3b2b3 + 1728b3c2,b3b2bg + 11664b7c3,b%b3;

wg(ai, b;, Ci) :73a5c%0a%+6c10a6c3a§ 7305a2+8011a%a509 +807a§09 780150,60%69 +8bgcobipagas 781)3091)90% 781)8691750%;

pa(ai, bi, ¢, di) :646868056%l + 128bgcgbgag + 81)ggcgcga‘5l + 48agcgdgcs + 32@207c§d10 - 36agc§dlocg — 25a§c‘;’0agd11 +
64a§cgcl5b5+25agcgd11764dgagcg+75agc%0a%ducg736agc%0agdlocg+36a§c%0a2d1209+64a§cgcl5bgag+128a§cgcuagb107
128a5cgcllagb9 — 128agcgclla6b5 — 64(12080151710(16 — 75a§010a6(z§d11 — 32&%011(1%63(112 + 64d19a6a§cg + 64d14aga§cg —
64d13a§agcg+4Oa§cgb8d1lcloagb10—40a5cgbgd11c1oagb9—40a§cgbgd11c10a6b5—40a§cgbgd11cgb10a6+40a§cgbgd11cgb9ag+
40a§cgb8d1lcgb5 + 32a§c§bgd10b10a6 - Z%ZCLgcgbgcllobgccgi - 32a§cgb3d10b5 - 32a§c§bsd12a%b1o + 32a5cgbsd12agbg +
32agcgbgd12a6b5 - 192bgcgb10a5b9a§ + 128b8cgbga6b5a§ + 32b§c§cloa%b1oa5 - 32b§cgcloagb9 - 64bgcgc12aga5 +

64bgcgclga3a§ — 64bgcgcl4a6ag — 64bgcgb10a‘g’b5 + 64bgcgb%0aga6 — 8b809a5c?0ag — 32bgcgagcl5a3010 + 3217803‘1%015@608 +

32bgcgagC7cloa6 + 321)803(15011@%010 — 32bgc§a§cua§cg — 32b§c§c10a6b5a§ — 32b§c§cga§b10a6 + 32b§c§cga5bga% —
48a§cgclob9a%cs + 48agcgc%0b5a6 — 48aécgclobscs — 32bgcga§0703 — 241780901011603(1% — 48a§cgdgcloa6 — 48a§c§d13agclo +
3.2 2 3.2 2 4.2 2.2 .2 2 3.2 2.2 : 2 2. .2
48agcgd13a608+48a§cgd21a6010748a509d21a608748115090101110(16+48a§cgclob10a608+48a5cgcwb9ag+24b809010a608a5+
32b2c2csalb 72a3 d — T2a3cipacsd 36azcid — 40a2ci5a2cod 40a} d -
3Coc8azbs + T2ascioascgdiocy agzcioagegdizcg + 3b6agcgdizascy azcisageodiicio + 40agcisascodiics

32a§015a603d10 + 32&?615(1(25ng12 + 40a§C7cgd11(310a6 - 40a§(37cgd1108 — 32&%C7ng12a6 + 40a§(311agcgd11610 —

40agcl1a(2309d1108 -+ 32agcl1 a%cgdm;

ps(ai, by, ci,d;, e5) = — 768d9a§c$d13a% + 1152d9agcgdlocg +

1152d9agcgd12agclo — 1152d9agcgd12a608 + 1200d11agc§d21a6c§ — 1200d11agc§clocgb10a6 + 1200d11a§c§clocgbga%

+

768d9agc‘91d21a6 — 768d9agcéclob10a6 + 768d9a§03010b9a§ + 768d9agcéclob5 + 1400d11ag0209d10 — 1400(111(120209(112&5 —
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1152dgafcddiocioas — 1152do1adadcddiacio + 1152disagadcddiacio + 1536c3)cabioasatbs — 1152c3 cibioaZaidio +
1536d21a2agcaciobio — 1536d21adaicacioby — 1536d21asaicaciobs + 1152da1a2aicddiocio + 1728¢2c3bioagaidia —
2304cmcgb10a6ard1208 + 1152010c8b10a6a5d1008 + 1152d21a6a5 d1208 — 11&')2010041)20(16(15 — llSchocgbgaﬁasdlng +
3072c3 cgbioagaZby — 1152da1asalcidioes — 1152disagaicidizcs — 2304dizadadciciobio + 2304disagaZcgeioby +
2304d1gaZaiciciobs — 1152diszadaicidiocio — 384d3zagadcd + 2304ciocdbsaidizages — 1728c3yciboaiaZdia +
2304c1ocgb9aga§dlzcs + 11520%chb9aga§d10 — 23040%003b9agb5ag + 1440a§c§d100%0agd12 — 2880agcgd10010agd1263 —
625d%1agc‘110aé — 720agcgd%2a‘écfo + 1440agcgdwc§d12a6 — 720agcgdfoc%0ag — 720agcgdfoc§ + 1440a§cgd%2agc1008 +
1440(1509(1%00100,608—115201009b5a5d1008 1728010 b5a5d12a6+1152010 b5agd10a6—720a5c d%QCLGCS 384d§1a6agcg

384c3ycab2al —384d2al ci+1024cc11a2b2 +1024e22a2chal —1024eagascial —1024e21 agcad +1024egagcad +1024e15c5al —

625d%1a5cg 4096011a6a5 b10b5 + 3072011a6a5 b%O + 2048011a6a50906 =+ 15360150,5 b3010a6b5 — 1024615@568015a§

1152(311a%a%cgclocg72048015a509b9a6b571024011a6a50908+1536011a6ascgcl5Cg 1536011a6a§cgcl5c10 640011a6a5cgclo+
1024b8b9aécga50‘;’0 — 2(]48l)gb90,608(:60,‘5l — 2304b8b9agcgc§068a§ + 768015(1?08010(160% —
2048015a505b2a6 — 1152c15a5¢:gc%0a6cg + 512015(1503010(16 + 512015a5c§1a6010 + 3072015(150 b10b9a6 — 1024015a5c bgcgbs +
512a5cgc15d10b5 + 1024a509011a6d10b10 — 1024015(150906 + 1152d13a6a5c digcs + 768d13a6a50 do1 + 2500d11a5610aﬁc§ —
2400d11agcloa308d2103 — 2400d11a5010a50809b5 — 1200d11asc d13a6c9 — 1200d11a5010a60 bio + 1200d11a5610a609b9 +
1200d11a5c10a6c9b5 + 4200d11a5c10a609d1008 — 3750d11a5c10agc§ — 1200d11agc%0a§d9cg — 1200d11agc%0aéd1303 —
1400d11a5cloa6cgd10 + 1200d11a5010 d2109 + 1400d11a5610a609d12 + 4200d11a5010a60809d12 — 1200d11a5c clgc9 —
1920a5c%0cgbgaé + 1200d11agc§c1ocgb5 — 4200d11agcloa60509d10 +

2400d11 agcfoaﬁ Cgcgblo 2400d, 1a5610a60809b9 +2400d, 1a5010a608d909 +2400d11a5010a608d1309 74200d11a5 Cloa609d1208+

2500d%1 aéc?oagcg — 2048a§cgd18a bio— 76862d10a509610a6 bs — 1536b8d10a5 b10b9a6 51268b8d12a5b§ — 10241)808(115&%&% —

1024bgcgd17a6a5 + 1024bgcgd20a6a5 + 512c§b§clob5a5 5126%5(1203&608 — 512015(1?6367010(16 + 1536011(1%(1%080%003 +

512015(15690708 + 1024615&56 bigbs — 1024015a50 b%oag + 1024615(1509014(16 =+ 880(:9bga5d11010(1208 22009b8a§d110‘110aé +

88009b8agd11010a602 — 132009bga§dllc%0a§cs + 640b8agd11010a801309 640b8a§d11010a‘6101209 + 2560b8agd11010a6b909b5 —

1280b§agd11cloagcgcgb10—640b2 ducwaec b5+640bga‘51d11cloa6c907+640b §d11cloa6c bio— 1280b8a§d11010agcgcncg
3200b3a§d11010agbwcgbg + 1280b8a5d11c10a6c908b5 —
1280b8agd11010a6(:SC7Cg — 640b§a5d11c%0a6c9b9 — 640bga ducwagCMCS + 12801)2 d11010a60908b9 + 256Ob209010a6b9 —
192068a§d11010a6b1009b5 + 1280b8agd11010a2b2 09 — 22009b8d1108a5 + 1280b8a‘51d11010a60301568 + 64Obgdllcgagcl4aﬁcg —
640b2d1108a5 b9a6 + 1920b8d1108a§b1009b9a6 + 64Obgd11cga§cgcl1a6 + 640b8a§d11010aécgc11 — 640b2d1108a5c bs —
640b8ducsagc13a%cg + 640b8d11csa§012agcg + 1920b8a5d11010a‘61b2c9 + 640b2d1108a5 bipag + 640b8d11csa5b1009b5 —
640b8d1108agb%0cga6 — 1280bgdllcga§b9aﬁcgb5 + 640b8a5d11010a50609 - 768b8d10a5030708 — 1280b8d1108a§b aﬁcg -
640bgd1108a206c8 + 5120011a6a5cgb2 + 1024c15a5c8c12a6 768b2d10a50908b10a6 + 768b2d10a50908b5 — 512b8d10a5 2b10bs +
512b8d10a§cgb%0a6 — 640b3d110§a§cgc15a6 + 640bsd110§agcg(37 + 32Obsd10agcgcg + 768b8d10a§cgcuagc1o +
512bgd10a509013a6 256b3cgcsa bs — 320b8d10a5090§‘0a6 768b2d1oarcgcloagb9+768b2d10a509010a6b10+512bgd1oarcgc6f

512b8agd12a263013 + 512bga§d12aéc§clz + 768b8d10agc*307010a6 + 768bgd10agcgcl5agcg =+
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4 2.4 4 2 4 2 4 2 2
512bga5d12a609014 — 768b8d10a5cgcl5a6010 — 768b8d10a568011a608 — 512b8d10ag09012ag + 768b8d10agcgc8b9a6 —

512b8d10a569014a6 + 1024b8d1()a5 dboagbs — 7681)2 d12a60968br + QGObsdeSCQC%Oa%cs + 1024b8d10a5 b2a6 +

1536b8a§d12a60 bigbs — 960b8d10a5cgcloagc§ — 320bgagd12agcgc§ — 1024bsga; d12a6c4b2 + 768b8agd12a%cgc1lcs —

2048bgaddi2adcibobs + 768b2addizaZciesbio + T68bsaldizadciciscio + T68bZasdizaicicioby — T68bgaidizaZcderein —
3

768b8a§d12aécgc11010 + 768b8a§d12a6cg<:708 - 768b8a5d12a6cgc15c8 - 76'8b2 d12agcgc1ob1o + 320b8a§d12a‘éc§cw —

768b§a§d12agcgcgbg + 768172 d12a6cgc10b5 + 2560b8a§d12a60 biobg + 256b209010aéa5011 + 512b209010a6a501503 +

256b§cgc?oag08a§ +512b§c§cga§c14a6 — 512b§cgcgagclga% 74096b§c§1010a%b10a5bg +512b§cgcga§clga2 — 512b8agd12agcéc6 —
1536b8a5d12a603b2 =+ 256()363610(16620,% — 20485%63010(1(#)100,2 bs + 960b8a§d12a§cgcwc§ — 960b8agd12agcgc%008
256b309(:10a by — 512b§cgcloaga§cl1cg + 512bgcgcloagcga5bg +

3072b209010a6b9b5a5 64b209010a6a5 +256b309c10a bipas — 512b309010a608a5b10 256b3c9010 b5a5 512b209010a§c14a§+
512b§c§cloagclgag + 1536b§cgcloa2b2 512b2cgc10a6012a5 + 256b20908a§cua6 + 256b209c8a5C7 + 512b809cmagcgag1
64b20908a5 + 3072b20908a5b1069a6 + 1024b20908a5b10b5 — 1024b20908a3b20a6 — 512b289010a6a56788 + 256b209610a6ag67 —
640b8a§duc%0agc§cl5 + 512b§cgcloaecgagb5 — 256b§cgc%0aga§cl5 — 384b§cgc%0a§c§ag — 256b§cgc§a§015a6 — 128015agcgc§ +
1024bgb3adcias — 512b2caecsalcs — 2048bgbioagcyciaas + 6144bgbioad cibyasbs —

2048b20908a5b9a6b5 + 256bgcgc§agb10a6 — 256b3cgcga b90L6 + 3072b8b10agcgclgag —

4096581710@%08612&2 +3072b8b10a§c§1011a2010 — 51255&210(1?036768 - 204817%6808&5172 + 128b8b10a50988 — 10241)8520&589125 —

4096b8b9a308013a§ — 2560b8b10agcgcnagcs + 1536b8b10a§cgcl5aﬁcg — 2048bsb10agc‘écl5a§clo + 153668b9agcgcloc§ag —

896bgb10agcgc‘?0ag + 10240b8b10a508b3ag + 2560b8b9agcga§615610 + 3072b8b9a§cgcl4ag — 1152b8b10a§cgcloa6c§ +
1024b8b10agcgc,3 + 1024b8b10agcgc7010a6 + 1920b8b10a§cgc%0a308 - 256bgb9agcgcgag — 6144b8b10a5cgb9a6 -
20480110,60,%09614 + 2048011a6a§cgc13 — 2048(:11a6a§cgc12 + 256011a6agc968 + 6144(:11a6a5c bgbs + 5120b8b9a609012a5 —
6144b3b§agcgb5a§ + 3072b3b9a%céa§cucg — 3584bsb9aécéa5611010 + 1024bsb9asc§1a‘510708 — 1536bsbga§céa§07c10 —
2048b8b9agcgagcl508 + 1024c§1aéagcgcm - 1024011a6agcgc708 + 1024011(1%(1‘510307010 - 8192011a6asc biobg +
2048611(16(156 bgcgbs — 2560011(16(150 bgciobs — 5120bgb3a608 + QOOOGgCngd%1610a6Cgb5 + 1600agcgb8d1108d10b5 +
2000a§cgb8dflcloagcgbg + 384a5 b8d12a6b10 — 1000a5cgb8dllcloa6b9 + 512a50907d1269a6 — 512a50907d12b10a6 —
384a2c3bsd?,aibe +
1280a2c3ci1adiicsbs — 1536acgeiiagdizbio + 512a8cicrdiobs + 1280agciciiaddiicsby — 1000aicobsd?, c2ja2bs —

384a§c bgd12a6b5 + 1000a509b8d11010a6b10 2000a§09b8d%10100%08b10 — 512agch7bgcmb5 + 1600a§cgbgdncgd12a§bm —
1600a§c§b8d1108d12agb9 — 1024a§cgcl5d12agbg — 640a§c8015d11c8b9ag — 1280a§cgc15d11610a§b10 — 1280a§cgclla%d1lcgb10 +
384alcrcdd?, + 1600a2c2bsdiicioagdizby + 1600aicibsdiicipaZdiabs + 640adcicisdiicsbioas + 3072adcddisabio —
3072a2c3d1saiby — 1024alcidighs + 1536aiciciiaZdizbs + 1600aic2bsdiicioaZdiobio — 1600adc2bsdiicioaddioby —
1600a2c2bsd11croasdiobs + 1536a2cgc11agdi2bg +
2048agcgd13a665 + 1280agcgcl5d11010agbg — 1600a§cgbsd11010a2d12b10 — 640agcgcl5dncsb5 — 1600agcgbgducsd12a6b5 +
1024agcgcl5d12a%b10 + 576a5c d1208b10a5 — 1024a§c dlgbgag — 576a§cgdlgc§bga% — 576agcgdlgc§b5 — 3072a§cgd14a%b5 +

2048a3c3d1sadby + 384adcibsd3 bioas — 384aicdbsdijboa? — 384alcibsd? bs — 1000alcybsd?; c2bs + T68alcdbsciocibs +
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1024(15 Sdigbioag + 1000a509bgd11c8b10a6 — 1000a509b8d116869a6 + 1536a5cgd13a608b10 — 15360%03(1130%081)9

+

1536agc§1d13a608b5 + 768agcéd21 cgbs — 1536a§cgbscfoascgb5 + 768agcgbsc?0a§b5 + 768a‘5103010b%008a6 — 768a§c§cloblocgb5

1600a§c§b8d1108d10b9a§ + 768agcéd2103b9a% — 2304agc§1010b9a368b10 + 15360«%035101752;@%08 — 768agcgd2108b10a6 =+

+

1536a5cgcwb9a608b5 + 1920agcgcua6d11010b10 - 1920a509011a6d11010b9 - 1920a509011a6d11010b5 + 512a509015d10b9ag
768a2c3bsdiod12asbs — 1600a3c2bsdi1csdiobioas — 768aicibsdiodizabio + 768a3c3bsdiodizadby — 1024adcdciiaddioby —
1024agc§c11a6d10b5 — 512agcgcl5d10b1oa6 — 512agd809d10 — 64Oagd19aﬁcgdncg —
1600a507cgd11c10a6d12 + 1600a507cgd1108d12a6 - 2000(150709(111010(1608 + 1000a507CQd1108 — 384agclsagcgdfo +
768a5cl5a609d10d12 — 384(15015(160 d%2 + 1000a50709d11010a6 — 1600a§cl5agcgd11010d10 — 1600agcl5a§cgdllcgd12 —
1000a§c15agcgd%1c§0 + 2000a?)015agcgd%1clocg — 1000a2015a609d%1c§ + 16000,207(:3(111010(16(110 + 1600a§c1lagcgd11610d10 —
1600a5011a609d11010d12 — 768a50709d10d12a6 + 384a5011a6 d%o + 1600a5015a609d11010d12 + 1600a5615a609d11c8d10 —
1600agc11agcgdncgd10 + 1600a§011agc§d1168d12 + 384a207cgd2 a6 + 1000a5011a609d1108 + 1000a§c11aé09d%10%0 —
2000ag611a209d%101008 — 1600&50709111108(110 — 768&5011(16 Sdiodia + 384&5611a608d2 + 1280agcgcl5d11610a6b5 —
1024agcéc15d12a6b5 — 384@?080701003 — 768a§c‘91616cs — 1152agcgel7cloaﬁcg — 384a§0807c§0ag + 768agcgwc§0aacg +
576a§cge11aéc%0 — 1152(1‘510361111201003 + 576agcgeua%c§ + 576agcge17c%0a% — 576&%636260%0%0 + 1152a§c§egga%c1003 —

6.3 2 7.3 2 6.2 4 6.2 3 2 4 3
576agciessascy + 576agcge1rcy + 96agcsciocg + 400agcserzascy — 384a509610a608 + 576a509010a608 + 400ascgelgc

3
10%

1200a5c9318c10a6c8 + 1200a5 c9e18010a608 —400:15 c9e12a6010 + 1200ascgelgagclocg 1200a5cge12a6010c8 —384a509610agcg
400agcgelgcg + 96a§cgc‘;’0a‘é + 512agd19a503d10 +

640agd19a368d11010 -+ 512agdgcgd12a6 -+ 40a2 d14a609d11010 - 640a5d14a6 d1108 -+ 512a% d14a6 d10 —512a d14aécgd12 —
640a§d18a6 d11010 -+ 640agd18agcgd1168 — 512agd18a6 le + 512agd18a6c d12 640agdgcgd11010a6 + 640agdgcgd1108 —

512agd19a6c dis — 134401()&(2568(1201505613 + 1344010(1%08(1%61103613 — 672&26%00%6765613 — 6720%6%00%61163613 +

672a5010agcl509613—512b86965a5626a6+512bgcgb5a5e11a6 512b309b5a507613+640bgcgb5a5612a663+672bgcgb5a508613+
512bgcgb5agcl5a6elg — 5121)803175(1%0110%613 + 6721)8631750,%6%00%613 — 13446803115(1?010(1668613 — 64Obgcgb5a5d11d9 +
512bgcgb5(lgel7+640bgcgb5a5d11d21a6+640bgcgb2 dllclo—640bgcgb5a5d11d13a6+256b2 bgag613+640bgcgb5agelgcloa6—

640bgcgb5agelgcg — 6401)8081)5(1%612&%010 + 512()863()90,%6110% + 512bgcéb9agel7a‘51 + 640bgcgb9agagelgcg —

640bgcgbga6d11a5d9 —+ 51252 bga6b5a5613 — 13441)803179(16010080,5613 —+ 6726869179(16680,5613 =+ 6721)8631)9&6&56%0613—

512bgcgbga607a§613 - 512b869b9a6€26a§ + 64Obgcgbga6d11a5d21 — 640b809b9a6d11a5d13 + 256b209b9a6613a5 -
640bgcgb9a6a561808 -+ 512b803b10a3a§626 — 512bgcgb10agageu — 512b803b10a6ag€17 + 512bgcgb10a6a207313 —
512b§cgb10a6aé65613 — 512b2 b10a6a bgeis + 256b2 b%oaga§613 — 640bgcgb10agagelgcg — 640bgcgb9aéa§612010 +

640bgcgbga6a5elgc10 + 1344b8c9b10a6a501008613 — 672b309b10a6a508613 + 64Obgcgb10a6a5d11dg — 512bgcgb10a6a5015e13

+

512bgcgb10agagc11613 - 672b803b10aga2630613 + 640b80 bloaﬁa d11d13 - 640bgc b10a6a d11d21 + 640b8C b10a6a5€1808 —

512bgcgcl5a6a5d9 — 512b80907a5d21a6 — 512b869615a6 d13 + 512b86987a5d9 + 512b80907a5d13a6 + 512b809015a6a5d21+
640bgcgb10a6a561 2c10 — 640bscgb1oaﬁa5e1sclo + 512b809011a6a5d9 +

512b869611a6a d13+512b2 b10a6a5d9+512b2 b10a6a d13—512b809611a6a5d21 +512b2 b5a5d21a6—512b2 b5a§d13ag+
512b2cabgaddaia? — 512b3ciboaidizas — 512b3cibgaZdgal — 512b2cibioaZaidar — 512b3cibsaldy — 1024bscibgbal

512bgc§agd14a208 f512bgc§1agdgcloa5+512bgc§agd14a‘éclo 7384bgcgagd13agc§+384bgcgagd21a%c%o+768bgcgagd13a2clocg+
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768bgcgagd9c10a6cg — 384b8c8a§d13aécfo — 384b8cga§dgcf0a§ — 7686808a§d21a§c10c8 + 384bgcgagd21agc§ +

512bgcéa§d19agclo — 512bgcéagdlga608 — 512bgcga§d18agc1o + 512bscéa§d18a§cs + 512bgcgagdgcs — 384bgcgagdgc§

2048b809013a6arb5 + 3072b809c12a6a§b5 + 1024bscgcl4agb5 + 1024bgcgd16a6a5 + 276a509613010a6 — 11040,5696136?011208

+

1656&?096136%00%C§ — 1104&?69613010&(56% + 276ag096130§ — 1024bgcgd7ag + 768(1‘51030%0014(16 — 768(120‘91010014(1608 -
768agcgcfocea6 + 768&2630100668 — 768agcgc1oclgagcg + 768&268616010(16 + 768a§c§e24agclo — 768agcgez4a%cg —

7680,?636270%010 + 768agcéez7aﬁcs — 768(1%03610&%010 + 768&%03610&%03 — 768agc§lc%0013a§ + 768a§cécloclgagcg +

768(1%03(:%00125%1 + 640015a§agcgeucg — 512015agagc§egg + 512cl5aga§cgeu + 512015a6agc§el7 - 64Ocl5a6agcgd11d9 +

2560%50,%(1?08613 — 640015a6a509d11d13 + 640615[16[15 d11d21 + 51207(15698260,6 — 512670‘5036110‘6 + 512b869b9a6615a2613 —
512b803b9d%011a§613 — 64007agcgelga6cg — 640015aga§c8612610 + 640015agagcgelgc10 — 640015a6agcgelgcg —
64007a§c§d11010b9ag — 64007agcgd11010b5 — 51267agcgc15a6613 + 64007a§cgd11d13a§ —

64007agcgd11d21 ag +64OC7agcge12(chlo - 640070,?086180100,6 +64007agcge18c8 +64OC7a50 d11¢10b1gag +64OC7a5c di1dg +

2560711509313 — 512011&%&‘283611 — 512011agagcgel7 — 640611(1%(1%6861208 + 512611aga§69626 + 640611a6a56 di1dg —

512011agagcgcl5613 + 2560%1(1%(1%03613 + 512011aga20807613 — 51207(157)03617 + 640011aga§c8612010 — 640011(1%(1‘5103618010 —

67208aSC709613+640011a6agcgelgcs+64Dcl1a6a5c di1dis— 640011(16(150 d11d21+67208a5c15a605613 67208a5c11a%cge13+

1344cy Oagcgagcwgelg;

ve(ai, bi, ci,d11) =(—16bgc2bs — 4d11bgbZ + 4bgdi1biobs — 4b2d11bs — 4cgciobiobs + 8cociobsbs + c2b2 — 2cgbgciobs —

4cgbgbigco + 8cgbgbgeg + ClObG + 4b1009)

o7(as, bi, ci, dy, e;) =15c10asbsdiics + 9bscgaldi — 18bscipasdiicsas — 3cipaseizascs — erzascigal + 18e1zaZcioascs —
15c§a5b8d11 +9b808a di1 +308a5€13 —98130,568 20b3d11b10a6a5 +20b8d bga% +2Obsd%1b5a§ —2007a§d%1 +20015a6a§d%1 —

20011a§a5d%1 12d11010a6d10a5 + 12d11010agd12a5 + 12d1108a5d10 — 12ducga5d12a6

Usamos o Maple para achar as condigoes da Proposigao 3.4. Dada P = (z,y, f(z,y, 2))
fizemos mudangas de coordenadas na fonte e na meta para que (z,y, f(z,y, z)) seja equi-
valente as formas normais do Teorema 3.1. Para dar uma idéia dos calculos, faremos o

caso 41. Os outros casos sdo analogos mas em alguns deles as contas sao mais complicadas.

Denotaremos o k-jato de f por Fk. Como 4] é 4-determinada entdao podemos tra-
balhar com o seu 4-jato. Os termos dependentes de x e y podem ser eliminados com as
duas primeiras coordenadas de (z,vy, f(x,y,z)). Para a singularidade do tipo 4], temos

que coef(2%) =0 e coef(z*) = 0. Temos entao no Maple:

>F2:=abxxxz+abxy*xz:
>F3:=b5%y2sz+b6%yx22+b8%22%xax+b9%zxax2+bl0*z*y*z:
> F4:= 06*y3*z+c7*y2*z2+08*y*z3+c9*z4+010*z3*m+cll*22*x2+c12*z*z3+013*x2*y*z+c14*z*y2*z+c15*x*y*z2

Vamos achar as condigbes sobre os coeficientes ai, bi e ci para termos singularidade 4%. Suponha sem perda de generalidade
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que ab é nao nulo.

> readlib(mtaylor) :

> F:=F2+F3+F4:

Para eliminar a6z * y :

> q := collect(F,[z,y, 2]) :

> m = mtaylor (subs(a = X — coef f(coef f(coe  [(g,,0),y, 1), 2 1) * /a5, [X,y, 2, 5) :
Para eliminar y2 * Z

> q := collect(m, [X,y,z2]) :

> m := mtaylor(subs(X =z — coef f(coef f(coef (g, X,0),y,2),2,1) xy?/a5, [z,y, 2], 5) :
Para eliminar x2 * z :

> g := collect(m, [z,y, 2]) :

> m := mtaylor(subs(z = X — coef f(coef f(coef f(q,x,2),y,0),2,1) * X?/a5,[X,y, 2], 5) :
Para eliminar x * y * z:

> q := collect(m, [X,y,2]) :

m := mtaylor(subs(X = x — coef f(coef f(coef f(q, X,1),y,1),2,1) xx * y/ab, [x,y, 2], 5) :
Para eliminar 33 * z :

> q := collect(m, [z, y, 2]) :

> m := mtaylor(subs(x = X — coef f(coef f(coef f(g,2,0),y,3),2,1) *y>/a5,[X,y, 2], 5) :
Para eliminar z % 23 :

> q := collect(m, [X,y,2]) :

> m := mtaylor(subs(z = Z — coef f(coef f(coef f(q, X,1),y,0),2,3) * Z3/a5,[X,y, Z],5) :
Para eliminar z2 * 22 :

> q := collect(m, [X,y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(Z = z — coef f(coef f(coeff(q, X,2),y,0), Z,2) x X x 22 /a5,[X,y, 2],5) :
3

* Z

Para eliminar z° * z :

> q := collect(m, [X,y, 2]) :

> m := mtaylor(subs(X = x — coef f(coef f(coef f(q, X,3),y,0),2,1) * x3/ab, [x,y,2],5) :
Para eliminar 22 xy * z :

> q := collect(m, [z, y, z]) :

> m := mtaylor(subs(x = X — coef f(coef f(coef f(q,x,2),y,1),2,1) * X2 xy/a5,[X,y,2],5) :
Para eliminar x * y2 * z :

> q := collect(m, [X, vy, z]) :

> m := mtaylor(subs(X = x — coef f(coef f(coef f(q, X,1),y,2),2,1) x x * y2/a5, [, y, 2],5) :
Para eliminar « * y * 22 :

> g := collect(m, [z,y, 2]) :

> m := mtaylor(subs(z = Z — coef f(coef f(coef f(q,z,1),y,1),2,2) xy * Z2/ab, [x,y, Z],5) :

Para eliminar y2 * 22, temos que ter o novo coeficiente de y * 22, b6 — b8a6/ab, diferente de zero:

> q := collect(m, [z,y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(y = Y — coef f(coef f(coeff(q,z,0),y,2),Z,2) * Y2 /(b6 — b8ab6/a5), [x,Y, Z],5) :
Para eliminar y * 23 :

> q := collect(m, [z,Y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(Z = z — coef f(coef f(coef f(q,x,0),Y,1), Z,3) * 22/(2 % (b6 — b8ab6/ab)), q), [z,Y, 2], 5) :
Para eliminar x * 22 :

> g := collect(m, [z, Y, 2]) :

> m := mtaylor(subs(Y =y — coef f(coef f(coef f(q,%,1),Y,0),2,2) x x/(b6 — b8ab/a5),q), [z, y, 2], 5) :
Para eliminar z 25 :

> q := collect(m, [z,y, z]) :

> m := mtaylor(subs(z = Z — coef f(coef f(coef f(q,z,1),y,0), 2,3) * Z3/a5, [z, y, Z],5);

abzZ + (b6 — b8ab/ab)yZ% + c9Z*.
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Para termos a singularidade 4} temos que ter os coeficientes da equagao anterior distintos

de zero, e coef(2?) = az = 0, coef(z3) = by = 0. Isto demonstra este caso.

3.4 Demonstracoes das Proposicoes 3.8-3.13

Para nao perder a nogao geométrica de alguns resultados deste capitulo, optamos por

fazer nesta secao algumas demonstracoes que sao muito extensas.

3.4.1 Demostracao da Proposicao 3.8

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 34, na origem, e tome, sem perda de
generalidade P(x,vy,2) = (z,y, f(x,y, 2)) tal que j2f = a12° + asy® + agwy + by 23 + bya®y +
baxy® + byy® + bsy® 2 + bey 22 + br2® + bgwz? + box?z + bigxyz com by # 0. O espaco tangente
a G-6rbita de f em V3 é dado pelos vetores u;, i = 1,---,10 (ver Lema 3.6). Quando
a? —4ayay # 0 (ou seja, a origem nao é umbilico parcial), um transversal a érbita pode ser
dado por T' = IR{22, 2%, 2%y, zy?, v®, y?2, 2%z, 2yz} e um elemento de T é f = j3 f + az2> +
b + bax®y + bsxy® + bay® + bsy?z + boa®z + bigryz, onde as, by, bs, bs, by, bs, bg, b1y € IR.

Consideremos no transversal a projecao na direcao singular sobre o espaco tangente,
(o, 3,1,0), ou seja P(x,y,2) ~ (z,y, f(x + az,y + Bz, 2)). Neste transversal, temos uma

singularidade 34, se

coef(z2) = 2ar0 + asfB = 0,
coef(yz) = aso + 2as3 = 0,
coef(2?) = a3 + a10* + agf* + a;aB3 =0, e
coef(zyz)(dcoef(122).coe f(y22) — Scoef(wyz).coef(28)) — Acoe f(y22).coef (122)2—

(3coef(y*z).coef(2*) — coef(yz*)?*)coef(x°2)) = 0.

Logo como o determinante das duas primeiras equagoes é diferente de zero (condic¢ao para
T ser transversal), entdo a dnica solugdo é = [ = 0. Substituindo estes valores na
terceira equacao temos az = 0 e substituindo na quarta equacao temos que o primeiro
jato desta equacdo é dado por (12b7bg — 4b2)bs 4 (4bgbg — 6b7b1g)b1g + (12b5b7 — 4b2)bg = 0.
Observe que é suficiente termos o primeiro jato ja que estamos interessados no tangente

da variedade.

70



Queremos saber quando a imagem de # é transversal ao estrato 34, em Vi, isto é,
quando d,0(IR*) 4+ T34, = V3, e assim saberemos quando 671(34,) é variedade em IR* de
codimensao igual a dois.

O espaco tangente do estrato 34, em V3 é a intersecao dos ntucleos de duas formas
diferencidveis & e &. Como & e & tém que anular o tangente ao estrato 3 4, no transversal
e os geradores do espaco tangente de G.f, entao
§1 = das e
& = (12b7bg — 4b%)dbs + (12b7b5 — 4b3)dbg + (4bsbs — 6b7b1g)dbig + (4bsbro — 8bsbs)dbs +
(—8bgbyg + 4bgbio)dbs — 3—27(20b8b6b10 — 20bsb2 — 2002bg — 6b7b3, + 24brbsbg)db; —
(_b50+4b5b91)(4a2a1_a3) (—2agbibs+16bsbgbaasbsbio—48b2bsa4b2+48bgbgbsasbebio—16b2b2bsay+
16bsb2bzasbig + 16bgbgasbiobt — 12b4a4b203, — 4byaybibi, + 16b2asbebi + 96ab1bib? —
32a2b3b2bs + 8agbsb? b2 + 32a2b3b3b2 + 24ab b3, — 8bsasbsbsb?, + biyasbs — 8b%asbsbsbg —
32b3a4bsbsbsbg — 96a2bsbgbibebig + 64azbsbgbabsby + 16asbgbsbsb?y — 32a2bsbzbobebiy —
32a9b5bab10b% + 16a2bgbabsb?y — 32asbabbiobg)das — (m(%blbgbg — 16b3b2bg —
16b5bab1gbs — 48b5bsb1bsbio + 32b5bgbabsbg + 8bobsbsb?y — 16bsb3bobsbig — biobs + 4b3b?,b3 +
8bsbabgb?, + 16b3b262 — 16bab2bioby + 12b1b2b%)) — a4(_b§“+1§;’5’;9‘)§ﬁgigl_aﬁ)(—2a2b§0b8 +
16b5bgboasbsbio — 48b2byayb: +48bgbgbyasbsbio — 16b2b2byay + 16b5b2bsasbig + 16bgbzasbioba —
12b4a4b203, — 4basb2b3, + 16b2asbsbs + 96a2bi b2b2 — 32a2b3b2bs + 8asbsb? (b3 + 32asbsb3bz +
24a9b1 D203, — 8bzasbgbbly + blyasbs — 8b%asbsbsby — 32b3a4b8b6bsbg — 96asbsbsbibsbio +
64absbgbabsbg + 16asbgbsbghly — 32asbgbsbobebiy — 32asbsbabigh? + 16asbgbabebl, —
32a2bab2bi10by) )das.

Os geradores do espaco tangente a imagem de 6 em V5, sao:

v1= 3b12% + bioyz + 2bowy + b3y? + bg2? + 2bgxz + (—4ad + 4c; — a3ar)x3 + (3cy — 6aga? —
(2aza1+a?)ay)yx? +3cioza? + (—3aga2+2c3 — 2a2a; —4atas ) y*x +2c11 220 +2c1310y 2 +
c15y22 + c102° + (c4 — 2aday — 2a4a10:)y° + cray?z;

Vo= 3byy® + browz + by + 2bsxy + 2bsyz + b 2% + (o — 2a4a% — 2a4a1a5) 2% + (2c3 — 3ala; —
2(2asa; + a2)as)yx? + c132%2 + (3¢cq — 6aday — ai — 2a4a1a2)y*x + c1522% + 241y 2 +
207y2® + cg2® + (—4aj + 4cs — aza3)y® + 3cy’z;

v3= 3br2? + bigzy + bsy? + 2bgyz + 2bgxz + box? + 1372y + cruxy? + 2c151Y2 + degz® +
2e7% 2 + cey® + 3cgyz? + 3ci02x + 2011202 + craad.

A imagem de # nao é transversal ao estrato-34, se, e somente se, R-{vy,ve,v3} +

kernel & N kernel & & Vi, Como kernel &N kernel & tem codimensao dois, esta nao
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transversalidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, \jv; +

pive + Bivs (§ = 1,2), tal que

§1<>\j'U1 + iU + ﬁjvg) =0
Ea(Aju1 + pyva + Bivz) = 0
para j = 1,2. Isto ¢, fazendo o = A, y = p;, 2 = B3;, teremos que ter duas solucoes

linearmente independentes para o sistema:

A1I+A2y+A3Z =0 (1)
Bz + Boy + B3z =0, (2)

onde, Ay = & (v1) = bs, Ay = &1 (v2) = bg, Az = &1 (v3) = 3b7,

By = &(v) = —(—2a1b?0b6 + 3clgaib4 + 8015b6b9b10a4 — 32c15bbgb? {oaza1 + 32¢11bgb3 Jpa2a1 + 64013b2b9b10a2a1 —
16013b§b9b10a4 64014b2b9a2a1 8c11b6b10a4 + 128b5cl5b6b asaq + 32b5(:11176blobga?l — 192b§b§012a2a1 — 48b§b§b10b1a4 —
32b2b2bgbaas + 16b2bgbiobZas + 256b2bsciiboazar — 64b2bgciiboa? — 192b2cipazaib? — 32b2b1ga1bsb3 + 32b2b2b1oa1bs +
192b2b2bgazb; + 32b2b3bsay + 48bZbZcioal — 64bZbgb3as + 48b2c10a3b3 + 16b2bgasbsb, — 24bZbobsasbyy + 24bZa1bybd) —
16b§c14b%0a2a1 8bgbo b3 Toaabe + 2bgb6a4b 1o+ 32bgb9a2b2b ob6 +64bgc14bgbebioazar — 16b8014b9b6b10ai + 16bgcl5bi"0a2a1 —
96bga1 bobabsb?, — 64bgb3azbsbebio + 16bga1bsbebi, + 8bsci3bsbiga? — 32bgcizbbgazar + 96bgb2baasbsbio + bsbgas +
8bgboasb?(bZ + 8a1bab2b3, — 4bsci5b3ya? — dbsbgazbi, + 4bZciabZpal — 4b2bsb3 as + 96b1oa1bbsbZ — 64b3azbabiob? +
48bgazb1b2b?, + 16b3b3asb10b3 + 64b3a2b3bZ — 32a1b3bZbob?, — 12c10a2a1b]y + 16c14b3b2a? — 96b3bsasb —48c12b2b2 azar —
12b1b2b3ga4 + 12¢12b2b35a3 — 128bsci11bsbiobyazar — 24bscioasblyby — 32bscisbsbial + 16bsa1b3obsby + 16b5b2bab3gas —
32b5b2a1b3b?, — 16bsb3c13b10a3 + 32b5bgbazb? + 128bsbgb3asbabs + 16bsbgci1b3ga2 + 16bsbgcisbiobgaZ — 64bsb2bgasbabio +

3Qb5b§b9b3a4b10 -+ 64b5b ci3bipaza; — 48b5b8012b6b10a4 + 64bsbgbioaibzbgbg — 64b5b8011b 100201 — 128bsbgci13bsgbgasal

16bsb2bsasbd, — 192bsbgbgazbibsbio + 192bsbgcizbsbioazar — 8bsbsbgbdgas + 96bscioazaibipby — 64bsbgbibsasbs +
32b5bgc13b6b9a2 + 48b5b8b1a4b6b%0 — 32b5b8a1b2b6b%0 — 64b5bgc15b10b9a2a1)/((—b%o + 4bsbg ) (4aza1 — az)) ,

By = &(v2) = —(—2bgagb}, + bgasbs + 32bgcrbijazar + 48bsbobaasbsb?, — 48bgcebobebioal — 8bsgbsbijasbs —
32bgbgazbsbgb?, — 8bserbiyal + 12b3ceb?gal — 192c6b2b3aza; — 48b1ob3bsash? — 16c13b2bijazar — 16c14b2bgbioal —
32b9a2b2b2 b2 + "32171017@1212317(23 + 4806b,§b3a?L + 1601512617?00,20,1 + SCgaZb‘llO — 64crbgbob? Tpa2a1 + 1607b6b9b10a4 +
64cl4b§bgb10a2a1 +8b§a2b3b%0 —12b§b4a4b +16b3b10a4b2bg 4b2b2b10a4 48b805b10a2a1 + 4c13b2 b10a4 4015b6b10a4
12cgaza1biy + 24a2b1b2b3, — 96bsbgazbi beb?, + 64bsb3c14bigazal + 64bsbscizbsbioazal + 32bsbgciabsbyaZ — 8bsbobgasbd —
32b5bZazbab? — 16bsb3ci4bioal + 16bsbgboanby + 8bsbscisbigaj + 16bscisbebiobgas + 32bsa1b3bgbsb?, + 16bsa1babZbl, +
48b5a1bab2b2, + 32b5babZbioboas + 64bsbgbiobgazbabs — 64bsaibobzbiobi + 192bsa1b2bsbl — 192bsaibgbobabsbio —
64b507b6bgaﬁ+96b5cga2a1b b9+256b507b669a2a1 —24b5(:8aib2 bg — 64b5c15bgbiobgasal —32b5b3b2b6a4—24b5b1b§b%0a4+
8b5b3b b§a4 — 128bsbgcrbigbgazar — 32bsbgcisb? Tpaz2a1 + 32b5bgc7b10b9a4 — 128bsbgci4bgboasar — 16b5b8013b6b10a4 +

161)%()3613031 + 48b268a4b2 + 2b5b b8a4 — 4b5a1b‘110b6 — 64b§b8a1b2b6b10 — 64b§b8bgb6bga4 + 128b§b8a1b3b6b9 +
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128b2bgcisbyazal — 32b2bgbioblas + 96b2bgbrasbebio — 16b2bgboblas — 32b2bscisboa? — 192b2cgaza1b3 + 32b2a1b3ybeby +
16b2b10b3bsas —64b2b2 a1 bgbio+96b2b2b1gazby —64b2b2ci3azar +16b2b2b10baas +64b3b2aq by —96b3b2b1 aq +16bgazba b3y bs +
192bgcgbybgbioazal — 32bgciabgbijazar + 8bsc1abgb?a? + 32b3b2asbs — 64bZaibeb)/((—b2, + 4bsbo)(dazar — a2)),

B3 = §&2(v3) = —4(—a1b‘1iob(23 + 309(142117‘110 + 2b3015b6b%0a2 - 24b8b3b4a4b% — 6b§b3a4b%0b6 + 8b§a2b2b%0bs + 12b§b6a1b4b%0 —
8b367b%0a2a1 — 16a1b3bgb9b10 + 8b9b2a4bgblo + GCgbgbgb%ai + 12clob6b§0a2a1 — 8011b§b%0a2a1 — 32C7b§bga2a1 —
4c15bZbobroal + 8bsb3bsasbio + 8bsbiazbioby — 4bsbicisbioal + 6bsbscioblpai + 8bsaib?ybZbo — 16bsbazbabio —
24bscgabipby — 24bscsbgbial — 192bZcgazaib? — 24b2bgciobgal + 16b2bgasbebd — 24b2b2bsbras + 16b2b2bgaibs —
32b2b2ci1aza1 + 12bgcsbijazar — 6bgbaasb2b?, + 16bgazbzbab? + 12bgazbib2b?, + 8bga1bzb2b?, + 96b2bgciobgazar +
4bga2b3bfo — bgagb‘llo + 2011b§b§0ai - SClobﬁbi‘Oai + 807bgbgai + 2b§C7bf0a421 — 6bgb4a4b%0 + 16b8b9b3a4b10bg -
48bsa1bobsb2bio — 8bscisbebiyasar — 8bscrbobsbioal — 16bgazbabZbiobs 4 48a1b3babd + daibab3b3, — 6b1b3bIqas +
24b§b9b4a4b6610 — 16b§bga2b3b6b10 — 8b3b3a4bg — 24csb6b9b%0a2a1 + 16015b§b9b10a2a1 + 32bgcrbgbgbipasal — 1209a2a1b‘110 +
32bsbgciibgbioazar — 48bscigbgbioboazar — 3bscsb3gal + bsbijasbs + 48b2bZazby — 48bsbscsbioboazar — 8b2b3baas —
32bsbgci5bgbgasar + 48b§(:gaibg — lﬁbgalbgbg + 8b§b§cuai — 16b§b§bga2 - 24b5bgclob§0a2a1 — 16b5bga1b2b§b10 +
12bsbscsbioboal —16b5bgboboaqb? +32bsbsa1 bsbZbg 4-24bsbgb1 aab2bio +8bsbscisbebga? —8bsbgbobsaabd, —8bsbsci1bgbioal +
16bsb2cisbioazar — 16bsb3bobsasbs — 16bsb3bsaibsbio + 32b5b3boasbabs + 16bsb2boasbebio — 48bsbZasbibebio +
96bscsbgb3azar + 96bscgazarb? by + 12bsciobgbioboa?)/((—b3, + 4bsbg)(4azar — a2)).

No caso em que A;B; # 0 para algum 4,j = 1,2,3, (1) e (2) s@o equagdes de planos.
Para termos duas solugoes linearmente independentes, estes dois planos devem ser pa-
ralelos. Caso contrario eles se interceptariam em uma sé reta e isso daria apenas uma
solucao.

Sabemos que Az = 3b; # 0 para 34,, logo podemos dividir em dois casos:

(i) Se By = By = B3 = 0 a equagao (2) gera o espaco todo. Portanto, basta tomar duas

solugdes linearmente independentes do plano (1).

(ii) Se existir um A € IR tal que Ay — AB; =0, Ay — ABy = 0 e A3 — AB3 = 0 entao os

planos sao paralelos. Portanto, existem duas solugoes linearmente independentes.

Mas genericamente, ou seja, quando B; # 0 para algum ¢ = 1,2,3 e A; — AB; # 0
para algum j = 1,2, 3, vale o fato que imagem de 6 é transversal ao estrato-3,,. Entao,
pelo Teorema 1.25, a variedade 34, em M, que é igual a 67'(34,) é uma variedade de

codimensao dois, o que significa que é uma curva (ver Figura 3.1). [ |
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3.4.2 Demostracao da Proposicao 3.9

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 42 na origem, e tome, sem perda de
generalidade P(x,y, 2) = (z,y, f(z,y, 2)) tal que 73 f = a12* + asy® + ayzy + asrz + agyz +
b1 23 +bow?y+bszy? +-byyP +bsy? 2 +bey 22 +bg w22 +bow? 2+-broxryz com as # 0 e bgas—bgag = 0.
O espago tangente a G-6rbita de f em V3 é dado pelos vetores u;, i = 1, -+, 10 (ver Lema,
3.6). Quando agbg(adbs — asazbs — aZaghig + asazagbs — ayabs + alby) # 0 um transversal

2z, xyz, 2%} e um elemento de

a drbita pode ser dado por T' = R{y?, 23, 22y, vy*, >, v*2,
T ¢é dado por f = 2 f + agy? + br2® + box®y + bsay? + byy® + bsy? 2 + br2® + b2 + bigzy 2,
onde @z, by, by, bs, by, bs, bz, by, byg € R.

Consideremos no transversal a projecao na direcao singular sobre o espaco tangente,
(o, 3,1,0), ou seja P(x,y,2) = (z,y, f(r + az,y + Bz, 2)). Neste transversal, temos uma

singularidade 4% se

coe f(2%) = asa + agfl + ar10” + (az + a) 5% + as08 = 0,
coef(yz?).coef(xz) — coef(x2?).coef(yz) = (2bgar + bigas — bsas — 2byag)a+
(b6a4 + 2b5a5 — 2b8a2 — bloaﬁ)ﬁ + 01(2) = O, (&

coef(2%) = by + bga + b3 + 02(2) = 0,

onde O1(2) e Oy(2) sdo os termos de ordem maior ou igual a dois em «, 3, as, b; e sdo
nulos se « = § = 0. Como a; # 0, da primeira equagao pelo Teorema da Funcao Implicita
temos que « é uma fungao de  onde o primeiro jato é a = —g—gﬁ. Substituindo « na
segunda equagao temos que genericamente o coeficiente de 3 é nao nulo e portanto a
solucdo préxima do zero é 3 = 0. Logo o = 0. A terceira condiciao nos dé entao b; = 0,
que é a condigao para termos singularidade 4% no transversal.

Queremos saber quando a imagem de @ é transversal ao estrato-47 em Vj, isto é,
quando d,0(IR?) + T;4? = Vi, e assim saberemos quando §~1(42) é variedade em IR® de
codimensao igual a um.

O espago tangente do estrato-42 em Vj é o niicleo de uma forma diferencidvel £. Como
¢ tem que anular o tangente ao estrato-42 no transversal e os geradores do espago tangente
de G.f, entao & = —bgdas + asdaz. Os geradores do espaco tangente a imagem de 6 em

V3, sao:

v1= bioyz +3b1 7% +bg2? +2bgzx + 2byxy + b3y + (—4ai — ata; +4c; —aiar ) + (—(2a0a1 +

az)as—6a4a? +3cy — (agar +asaq)as) v’y + (—6asa? +3ci1o — ai — (agay +asay)aqg) 2o +
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(—2a3a; — 4atas — 3aa3 + 2c3 — (agaq + asas)as)ry? + (2c13 — (2asa4 + 2asas)ay —
dagasay — 4atag — 2a6a2)zyr + (—2a2a; + 2¢11 — agasaqs) 2w + (—2a4a1a5 — 2a3a4 —
agaaas + c4)y> + (—3agagay +c14 — 2asa1as — 2a4a1a6 — azas) 2y + (—akay — 2azay a6 +

2 3.
C15)2°Y + €102°;

Vo= 3bgy? +box? +b19T2+2b5y2 +be2% + 2033y + (—asaa6 — 2a403 — 2a4a1 a9+ Co) 23+ (205 —
(agai +asaq)ag —2(2asa; +a2)as — 3azay ) x*y + (—aga2 — 2(agar + asas)as — 3azasa; +
c13)222 + (3cy — (agas + asas ) ag — a3 — 6a3as — 2a4a,a0) vy + (214 — 20205 — 2(2aga4 +
2a5az)as — 2a4a1a6 — 2a3as) 2yx + (—aga? + c15 — 2agazas) 2°x + (—aias — asal + 4es —

4a3)y® + (3¢ — a% — asasay — azrag — 6aga3)zy* + (2c7 — 2a%a2 — agasa4) 2%y + cg2>;

v3= 2bgzx+b1gTY+bsy* +box?+2b6y 2+ (c1o—2a5a3 —asaya) 3+ (—3agasa; +c13— (2aza, +
aX)ag)x?y+ (211 — 3aay — (agar +asay)ag) 20 + (14 — 2a5a1a9 — a3as — 3agaza4)TY? +
(—2asa1a6+2c15— (2a6as+2asaz ) ag—2a4a3) zyz+(—agas+3cio—ai ) 22w+ (ce—2aga3—

asasas)y® + (—3aias + 2c7 — ab*a2 — ababad)zy?* + (—ab® — abab® + 3cg) 2%y + 4eg2®.

A imagem de 6 nao é transversal ao estrato 42 se, e somente se, IR {vy, v2, v3} + kernel
¢ & V3. Como kernel € tem codimensao 1, esta nao transversalidade significa que vy, v9, v3

pertencem ao kernel &. Isto é se, e somente se,

S(Ul) =0 & —bg + ascig = O,
§(v2) =0 & —b8b6 + ascg = 0,

f(’U3) =0 & ascg=0.

Como temos uma singularidade 42 entao &(v3) # 0, e portanto a imagem de 6 é sempre
transversal ao estrato 4. Consequentemente, pelo Teorema 1.25, a variedade 42 em M,
que é igual a 671(42) é sempre uma superficie suave de codimensao 1 em M, isto é, de

dimensao dois (ver Figura 3.1). [

3.4.3 Demostracao da Proposicao 3.10

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 43 na origem, e tome, sem perda de gener-
alidade P(z,y, 2) = (z,y, f(z,y, 2)) tal que j*f = a12? +asy® +ayzvy+asvz+agyz+bix+
byx?y +bawy? +byy® +bsy? 2+ bgy 22 +bg 221+ bgzx® 4+ bigzyz + 12t + coxPy + c3x®y? + cuwyd +

c5y4 + 06y3z + c7y222 + cSy23 + 0924 + 0102’31‘ + 01122x2 + 0122x3 + 013:172yz + cl4xy22 + cl5xyz2
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com as # 0 e cg # 0. O espago tangente a G-6rbita de f em V, é dado pelos vetores u;, i =
,10 (ver Lema 3.6). Quando agbs(aibs—asa2bs—a2aghio+asasaghs—ayazbs+azby) # 0
(mesma condigao do transversal para 42), um transversal a 6rbita pode ser dado por T' =
R{y?, 23, 2%y, 22, 2, y22, 222, 2y z, 23, 2t 23y, 22?2, 4t v32, v, v, a2, a2 2tz
r2yz, vy’z, 2y2?}, e um elemento de T é f = j4f + aoy? + b1a® + boa®y + bszy?® + byy® +
b’z + b2 + b’z + bigryz + Grat + Exdy + E3ay? + ey’ + Gyt + Geytz + Gy’ +
Egyz3 + 610x23 + a2 4z + 613x2yz + El4xy22 + 515xyz2 onde as, l_)z-, ¢ € R.
Consideremos no transversal a projecao na direcao singular sobre o espago tangente,

(o, 3,1,0). Ou seja P(z,y,2) = (z,y, f(x +az,y+ [z, 2)). Neste transversal, temos uma

singularidade 43 se
coe f(2%) = asa + agf + ar10® + (az + G) 5% + as08 = 0,

coe f(yz2).coef(xz) — coef(x22).coef(yz) = (2bsar + broas — bsas — 2byag)a-+
(bgas + 2bsas — 2bsas — bioag) B + O1(2) = 0,
coef(2%) = by + bga + bg3 + 02(2) = 0, e
—g(—coe F(x2%)coef(yz) Jcoef (x2) + coef(yz*))2/coe f(2*) + coe f(a222).
coef(yz)? Jcoef (x2)2+coe f(y22%)—coe f(xy22)coe f (yz) ) coe f (x2) —coe f (x2%)(—coe f(zyz).
coe f(yz)coef(x2) + coe f(x22)coef (y2)?/ (coef(x2)2) + coef(y2z2))/coe f(xz) = O

onde O1(2) e O2(2) s@o os termos de ordem maior ou igual a dois em «, (3, ag, b; e sdo
nulos se a = 3 = 0.

Analogamente ao caso 42 temos que genericamente as solugoes sao a = 0 e 8 = 0.
Substituindo estes valores nas terceira e quarta equacoes temos que a terceira equacao
é dada por by = 0 e a quarta condigao é i(—c ag/as + cs)agc 3 (—cipag/as +

7 Tasco 1006/ a5 8)06C10 — 75 (—C1006/ a5

7 bg(lQ 7 !
6 —_ 6 _ 6
blO P by bs tor—g 2 010 + o=

Cg)Cg — —015 ‘|—

CsCio — 839 5- I suficiente

4a5cQ
olharmos para o primeiro jato ja que estamos mteressados no tangente da variedade.
Queremos saber quando a imagem de 6 é transversal ao estrato-43 em Vj, isto é,
quando d,0(IR?) + T;43 = Vj, e assim saberemos quando §~'(43) é variedade em IR® de
codimensao igual a dois.
O espago tangente do estrato-43 em V, é a intersecao dos niicleos de duas formas
diferencidveis & e &. Como & e & tém que anular o tangente ao estrato-43 no transversal

e os geradores do espaco tangente de G. f, entao

& = —bgday + asdas e
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&= (-3 508 + 48a506c9 + 3agagc‘;’0 — 48a§b8a4c§a6b10 — 32a§b8a6a1b5cg + 24&‘51&4@0%0%0 — 9a508a6c10 + 48a5a601309 +
16a§c§b%0a5 + 16agbsa4bsc§ + 32a§c§a6bgb5 — 24aga4cgcga6010 + 32a§cgc1 saeaq + 48a5b8a6b309 + 24agbscga6blocg +
24agbga6c10b509 — 48agbgb4cg — 48aga6014c§ + 9agc§a6010 — 24agb868b509 — 16a§c§b1ob5 + 5')2(1509(16112 — 48a5a6cgclg —
32agcgcl5a§a1 — 24a§b8agcloblocg — 24a§bgcga§b909 - 48a§bga6b209 +24a50901008a6a1 — 64a5a409011a6 48a§c bmagbg -
96a§b8c§agb9a1 +48agbgagcgb1 +24a§bga6510b909 +64a5b809b10a6a1 +80a5b8a409 2phg — 240,5090%0&6(11 +64a§c§agcna1 —
64a2a5b309a6bg + 32a2a5bgcgblo — 24a2a5cgcma6 + 64asal 09a6011 — 32a2a5cgc15 + 24a2ascgc1ocs)db6~ + (—Sagagci’o +
32agbgcg + Sagagcg + 32a§a609b9b5 — 32a5a6c9015a4 + 9a5aﬁcgclo + 24a5a60901008a4 — 9a,a6csc10 + 48a5a6014cg +
48agb8a6b4cg + 24agb8agcgb509 — 48a§a6blocgb5 — 48(12(16060,3 + 48ag’aécgclz — IGCLgGGCgbgblo — 24a5a609010a4 —
24agagcgalcgc10 — 48a§agcl3c§ + 16a3 bwcga6 48a5bga6b309 24a5bga6(:10b5cg + 16a5b8b569a4a6 — 24a5b8a6c8b1009 +
64a5b8agc§a1bg 64a5a6cga1011 +24a5a609a1c10 24a5b3a6clob909 — 48a§b8a6c9b1 — 32a§bga cga1b1o —48a§b3aga4c§bg +
24agbga308b909 + 24a§bga%cloblocg +48a§bgagb203 + 64(1%(1%(1403011 + 16a§bga%a4cgb1o + 32aga%aga1 c15+ 24a2a§a509c%0 —
24(12(151160901008 + 320,20,50,609015 — 32a2a5bgb5c9 — 64a2a§a§c§cl1 + 32a2a5bga6 bg)dbg + (32a§a609b9 + 32a§b8a609a4 —
32a§b8a c9a1 — 32a2agbsaecg — 32aga6c9b10 + 32a5a60 bs)decis + (—24agcga6010b5 — 24agcgagclob9 + 24agbgcgcga6a4 —
24a2agbscgcs + 24a2agb309a6c10 + 24ag0903b5 + 24a§b309a2010a1 — 24a‘51b80908a%a1 + 24a209a%clob10 — 24ag6903a6b10 +
24a50908a6b9 — 24a§bgcga6cloa4)d08 + (32a§bgcga6a1 + 32a2a5bgcg - 32agbgcga6a4 + 32a509a6b10 — 32agcgb5 -
32agcga§b9)dC7 + (—32agbgcga6b10 — 32(1211503172 - 32a3b2c9a6a1 + 32agbgc§b5 + 320,‘51175 agayg + 32a5b809a6b9)db5 +
(32&%&669171() - 32a§b3a609a4 — 32a5a609b9 - 32agaﬁcgbr + 32a§bsa cgal + 32a0ad b8a669)d611 + (24(1 a%cgclobg, +
24aga30908b10 — 24a§a20908b9 — 24a§b8a309010a1 — 24a2a§bga(2309010 — 24aga60908b5 + 24a2agb8a6q;c8 + 24a§bga20908a1 —
24a§b8a30908a4 + 24a§a309010b9 - 24a5a609010b10 + 24a5bga609010a4)d010 + (32a5bga609b10 — 32a§bgagcgb9 —
32agb§agcga4 + 32&2&‘5117 a5c9 + 32a§b2a609a1 — 32a5bga6cgb5)db10 + (32a§b2a609a4 — 32a2a5b2a609 — 32a5b2 a669a1 +
32a§bsa§cgb5 + 32a§bgaéc§bg — 32agb8agcgb10)dbg + (12a2a5b868 - 24a5cga6010b10 - 12a§csa6bg - 12a§aéc%ob9 +
24ag08a6010b5 + 12agc§a6b10 — 12agbgagc%0a4 — 12a5a6010b5 + 12a5a6010b10 24a2agbgcgaﬁclo — 12agbgc§a6a4 —
12(1;0 bs + 12a2a§bga6clo + 24a508a6010b9 + 12a§b808a6 a] — 24a§b808a6010a1 + 24a5b808a6010a4 + 12a5b8a6010a1)d09 +

(3agb1068 + 16a§b10a661309 48a5b8b9a668b569 + 96a5a601209b5 — 48a5a1a6clocgcgb5 + 33(1501068(161710 + 16&5014691110(16 +

64a§b1ocga6bgb5 + 64@%@1615(16631)5 — 16a§b3b3c§b10a6 — 16a§b3014c§a4a6 — 24aéb§a408b5C9 + 640,%(146%@6011[)5 —
24agcl509a%cmb10 — 48a§a%cucgc1ob5 - 24a5cl50908a6b9 — 24a§b8b10a6010b509 — 64agb9b2 6a5b9a608 + 16agb1009b5 -

3a5bga4¢8 + 24agb8b1068b569 + 24a50156908a6b10 — 21&501008116610 — 24a? clOCga6b5 — 32agb8bgcgb5 — 32aga4cgcl5b5 —
64aga601303b5 + 96agbga6cscg + 48agb3a406c§ + 24aga4cgclocsb5 + 48agaecncgcsb5 + 24agcl5cga6010b5 + 48agb8b1ob4c§ —
48a5b1006c9 + 12a501068b5 — 24a501scgcgb5 + 32a5cl4c§b5 — 48a1a6C10b9C9b — 15a5010a6b10 + 24a5b100901008a6a1 +
16agb%009a6b9 — 48agb10a669012 + 32aga4cl5cga2b9 — 32agblocgcl5aga1 + 24agcl509agclob9 + 48agb§a1agcgbscg +
12a5c10a6b5 16a5b1009a6 + 21a5bgc1ocsa6a4 — 24a5b8b1008a609 + 64a5bga6b2c9b5 — 96a5b8a1a606c9 + 64a§b8a1b209

6a5bga1a608 48a5a6011¢:gcgb10 96a5b8b9a6b409—24a5a4cgcloa6b5 24a5bgc15cgcga6a4 64a5b9a6014cg 48a§b a4b4c§+
48a5bgaécucgcloa1 + 64a5b8a4cgagbg — 18a5bgc:130aéa1 — 64a5b8blocga2b9a1 + 48a5b8a‘écmb309 48a5b8a4a6c9b1 +

16(151)2(1469(161)9 + 48a5b2a1a608b909 +48a5b2a1a6010b1009 — 24(1%[)2(14(160101)1069 + 24a5b2a4a6010b909 — 48(15[160110901059 —
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2 2 212
24a5b1009010aga1 — 24azbg 3

2 2 4 2 2
a4c8a6b909 — 64a5a4a601109b9 + 32as5b a1a6b209 + 18a5c{’0a6b9 + 64agbiocjagciiar —

16a§b§a£c§a6b10 + 24a§a4cfocgagb9 — 32a§b8a1agclgcg — 48a§bsaécsbgcg — 48a§b§a1agclob5cg — 48a§b§a1agcgblocg +

15a5b8010a6a4 + 16a2b8a4a%bgcg — 48a2b8aﬁcucgcga1 + 48a5bgb10a6 2h1 — 24a2 bgcl509agcloa1 — 72a5bgb10a6010b909 —
48a§b8agcucgcwa4 - 33a‘g’bgc§0t:ga6a4 - 96a5b8a6b109b5 + 32a2 bgblocgaﬁal - 32a5b8bga6b209 + 48a§b8a4a609012 +
42(1%1)86?008&%&1 + 192a§b8a1b5a6 bg + 24agb8a4a6610b569 — 42&561008(161)9 + 16agb2b309a4a6 — 128agb8b10a6a1b509 +

24a§b8a4cga6b1009 — 128(15(11011(1609115 — 16a§bga4a601309 + 96agb8a1a6b4cg + 48a5a601109010b10 — 64a5b8b10a409a bg —
16a5b8b10a6b209 — 30arb801008a6a1 + 24a5b8b aﬁc1009 + 16a5b2 b5cg + 48a§b8b9a(2).c10b509 + 48aga1agc%009b5 +
48(1%178(1%0110968(14 + 32a§b8b%0a4cga6 + 64agbgb9a§bgcg + 72agb8blocgagb909 + 24agbgcl509a§cloa4 + 24agbgcl50908a%a1 +
64agb8a1a%cl4c§ + 3Oa5cloc8a bg — 64a5b8a409a6b9b5 + 48a5a6011cgcgb9 + 32a5b9a601363 — 24a5a4clocgcga6bg —
64(15(16 b2b5 — 64a§b8a1agb3cg + 128a2a§bga%cgc11 + 48a2a§b3a%c1109010 + 64a2agbsblocga6b9 — 12‘12’1%68‘3?0‘1623 —
64a2a5a6 b2b8 + 96a2a§b2 blcg + 64a2agb§a1a6b1003 - 48a2agbgagCQc§0 + 24a2a§bgc%008a6 — 24a2agblocgclocg —
12a2a5b801068 + 64a2a§b8b9b509 + 32a2agblgcgcl5 + 32a2a5b2b309 32a2a5bgblocg 32a2a5b8614cg — 64a2a5b1009a6011 —
24a2a5bsclocga601o — 64(12(11(16 bgb as + 64a2a5bga601309 + 24a2a5bsclocgcs — 64a2a5b§a1b 09 — 48a2a5bsaGC11C908 —
64a2a§b8a6b209 - 64a2a5b9a609015 + 48a2a5b9a60901008 + 24(12(15b10C9C%0(16 — 96a2a5bga6c1gcg)da3 + (3agb8cg +
24agb§Cgb5CQ748a§b§a6bgcg716a§b§a4b5cg724a56100968a6b9+32a501509a b9+32agbgcga6b9b5+48agb2b4cg 48agb80609

9a5bgcsa6010 — 32a509015a6b10 + 24a50901008a6b10 — 64a569a6c11b5 + 48a5bga6014c9 + 24&5Cchoa6b5 — 16a5bgc biobs +
32a509015br — 24a5cgclocgbr + 24agbgcgagbgcg + 16a§b8a409a6b10 + 32a§b8a6a1br cg+ 24a3b2a6c10b1009 + 16a5b8026%0a5 —
24a§bscga6bmcg+9a5b808a6010 48a4 b8a601369 24ar09010a6b10+64arc9a6c11b10724(1 b8a6clob509 +32a5b82cgaﬁbga17
24a5b a6010b909 — 16a5b a4cga 2bg — 48a§b§a6 b1 + 32a§bgcga3b2 + 48agb§a§bgcg — 3agbgagc?0 + 48agbgagcgclg -
64a5a6011cgb9 — 48a§bgc§b10a§b9 + 24agcfocgagb9 — 32a§b§cgb10a§a1)da6 + (64&54cl1a62c3b5 — 24a54a620%0cgb5 +
32a5%c15a62c2b1o —24a54b2abegbs co +80a5tbgbsabbioct —32a5°bgb2 2 — 3a55bgabel —32a55 c15a6c2bs +24a55abeigeycsbs +

48a55bgaﬁcgcg + 24a53a63cigcgegby + 48a53b§a62bgcg + 24a53b§a62010b509 + 9a54bgaﬁzc§c10 — 48a54b§a6b4cg —

48a5%bgab2c14c? — 64abbgabibicl — 16a5bia63adciby + 48a5b2abicZby + 24abbZabtcioboco + 16a52b2a62adclbio
24a52a6c? coby + 64a52c11a6%c2by — 24a52b2ab3crobiocy — 48a52b2ab3bac? — 24a52b2ab3cgbocy — 48a52bgabicieia +
3a52b8a64c§0 + 112a52b8a63b903b10 + 24a53b§a6208b1009 — 16a53b§bsc§a4a6 — 9a53b8a63csc%0 - 96a53b3b5a6203b9 +
48a53b8a63clgcg — 48a53b8b%00§2)a62 — 24a5%*a62cigcgesbio — 32a53c15a6303b9 - 64a53cl1a63cgb10 + 24a53a63c%()09b10 +

32a2a52bZa62c2by — 32a2a53b2a6bioc3 + 32a2a54b2bsc2)das.

Os geradores do espago tangente a imagem de 6 em Vj sao vy, v9,v3 que podem ser

facilmente calculados (ver Proposicao 2.5 ).

A imagem de 6 nao é transversal ao estrato-43 se, e somente se, IR{vy, v2, v3} + kernel
&1 N kernel & G Vy. Como kernel &N kernel & tem codimensao dois, esta nao transver-

salidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, ;v + ;v + 303
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(7 =1,2), tal que
& (A1 + pyva + Bivz) =0
E(Njur + pjva + Bijus) =0
para j = 1,2. Isto é, fazendo x = A;, y = p;, 2 = [3;, teremos que ter duas solucoes

linearmente independentes para o sistema:
Ajx + Ay + A3z =0 (1)

Bll’ + Bgy + BgZ = 0, (2)

onde A; = 51(1}1) = _bg + ascig, Ag = 51(?12) = —bgbs + ascs, Az = 51(7)3) = 4ascy,

B = —3a508015 +21a§bgcloc§a6a4 — 96a§bgaGC3blocgcu +32a5b3a6a1b509015 — 128a5bgb9a6c14¢:9 48a§b8a1aﬁcmcgcsb5 +

96a§b8b503a4a6011 — 96a§b§a1agcgcg + 64a§b2a6bgc9b5 + 42a§b8b1008agc10 — 96a§bgai)c1ob569011 + 96a5aoc di4b1o —

16aéb§b10a4b5cg — 128a§a4cgclla§cl5 + 12a§bgdlzc§a6a1 — 48a5bgcga6b969815 + 16a4b209014a6a4 — 24a5b80908d21a6a1 —
24a‘51b8a4cgc%0a6b5 + 48a§c§b1oa§bgcl5 + 24a§a4cga§c%0015 + 18a5a603c10011 — 48a5b3a6bgcgclo + 48agb8b9agc§clo —
48a5b8a409a6b10015 + 24a4 b8d1208a6010a4 — 48a5bsbmc$agcg — 24a5b80150908a6a4 + 24a5b1009c10a6b5 + 48a5b2b1008b509 —
64a§b§b10a6bgcg + 24a20968d21agb9 — 160agbloc§a6011b5 + 24agb%06901008a6 — 24agd1208agclob10 + 48agb9a66961068b5 +
24aECQa§clod21b10 — 32agd1903 bg — 96a5a6 2d14bs — 12a5d12a6010b5 12a5d12c8 2phg — 32agb2b3cgb5 +96a5a6c1403011 +
48aga§cl3c§cl5 — 18a§a%c§clocn +32agc§c%5a6a4 —9a§cga§c§0015 —32agcga6bgb5cls +48a§a%cgclod13b5 — 16a§c§b%0asc15 —
64agagcgd18blo — 24aga40908a6010015 + 48aga30908d13b10 — 128a§b8b9bgcg + 48agb3a6010b569615 + 96agb§b10b4cg +
48agb§a40603 — 30agb8b1008a6010 + 96a5b8a608b509011 — 128a5b8a609013b5 + 96agbga6b409011 - 12a5b8d1208a6a4 -
32agb8d1903a6a4 + 32agbgcl4cgb10a6 + 192agbgb9ascgcg + 12agbgc1008b5 + 64agbgcgcl4b5 — 24a5b8c10(:8a6b5 +
24a§b3a4cgclocsb5 — 24@20908d21a6b10 + 48agb303a6b1()cgcl5 + 48agbsa6bgc§cl5 — 24agcga6610d21b5 + Qagcgaecmcm +
12agd1208a6b10 - 12a5b8b9a608 48agb8b4cgc15 — 48a5a60908d13b5 + 24a5d1208a6c10b5 + 64a6b209011 — 24a5b100961068b5 +
64a5a609d18b5 — 48a5a601409015 + 16a5c biobscis — 96aga606cgc11 + 32agd1909a6b10 — 32a5d1903b5 — 48agbgcgb509015 —
2 3

96agb8b1ocscg + 24a5cgcgd21b5 + 48a505c9015 — 12a5d1208b5 + 6agbgblocs + 6a5a608011 — 30Lgb8a4c8 + 3a5a6c‘;’0015 —
48a1aéclob909bg — 33a3b2010c8a6a4 + 112a5b3a4cga bgcys + 48a5b8a60908d13a1 + 24a5b80150968a6a1 + 48a5b8a6 2b1c1s +
64a5b8b9a601309 96a5b8a60 digayg +48a3b2b20a4cga6 +48a§bga609010d13a4 +24a5b 01509agc10a4 - 24a5b8d1208a8C10a1 -+
48(1%178(1%010()909615 + 32&%6863()10&%&1615 —
12agbsd12a20%0a4+96agbsagclob1()cgcn+96a§bsagcgbgcgcn—256agb8bgb5a%cg+96agbsa2bzcgcl1+24agb8blocgclocsa3a1—
24agbga4c100908a%bg — 128agb8a1011a%cgb5 — 96a§b8b10agcgclg — 64a§b8agcgd18a1 — 32a§c§agb§c15 — 6Oagb8b9a2080%0 —
128a§bgb9b cga6 +24agb809a6010d21a1 +48a5b8a1 a601009b5 48a5a609010d13b10 724a§b3a408b509 748a5a609a1 c8C10C11 —

4 4
24agcgc%0agalcl5 + 128(1%630%6110,1015 — 12agd12a60%0b9 + 960%(1663012611 + 1280%(12&4(:36?1 + 16a§bgaib5cg

224agbgcl1a6c big — 96(15(160 di4bg — 16agbsa4b509015 + 24a5bgcgcgd21a6a4 + 24a5d1208a6c10b9 + 48a5a6cgc10d13b9 +

72a5b9a6010CQb10 — 48ara6a409010011 + 48ag‘b2a66100908 + 64a5b8a6c digas + 12a§bgclo b5 + 64a§b§a1brcg

48a‘51b8a30908d13a4 — 24a5b809a6010d21a4 — 192a§b2b9a6b409 — 48a§b2b10a6010b509 — 48a5b3a4b409 + 12a§d12a6010b10 -
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24a‘51b%0090%0a§ —96a§b§b9a6cgb5q; +64a5a6c9d18b9 +96a? b10c9a6c11 —48a5a6c9012015 —32a509c15a6a1 —48a§b9a609010b5+
192a§a6cgbgcubr — 24(1509a6010d21b9 — 48a a%cgcgdmbg — 72a§bga§clocgcsblo + 24a§cgclocga§a1015 — 96@%@201303011 —
96a§b8a§b308611 +32a§b8d1 QCgagal +32agbgbloagclgcg + 192a§b8a Cgclgbs + 256a§b8b9b5a6b1009 48a§bga6c1ob1009c15 +
48aga6a40908010011 + 32a5b8a6a409b10011 + 32a3b§ cl4a6a1 + 24a2a50150908b2 + 128a5b8a609a1b9011 — 128a5b8b3a609 -
96(z5b2 c9c12a1 + 96a5b2b3 6C10C9 + 32a5b2b2a6a409 + 48a5b8a1a6010b10cg + 48a5b2a cii1c9cipal + 16a5b3a409a6b9 +
96a5b§b9aéc§b1 — 32a5b§b10cgagb9a1 + 24a5bga4agclobgcg + 48as5b3 a1a6cgbgcg + 32a5bga1a6b209 + 42a b201008a6a1 —
48a5b8a4a609b1 — 18a5b8010a6a1 + 48a5a609a1010011 - 48a§b2b9a6a4cgb10 + 15a262cloaga4 - 24arb8a4a6010b1009 —
48a5b a1a6010b509 — 24a5b a408a6b909 — 48a5b a1a608b1009 + 16a5b3a4a6b209 — 48a§b2a601069 — 128a§b§bgagbgcg —
48a5b2a6cncgc1oa4 + 24a5bgb9a6010 + 144ag b2 69012a4 — 24a5b 01509(1%6100,1 + 32a b2 a669013a1 64a§bga1a§b3cg —
16a§bgaic§a6b10 + 12a§b8d12aéc%0a1 — 96a§b§bga cgcy — 144a5b2b9a6010b1()cg + 96a5b8a6c disar + 192a2 b8a1b5a6cgb9 +
256agbgb§agcgb10 748a§b§a2c110908a1 — 160a§bgaga4cgbgcu 748agbga‘é09010d13a1 796a§bgcga bgaicis +128a5b9011a609

3p2p2

128a§aécgalc%1 — 24a§bgblocgc%0aga1 + 96a§b§bga%clob509 + 48azbgby 3p3

a%clocg +—96a5 8a1a6b4c§ +-24agbga4a6010b509~+
24agbga4cga6blocg + 16a b3b309a4a6 + 24a§b8a4cwcga6b9 — 96a5b8a6c10bgcgcl1 — 96a5b8a60 bici1 — 30ad b801008a6a1 +

144a§b§bga%csblocg + 48a§b ajagcgbscog + 48a5b2a60110903a4 — 80a5b2a609013a4 — 96(15172b10(16alb5c9 — 6a5a60§’oc11 +

160a§b§bga§bgcg — 18agb8b10agc‘150 - 96a§b§a§blcgb5 — 96a§b§b9b509a4a6 + 32a5b2a(23bgc biop — 64a2a5bgb509011

128a2a§agcgc%1 — 24112(12698%0(16615 + 64(12&%b3a1a6b10c948a2a5bgb9a609010 + 48112113172 §C11C9C10 — 64a2a3bga6bgcg
12a2a501008b2 — 64a2a501409b2 — 24a2a5bscgcsd21 + 96a2a5b3 blcg —
192aza3 b2 69612 - 64a2a5b a1b5cg + 24a2ag0901008015 + 48a2a§a3090%0011 + 12a2a§b8d12a30%0 + 24a2a§b§c%008a6 +
128a2a5b2b9b5cg+128a2a509a6611015+32a2a5b8d19cg+12a2agbgd1208 64a2a5bga609d18732a2a509015 12a2agb§c?0a§+
6a5b8a1a6(38 48a2a5a6<:901008611+48a2a5bgaacgcgd13—24a2a5blocgclocgb8+24a2a5bgcgaeclod21—24a2a5b8d12c8a6c10—
64a2a1a6 2o b3 a5+24a2a5b8b1()cgcma6 48a2a5b8a60110908+128a2a b8a509013 64a2a5b8b1009a6011+96a2a568a669d14—
24a2a§b§c15CQa6clo — 48a2agb8a209010d13 — 128a2a§bgcga5b9615 + 48a2a§bgbga60901008 + 64a2agbloc§c15b8 +
192a2a5bga60 boci1 — 32a2a5b2b%009 + 32a2a§bgcgbg,

By = &2(v2) = —(6a5c867—32a5bgaéa1b209 48agb2b10a6a409+64a2a509b3 b9a1 —64(12(150 b a6b9b5+64a2a§cgb§agbg—
16a4a509b8a6b10b5 — 96asa cgbgbwagbg — 32(16014115091)8(12 + 16a4a5 2b3agb10 — 64a4a5cgb§aébg + 80a4a5cgb2agbgb10 +
64b§agb2agc§b1o+64bg b2a509a27160b§a§b2agcgb5+3cgagb§a6a4748a‘é09012a5b aq— 16a4a509b3 b9+80a6614a509b as+
96agcgclga5b2a2 + 48b3b4a5cga6a4 — 96b§b4agcgb5 — 6bgcgagb5 — 48a§clob§b10ag09b5 + 9606agcgb§a2 — 15aéc§0a§b§a4 +
64a6a1b b5a cgag — 24a6c10b b5ascga4 — 16a gb?’brcga(; + 24(1601012 b10a5cga4 — 14406a5 b8a6a4 IGbSagbgag%(M —
32b§a%b3a50 bio — 16a6013a50 b8a4 32(16013(150 bsag — lﬁbgagbgagcgm; + 24csa§bgb509a6a4 — 128(16(11172b2a5c9 +
32a4a5b2b2 +48a6010b§b§ 5C9— 4808a5b2b209+12a6010a5b2a2 2468a5a6010b2a2 2408a5b3 b1009a472lc§a§a3010b§a4+
12c§agaeclob§a2 + 33cgagagc%0b8a4 + 24cga2bgagb9cga4 — 4808agb§agb1009b9 + 48cgagb§a6blocgb5 + 64b8agb10b§cg +
12b808a5a6010b10 + 24bga4a5cga6clob5 + 6b808a5a6010b5 — 24b8a4a5cgcsa6010b5 — 16b8a4a5cgc15a6b10 + 12bga6cma5b10 +
64b8a2a§cga§cub1o + 24b8a2a20901008a6b10 - 24b8a2ag690%00%b10 —

32b8a2a509015a6b10 4'192b8a609012a5b5 +—96bga609012a5b10 — 32b8a6614a569b10 +-32b8a2a509015b5 —-6bga6010a5b5 —
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64b8a6c14agc§b5 — 32()8(12613&%03!710 + 128178(1(23613&?0365 — 64bga4a§c§clla%b5 + 16b8a4agcgclga6b5 + 6b808aga§c%0b5 —
128b8agb%0aecgbs — 128b8agb%0agbgcg + 12858a§b10agbgcgb5 + 64b8b3a§aécgblo + 96b806agcga6b10 + 128b§a6b3agcgb5 —
32bga6b3a§c§a2 — 96agcgbgb1a§a2 - 96a‘éc§b§b1a§b10 — 24bgcsa§agc%0b1o + 48aéc§bgb1a5a4 + 192agcgb§b1agb5 +
64aécga1b§b9b10a5 + 192a§cga1b§b10agb5 + 64bgagbi’ocga§ - 256agcga1b§bga§b5 + 64a2a§cgbgb§0a6 - 32agcga1b§b%0a§ -
32a2agc§b§b1ob5 — 64a2a§c§bgb10a§a1 + 240%0(1%690,%1)1069 — 486%0ag69a6b§ — 64aécl1agcgb10b9 + 64agclla§cgb%0 +
64aécl1a§cga4bgb9 — 128agcllagcgb8a2bg — 192a§011agc§b5b10 + 128a2011agc§b5b9 + 128a6011agcgb§ — 24a5agclobgbgcga4 +
48agaéclob§6909b10 -+ 16cl5agcga4bgagbg +48c15a§cgb10agbg - 48015(12031)%00% =+ 32615(1%03[)8(120%1)9 + 144c15agcgb5a6b10 -
96cl5agcgb5a§bg — 96615(1;63()% — 240%0[1%69(1461&4178()9 + 48010[1%6968b§ + 48010(120968b5(l(23b9 — 72010a20908b5a6b10 +
24010(1? cgcgb%oag — 240%00,%090% b%o — 24c1oa§cgcgb10agb9 — 48010a‘51cgcgb8a2 agbg — 48c%0a‘51<:9agb5 bg +24cloagcgcga4bgagbg +
726%()@?090%1751710 + 486%0a209agb3a2b9 + 48aga1010b909bg + 18ag08a§c%007 — 192agbgagbgcscg — 96a§b8a2c§blc7 +
24a§b§a%cl5(:9csa4 + 24a§bga‘éblocgcfoa1 + 64a§bga%a1b3c§ - 96agagclgc§(:7 — 32agc§b%0a607 + 96agbgdgcga6a4

48agb80908d9a6a4 — 48agbga6010b56907 — 32agbga4b50367 — 96agbga6b30507 — 48agbga6b4cgcl5 — 64agc§cl5a6a407 —
48agcga§clodgb10 — 24agagcgclod21b5 — 24aga§cgcsd21b10 + 12agd100§a§b9 — 64agcga6bgb567 + 12agd10agc%0b5 +
48(1?(1469680,661067 + 24agd1068ag010b10 — 48(1?6903619(1%[)9 + 96agdgc§a%bg + 32agagcgd18b5 — 480,20%61405615 +
Qagagcgclocw + 64aga§cgd19b10 + 48agbscgagb90907 + Qﬁagcgblgagbgw — 48(1?&4095%6%007 + 128aga4cgclla§t:7 —
48(1209C1008(Zf23a107 + 9604?128&%1726367 + 96agb8a4c§a6b10C7 +48agbgagclob1()ch7 — 24agb8dlocgagcloa4 — 12agbgdloc§a§a1 =+
48agbscgcsd9a§a1 + 64agbsa6a1b50307 + 24a§b8a§cgcgd21a4 — 96agbsdgc§a%a1 + 48agbgagbgcgcls — 64agagcgd19b9 +

12a§bgd10agcfoa4 + 128a§bga%bgc14cg + 32a§bgagcgd18a4 — 3Oa§b8agcmc§bg — 48a§bga%b263015 + 64a§bsagcgd19a1 +

4. 2 4 4 2 4.2 4.4 4 2
48(15090100%0,107 + 24a5a269(1168610615 + 24a5aga409010015 — 128a5cgagcualc7 — 24agagcgcioda1by — 64a5aga4cgcllcl5 +
96a§b§a§b9b4cg — 32a2aga5c§c%5 + 64a2a§c§c1507 — 12a2agbgdloc§ — 48a2agbgcga6c1od9 + 64a2agbga603d19 +

24a2aga6cgclocgc15 +48a2agcgc%0a607 — 128a2agcgaac1lc7 — 24a2a§b§a6615cgcg — 32a2agbsa%cgd18 +24a2agb8a§cgc1od21 —
12a2agbgd1oagc%0+128a2agbgcga6b907724a2aga509050015+64a2aga§cgcucl5+24a2a‘51b§agclscgclo+48aga§b§a%cucgc8f
48a2agbgagcucgcw — 18a§bgagc?0b9 — 48a5bga‘éalcgb909 — 48a5bgaéalcloblocg — 48a5b§agcucgcwa1 + 18(151)%(180?0(11 -
48asbZalciobicy — 48adcocsdobs + 48albscsb Tbgbyc? 48a} dgbs — 96afdscZagbio — 18alc?
Basbgagciobgco Bascgcgdobs + 48aibgcgbscger + 96aibgbacger + 48ascoasciodobs — 96agdscgasbio Bafcgascioct +
48al 2 48afcycsdgagbio+32alcdbiob 96a7 2c7+24al d21bs —64alagcid19bs —24ald bs —
aga6C6CyC15+48agcgcgdgasbio+32a5c5b10b5c7 +96ag5a6c14c5e7 +24a5a6c9cgd21bs agaecyd19bs asdiocgaec10bs
12aldyocZagh 12a8bgdioc? — 48a8b b - fbsdgcd + 48a2bgcoaZcipdgas — 48albgal bs —
agdipocgacbio + 12agbgdiocgasas Bagbgcgagbiocger — 96azagbgdscy + 48azbgcoagciodgaq Bagbgagciicgcgbs
64agb8agcgd19a4 +96agagcgclgc7 — 12(1?1110&%8%01710 +48agagclgcgcl5 — 9&2&%880%0615 +32aga§cgc%5a4 — 32agagcgd18b10 +
Gagbgagbgcg — 24agd1()cgagclob9 — 24aga§a4cgcsclocl5 + 48agcga,gclod9b9 + 24agagcgclod21b1() + 24agagcgcgd21bg +
64agc§cl5a%alc7+192a§b§a%a106c§—48aébscgagclod9a1—24a§b8a309010d21a4—24a§b8a80908d21a1 +48a§b3agcncgcsb10+
48a§b§a‘écllcgclga4 +48agb§aét:gbgt:9 +24a§b§aécl509010a1 +32a§b§aéb9bzcg — 64agbgaécga1 bocis — 64a§b8a‘éblocgclla1 +
48a§bgagcncgc1ob9 +96a§b§b5a4c§a§b9 —64agb§a%b9b3cg +30a‘;’b§agc1oc§a1 + 192agbgc§agb9alc7 — 24agb8agblocgc1008a1 +
128agb8agalcuc§b5 — 32agbgaécgd18a1 — 48a§b§agalcsbscg — 96agbgaga1b4cg — 160agbga4cga§b907 — 48a§b8agclob90907 —
128a§bgcgb10agalc7 — 64a§bgagalcl5cgb5 + 48(1%1)8(1%0,161009081)5 + 48a§bga201169610b5 +

4 4.2 312 4 4.2 4.4 .2 4.4 .2 4.3.2 2 472 2
24a5bgdlocgagcloa1 — 64a509agb907 +12azdioageiyby + 32a5agcidisbg — 48azagesciacis — 32a5agcga1 Cis — 6a5b8a6alcg -
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48agb§agcncgc8a4—128agb§agalcl4cg—24agb§a201509c10a4—24agb§agcl5CQCSa1—12agbgd10a‘écfoa1—48agbgagalc%0q;b5+
48agbsa‘écgb1cl5—48a§bgaécl1Cgcgbg+42a§bgaéc%ocsbg+64agbsagcga1b10615—48a§bsagcllcgclob10+24agb8aécgclod21a1+
64agaécgalcnc15 — 24a§a%09a1c%0015 — 64agbgaébgclgcg + 48a§b§a%a1clob509 + 48a§bgagalcgblocg — 42a§b§aéc%008a1 +
48a§b§a§cucgcga1 + 64agb§a‘éalclgcg + 12a§d100§b5 + 96a§dgcgb5 — 96a2660307 — 3agagcgcl5 — Gagagc?oq + 3a§a‘éc‘i’ocl5 +
24a2agb8d1ocga661o + 48&2(1%1)86968(19 — 48a2ag096106867 — 24a2agbga66908d21 — 64a2agbgcgbloc7)/a5,

Bz = &(v3) = —9@2@%0‘110 - 120a2agb3d1108a6610 + 64a2a§cgb§a§bg + 96a2agbscga6~clod10 - 64a2agcgbg’a6b10 +
96a2agbga60908d12796a2a§b8a209010d12+96a2agagcgbgclobg7192a2aébgc§a6b908+96agaga5cgcl5c10+192a2agcga601168+
64a2a§a603015b§ + 60a2a§bgd11agc%0 + 96a2agbgagcgd13 — 192a2a§a§cgcllclo — 96a2agb80908d10 — 64a2aga§cgcllb§ —
96a2agb8ascgd21 + 72a2a§a%cgc?0 + 96a2agbgcgb10cg - 144a2agcgc%0a608 — 64a2agch7b§ - 96a2agbgb5cgclo —
144a§b8agbgcgclo + 64a§bga%a1bsc§ — 144agbgb40368 — 72agbgc§bscg + 960,%6968(110175 + 120agd1108a6010b5 —+ 96(1?1)503010 —
96aga60908d12b5760agdnc§b5 +64a‘écgbga1bg+144ag060308796agd903b5 +36agcgagc10748agcgb10b508 +96aga603d21b57
96&269&6010(11()[)5—96&2690811100,61710—1440,?0,60663610—144(12(166140368+60agd116§a6b10+96agdgcga6b10+64agb86367b5+
144agb8a6b3cgcg — Qﬁagagcgdglblo — 96agbgdgc§a6a4 + 144(1?(1%01403010 +36a§agc‘i’ocg — 72aga4cgc§asclo — 60agduc§a%bg +
144a§agclgcgcs + 48agc§b%0a6c3 + 144a§b3a6010b50908 — GOagduagc%Obg) + 96agb80908d10a6a4 + 96agc§cl5a6a403 —
120a§d1lcga(23610b10 — 1440,?0,6()1003175610 + 96@2@%09C10d12b5 + 96a269a3010d10b10 — 54agc§a§c§0 — 640,?()%63()3 —

64agb8c15agc§b5 + 96agc§a6b9b508 — 96aga§c3dlgb5 - 6Oagbgd1lc§a6a4 + 120a§d1108agc10b9 — 96a§a§c§c15a4clo —

96a§cga%clod10bg + 96agcgcsd10a§bg + 96agagcgcsd12b10 + 48a§bga4b5cgcs — 72a§aga4cgc‘;’0 + 72agbgc§a6blgcg —

144a‘51a2c301208 — 96a‘51b8a30908d12a4 + 60a§d11agc%0b10 + 96a§a%c§d21b9 + 144agb8a6b403010 + 96a§a%cgd13b10 —

96aéb8a6a1b56308 + 48a§bfocgagclo — 144(1%(1%01303010 — Qﬁagdgcgagbg - 64agb80307a6b10 — 96a§bgcgcsd10aga1 +
96a§b8agcgd21a4 + 120a§b8d1168agc10a4 + 144a§a4cga(2ic%008 + 72a§cgcloc§aga1 — 96agagcgc10d12b10 — 96agcgcl5agalcg —
96agaécgd13bg — 144agcgb1oa§b9cs + 144a§agc§clgc1o — 60a§d11agc%0bg — 96a§a%cgcgd12b9 — 192a§a4cgcnagcg +
96a§a%cgbgclob5 — 64a5b§a‘ébgcg + 48agbgaga4cgblocm — 72agbgc§a§b909 — 72a‘51b8agc%009b5 + 64a‘51bgcl1a§c§b5 —

144a§bga§b20308 + 72(1%(1309(110?0 + 96a§bga269010d12a4 + 96agb809agclod10a1 + 60agbgdllc§a§a1 + Qﬁagbgagq;(:gdlgal —
64agb§bfocga§ — 144a§bgagc1oblocgcg + 96a§c§agbgcg + 64a§b8015agc§b10 + 64agbgcg(37a§bg + 48a§bgb5cga4agclo —
144a§b3a4cga6blocg +96a§b3dgc§a%a1 — 96a‘51bgCQagclod10a4 — 128a§b§b5a%c§b9 + 144a§bgagc10b90903 + 128agb§b5a6bwcg +
64a§b§c§t:7a6a4 — 120agbgd1108agcloa1 +240a§b8a4c§a%bgcg 796(1%[)8&%03&1 biocio +96a§bga‘écgd13a1 +60a§bgd11a‘éc§0a1 —
72a§b8agc§009b9 + 128a§b§agbgcgb10 + 64&%17%(1%638150,1 + 64a2agbgb5c§ + 64a§b§agcgcna4 + 64a§bga§a4cgb10 +
60a2agb8d11¢:§—64agb§a§cgc15a4—64agb§cgc7aga1+96a2agbgdgcg—60agbgd11agcfo(hl+144agb8agbgcgc10+72a2agcgc1oc§—
64agb8615agcgbg — 96a2agcgcl5cs — 96a§bgagc§d13a4 — 96a§bgagc§d21a1 +
144a§bgagcgblcg — 64agbgcllagc§b10 + 72agbgagcfot29b10 + 192agcgagcnalcg — 144(1%090%0a2alcg + 96aga309010d12b9 +
192a53bgc3bioabalcs — 48a53a63c2byciobio + 96a53a63claleiscio + 192a53a63adcieiicio — 64a53bsciadabbi —
144a5%bgabtc2bicio — 144a52bgab3adcibycio + 64a52bgeiiabielby — 192a52a6%calciicio — 96a52bgabicgciodizal —

288a52bgc§a63b9alcg — 64a5bga63a4cgb9 — 64a5b§a64cgcual — 64a5bga63cgb10a1 + 192a5a64cga1b9010b8 — 9a57c§.

No caso em que A;B; # 0 para algum 4,5 = 1,2,3, (1) e (2) sdo equagoes de planos.
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Para termos duas solucoes linearmente independentes, estes dois planos devem ser par-
alelos. Caso contrario eles se interceptariam em uma sé reta e isso daria apenas uma
solucao.

Sabemos que A3 = dazcy # 0 para 43, logo podemos dividir em dois casos:

(i) Se By = By = B3 = 0 a equagao (2) gera o espaco todo. Portanto, basta tomar duas

solugoes linearmente independentes do plano (1).

(i) Se existir um A € IR tal que Ay —AB; =0, Ay — ABy =0 ¢ A3 — AB3 = 0 entao os

planos sao paralelos. Portanto, existem duas solugoes linearmente independentes.

Mas genericamente, ou seja, quando B; # 0 para algum ¢ = 1,2,3, ¢ A; — AB; # 0
para algum j = 1,2, 3, vale o fato que imagem de 6 é transversal ao estrato-43. Entao
pelo Teorema 1.25, a variedade 43 em M, que é igual a §~1(43) é uma variedade suave de

codimensao dois, o que significa que é uma curva (ver Figura 3.1). [ |

3.4.4 Demostragao da Proposicao 3.12

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 5; na origem, e tome, sem perda de gen-
eralidade P(z,y,2) = (x,y, f(z,y,2)) tal que jf = a12% + axy?® + ayzy + asrz + agyz +
bia® + bax®y + bswy? + bay® + bsy’z + bgyz? + bgz?x + boza? + bioxyz + a1zt + coxdy +
c322y? 4 caxy® + csyt + etz + ey 4 cgy2® + 2T + 1222 + croza® 4 cizatyz +
cury’z + cisryz?. O espaco tangente & G-6rbita de f em V, é dado pelos vetores wu;,
i =1,---,10 (ver Lema 3.6). Um transversal a 6rbita pode ser sempre dado por T =
R{y?, 23, 2%y, 22, 2, v22, 222, vy 2z, 2, 23y, 222, 2, yt, 32, 222 v, 2t a3, 222t Bz, o
yz, vy’z, 2yz?}, e um elemento de T é f = j*f + Goy? + bia® + boay + bsxy?® + byy® +
bsy?z + box?z + bigryz + E1xt + Ex’y 4 Gsx?y? + Caxy® + Gyt 4 Gyt + Gryt? + sysS +
Coz* + Crox2® + E112%22% + Croa®2 + Ci3x?yz + Cury®z + Eisry2? onde as, by, ¢ € R.
Consideremos no transversal a projecao na diregao singular sobre o espago tangente,

(o, 3,1,0). Ou seja P(z,y,2) = (z,y, f(x +az,y+ Bz, 2)). Neste transversal, temos uma

singularidade 5; se
coe f(2%) = asa + agf + ar10® + (az + G) 5% + asa8 = 0,

coef(2%) = bga + bg8+ O1(2) = 0, e
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coef(z') = eg + croo + s + Oa(2)

onde O1(2) e O9(2) sao os termos de ordem maior ou igual a dois em «, 3, ag, b;, ¢; €
sao nulos se @ = # = 0. Como a5 # 0, da primeira equagao pelo Teorema da Fungao
Implicita temos que « ¢ uma funcao de J onde o primeiro jato ¢ « = —2¢3. Substituindo
a na segunda equacgao temos que genericamente o coeficiente de 5 é nao nulo e portanto
a solugao préxima do zero é 3 = 0. Logo a = 0. A terceira condigao nos da entao ¢g = 0,
que é a condicao para termos singularidade 5; no transversal.

Queremos saber quando a imagem de 6 é transversal ao estrato-5; em Vj, isto é,
quando d,0(IR*) + T;5; = Vj, e assim saberemos quando §~1(5,) é variedade em IR? de
codimensao igual a um.

O espaco tangente ao estrato 5; em V} é o niicleo de uma forma diferenciavel €. Como
¢ tem que anular o tangente ao estrato 5; no transversal e os geradores do tangente de
G.f, entao & = (cgbg — bgcro)das + (agcro — ascs)dbr + (bgas — bgag)deg, onde bgas — bgag # 0,
pois a singularidade é do tipo 5; (ver Proposigao 3.4).

Os geradores do espago tangente & imagem de 6 em Vj (ver Proposigao 2.5) sao vy, vs,
v3, que podem ser facilmente calculados.

A imagem de 6 nao é transversal ao estrato 5; se, e somente se, IR{vy, ve,v3} + kernel

¢ G Vi, o que significa que vy, v, v3 pertencem ao kernel €. Isto € se, e somente se,

5(1)1) =0 < Cgb% — C10a5C8 — bﬁClObS —+ G6C%0 + (b6a5 — bgaﬁ)dlg = O,
f(’l}g) = 0 p=— Cgbgbﬁ — CL5C§ — bgclo —|— agC10C8 + (b6a5 — bgag)dlo = 0,

f(Ug) =0 & (b66L5 — bgaﬁ)dn = 0.

Como temos uma singularidade 5; entao &(vs) = 4(bgas — bgag)d1; # 0, e portanto a
imagem de # é sempre transversal ao estrato 5;. Consequentemente, pelo Teorema 1.25,
6='(5;) ¢ uma superficie suave de codimensiao 1 em M, isto é, de dimensao dois (ver

Figura 3.1). n

3.4.5 Demostracao da Proposicao 3.13

Prova: Suponha que P tem uma singularidade 55 na origem, e tome, sem perda de gener-
alidade P(z,y, 2) = (z,y, f(x,y, 2)) tal que j*f = a12? +asy? + ayzvy+asrz+agyz+bia3+
box®y +b3zy? +bay> + b5y’ 2+ beyz® +bg 222 + by za? +bioxyz + 10t 4+ cox®y + csx?y? + ey +
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csyt + ey 2 + ey 2+ egy2d 4 e 4 112202 + cioza® + ci3x?yz + clary?z + cisry2? com
as # 0. O espaco tangente a G-6rbita de f em V é dado pelos vetores u;, t = 1,---,10
(ver Lema 3.6). Quando agbg(adbs — aza?bs — atagbio + asasaghs — ajalbs + azaiby) # 0

(mesma condigao do transversal para 42), um transversal & érbita pode ser dado por T =

3 3

R{y?, 23, 2%y, xy?, v, y?2, 22, vy z, 23, 24, 23y, 22y%, vy, vt y3 2, 22t yed w23, a2t a2, o
yz, vy*z, vyz?} entdo um elemento deste transversal é dado por f = j*f + doy® + bya® +
l_)gxzy + l_)gny + l_)4y3 + l_)5y2z + 1_9723 + l_)ngZ + l_)lgxyz + ezt + Coxdy + c3a?y? + vy’ +
G5yt + CoPz 4 Cry?2? + Cyy® + Cior2d + 11222 4 Caxdy + Ci3xlyz 4 Cluzy?s + sy’
onde @y, b;, & € IR.

Consideremos no transversal a projecao na diregao singular sobre o espago tangente,
(o, 3,1,0). Ou seja P(z,y,2) = (z,y, f(x +az,y+ Bz, 2)). Neste transversal, temos uma

singularidade 55 se

coef(2?) = asa + agf + a1a” + (ag + @3) % + aga3 = 0,
coef(yz?).coef(xz) — coef(x2?).coef(yz) = (2bgar + bigas — bgas — 2byag)a+
(bsas + 2bsas — 2bgas — bigag) B + O1(2) = 0,
coef(2*) = by + bgar + bg3 + O(2) = 0, e

coef(z") = ¢y + croo + s + O5(2)

onde 0O;(2), i = 1,2, 3 s@o os termos de ordem maior ou igual a dois em «, 3, as, b;, ¢; e
sao nulos se a = 3 = 0.

Analogamente ao caso 42 temos que genericamente as solugoes sao a = 0 e 8 = 0.
Substituindo estes valores nas terceira e quarta equacoes temos que a terceira equacao €
dada por b; = 0 e a quarta condicio é ¢q = 0.

Queremos saber quando a imagem de 6 é transversal ao estrato-5;, em Vj, isto é,
quando d,0(IR?) + T;53 = Vj, e assim saberemos quando #~%(5;) é variedade em IR? de
codimensao igual a dois.

O espaco tangente do estrato-5; em V, é a intersecao dos nucleos de duas formas difer-
enciaveis & e &. Como & e & tém que anular o tangente ao estrato-5; no transversal e
os geradores do espaco tangente de G. f, entao
& = bgday — asdas e
& = (—bgaicipag+bsaics)dbs+ (bgazcipas—beaics)dbg+(—2bgbsaz +2bsaghipa —2b3asasas+

2b§a2a§ — 268a5a§b9 + 2b§a%a1)d09 + (a4a5b§@ + ngcmb5a§ — 2b§a6a108 + a4b§a6010 —
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bscioagbioas —bsbioatcs+2bgagbocsas —2cigbiasas)das+ (biascioas—biakcs)dag+(bgbgad%cg —
bsbgaberpab)das.

Note que a condicao para 7' ser transversal, implica que & nao é uma 1-forma nula,
pois o coeficiente de dcg é diferente de zero.

Os geradores do espaco tangente a imagem de 6 em Vj sao vy, v9,v3 que podem ser
facilmente calculados (ver Proposicao 2.5 ).

A imagem de 6 nao é transversal ao estrato-5s se, e somente se, IR{vy,ve,v3} + kernel
&N kernel & G V. Como kernel & Nkernel & tem codimensao dois, esta nao transver-
salidade significa que existem dois vetores, linearmente independentes, A\;v + p;v2 + 303

(7 =1,2), tal que

&(Ajor + pjve + Bjvg) = 0
fg()\j?]l + HjiU2 + ﬁﬂ}g) =0
para j = 1,2. Isto é, fazendo x = \;, y = p;, 2 = (3}, teremos que ter duas solucoes

linearmente independentes para o sistema:

A+ Ay + A3z =0 (1)
Bll’ + Bgy + BgZ = 0, (2)
onde A; = 51(111) = b% — G5C10, Ay = 51(?}2) = bgbs — ascs, Az = 51(113) =0,

B1 = &(v1) = bgadcseis + 2bgaZascioci1 — 2bgagalcgein — bgaZcioascis — 2di2bsgbsal + 2digblaza? + 2dizbialar +
a4a5b§cs + 2b§clob5a§ — 2b§a6alcs + a4bga6010 — 2b§b10a§cs — 2010b§a2a5 — 2b9b§a§cm + 2d12b3a6b10a§ — 2d12b§a6a4a5 —
2d12bgasalby + 4b2asbgcsas,

By = &(v2) = bg(208b8a5a§b9 — 2b5b8ag08 — QCgbgagal + a4b§a§C1o + 4b5bga§c1oa6 — 2b10b8a§a5010 — 2(16010175(12(15 +
cgb§a6a4a5 — 2a§c1oaac7 + a%agclocm — agagcgcm + Qdmagagblo + 2d10agbga2 — 2d10a§agbg + Qaécgw — 2d10a‘51b5 —
2d10a§b8a6a4 + 2d10a5b8a%a1)/a5,

B3 = &a(v3) = bg(76agcloa608+3a§c§+3a%a5cfo71Od11b5ag+10d11a6b10a§710d11bga6a4a5+10d11b8a2ag710d11a5a%b9+
10d11bgab2ay).

No caso em que A;B; # 0 para algum 4,j = 1,2, 3, (1) e (2) s@o equagdes de planos.
Para termos duas solugoes linearmente independentes, estes dois planos devem ser par-
alelos. Caso contrario eles se interceptariam em uma sé reta e isso daria apenas uma
solucao.

Note que A; = b2 — ascip = 0 e Ay = bgbg — cgas = 0 nao pode ocorrer ji que para
59 temos que ter bgag — bgas = 0 e cgas — cpag # 0 (ver Proposigao 3.4). Como A3z = 0

podemos dividir em dois casos:
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(i) Se By = By = B3 =0 a equagao (2) gera o espaco todo. Portanto, basta tomar duas

solugoes linearmente independentes do plano (1).

(ii) Se existir um A € IR tal que A; — AB; =0, Ay — ABy; =0 e AB3 = 0 entao os planos

sao paralelos. Portanto, existem duas solucoes linearmente independentes.

Mas genericamente, ou seja, quando B; # 0 para algum ¢ = 1,2,3, A; — AB; # 0 para
algum j = 1,2, 3, vale o fato que imagem de 6 ¢é transversal ao estrato-5,. Entao pelo
Teorema 1.25, 071(55) é uma variedade suave de codimensao dois em M, o que significa

que ¢ uma curva (ver Figura 3.1). |
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Capitulo 4

Dualidade

Neste capitulo relacionamos a familia de funcoes altura H, estudada no segundo capitulo,
com a familia de projegoes ortogonais P estudada no terceiro capitulo. Cada uma destas
familias fornece uma estratificacio do espaco de parametros S®. Mostramos que existem
relagoes entre certos estratos de uma familia com certos estratos da outra. Isto estendera
resultados ja obtidos por Bruce e Fuster em [10] onde eles consideram estas mesmas
familias mas para superficies em IR?. Estudamos também o comportamento das projecoes
de M em torno de um ponto umbilico plano parcial (isto é, um ponto onde M tem contato
do tipo D4 com o hiperplano tangente).

Existe uma relagao de dualidade entre certas partes do conjunto bifurcacao da funcao
altura H e do conjunto bifurcacao da aplicacao projecao P em alguns casos de subvarie-
dade em IR™. Para curvas e para superficies em IR?, esta dualidade é dada por Bruce e
Fuster [10]. A dualidade ¢ usada para entender a geometria da subvariedade em questao.
Por exemplo, é mostrado que no caso de superficie em IR?, o dual de um ponto Az (ponto
de cispide) do Bif(H) é uma gaivota (ponto de inflexdo) do Bif(P). Uma generalizagao
destes resultados é encontrado em Bruce [5]. Mas s6 em Bruce, Giblin e Tari [14] os
resultados de dualidade cobrem toda a lista de Rieger [45]. Também neste artigo, sao
feitos as correspondéncias entre as transicoes em familias a 1-parametro dos conjuntos
bifurcagoes das fungoes altura e das projecoes ortogonais.

Em [34], Mochida estendeu resultados de dualidade obtidos por Bruce e Fuster para
hipersuperficies e subvariedades mergulhadas de codimensao 2 em IR". Em [16], Bruce
e Nogueira mostraram a dualidade dos conjuntos bifurcacoes de H e P para curvas e
superficies (resultados locais e multilocais) em IR*. Além disso, é mostrado que existe

dualidade entre o conjunto bifurcacao da familia de projegoes de superficies em planos
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com os conjuntos de bifurcacoes das familias H e P.

Também encontramos resultados de dualidade em [20].

4.1 O resultado de dualidade entre H e P

Nesta secao apresentamos resultados locais e multilocais de dualidade para hipersu-
perficies em IR*. Antes de entrarmos em detalhes sobre os resultados obtidos, vamos
definir a dualidade em S3, de uma maneira analoga & [10] e [16].

Sejam S uma variedade de dimensao dois mergulhada no espago projetivo 3-
dimensional IP? e p € S um ponto regular. Entdo o espaco tangente a S em p pode
ser pensado como um hiperplano pela origem em IR?*, digamos, Zg a;r; = 0. A este plano
corresponde um ponto (ag : a; : as : as) no espaco projetivo dual IP**. O conjunto for-
mado por tais pontos quando p varia sobre o conjunto dos pontos regulares de S é o dual
de S, que denotaremos por S* (algumas vezes tomamos o fecho). Note que IP? pode ser
pensado como o conjunto de retas pela origem 0 € IR* enquanto que IP* pode ser visto
como o conjuto de hiperplanos pela origem 0 € IR*.

A seguir daremos uma outra maneira de definir o dual a qual faremos uso aqui.

Considere a esfera S® em IR?. Dados uma superficie regular S C S® e um ponto p € S,
existe uma tnica esfera S? equatorial em S® tangente a S em p, ou seja S? é a tinica esfera
obtida pela intersecao de S® com o hiperplano gerado pelo vetor posicao p e pelo espaco
tangente a .S em p. Logo, temos um par de polos p* (ver Figura 4.1). Quando fazemos p
variar sobre S estes polos tracam em S® uma outra superficie, que é a superficie dual
de S, que denotamos por :S/‘ Em S? temos duas cépias do dual de S, mas se considerarmos
S em IP3, temos apenas uma superficie dual.

Pelo Teorema de Transversalidade de Thom para a maioria dos pontos u € S2, as
funcoes H, e P, sao estaveis. Portanto, as tnicas singularidades locais para H, sao os
pontos criticos de Morse com valores criticos distintos, e para P, sao as singularidades

11,34, € 4}. Para as H, e P, nao estaveis podemos definir os conjuntos a seguir.
Definigao 4.1 O conjunto bifurcagdo da fun¢ao altura é dado por

Bif(H) = {u € S*: H, ndo ¢ estdvel},
e o da projecao ortogonal é

Bif(P) = {u € 5®: P, ndo ¢ estdvel}.
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Figura 4.1: Dualidade

Segundo a definicao acima, o conjunto bifurcacao da familia H consiste das direcoes
u € S para as quais a fungao H,, tem singularidade local do tipo A, ou pior (ou seja, A3 ou
A4), ou entdo uma bitangéncia, isto é, uma singularidade multilocal do tipo 2A; (ou pior).
Ou seja, o conjunto bifurcacao de H é formado principalmente por dois estratos onde um
¢ formado pelas dire¢oes normais nos pontos parabdlicos e o outro pelas diregoes normais
a hiperplanos bitangentes. A parte regular de Bif(H) que corresponde as singularidades
locais serd denotada por Bif(H, As). Ja a parte regular que corresponde as singularidades
multilocais serd denotada por Bif(H,2A;).

O conjunto bifurcacao da familia P consiste das direcoes u € S® para as quais a
projecao P, tem uma singularidade local do tipo 34, ou pior (ou seja, 34,, 34,43 ou 43),
ou do tipo 4% ou pior (ou seja, 43,47), ou tem uma singularidade multilocal do tipo 21T
(ou pior). Respectivamente, as partes regulares de Bif(P) que correspondem a estes
estratos serdo denotadas por Bif(P,34,), Bif(P,43) e Bif(P,2II). O segundo destes
subconjuntos nao é correspondente aos pontos parabdlicos e portanto nao é detectado
pela dualidade.

Provaremos agora o teorema de dualidade. Observamos aqui que a relacao entre os

estratos locais é também provada em [34] usando um método diferente do nosso.

Teorema 4.2 (Teorema de dualidade) Seja M uma hipersuperficie genérica em IR*.

\Y \Y%
Entio Bif(H,As)= Bif(P,34,) e Bif(H,2A;)= Bif(P,2II). Similarmente
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Bif(H, Ay) =Bif(P,34,) e Bif(H,2A,) =Bif(P,2I1).

Prova: Seja p € M. Se o contato de M com hiperplanos for mais degenerado que a
singularidade A;, entao p é ponto parabdlico. Sem perda de generalidade, podemos supor
p=(0,0,0,0) e fixarmos coordenadas locais (z, y, z, w) em p tal que o eixo-w seja normal a
M em p, e o espago-(x,y, z) seja o espaco tangente em p. Podemos desta forma, escrever
M na forma de Monge (z,y,z, f(z,y,2)) tal que f = f, = f, = f. = 0 em (0,0,0).
Além disso, por uma rotacao dos eixos podemos supor j2f = a12? + axy? + asz?, ou seja,
foy = foz = fy- =0 em (0,0,0). Logo, o hiperplano degenerado em p é dado por w =0 e
a direcao normal unitdria é (0,0,0,1). O 2-jato de f é a2 + asy® + az2?, com ajas # 0
e ag = 0 (pois, se ag # 0 o contato de M com o hiperplano w = 0 seria do tipo A;, e se
a; = 0 ou ay = 0, o contato de M com w = 0 seria do tipo D, e isto nao nos interessa
por enquanto).

Queremos saber agora, qual é a dire¢ao dual de (0,0,0,1). O que precisamos, entao, é
identificar os hiperplanos proximos do hiperplano w = 0 que tém contato degenerado com
M em pontos préximos de p. No ponto (z,y, z, f(z,y, 2)) proximo de p, suponha que os
hiperplanos degenerados préximos a w = 0 sejam dados por Rx 4+ Sy + Tz + f(x,y,2) =
const, com R,S,T funcoes de (x,y,2). A condicao para este hiperplano ser tangente a

hipersuperficie no ponto dado é

R+f, =0
S+f,=0
T+ f =0.

A condigao para que este contato seja degenerado é dada pelo determinante da Hessiana
de H igual a zero, onde H = ((z,vy, z, f(x,y,2)), (R, S,T,1)) = Re+ Sy+Tz+ f(z,y, 2),

ou seja, ¢ dado por

foofyyfor = fonfye = Fuufaw = Foafay + 2fay forfye = 0,
cujo primeiro jato é 8ajasbsx + 8ajasbgy + 24aiasb7;z. Como by # 0 pois a singularidade é
do tipo Ay (ver Proposigao 2.3), entao z é fungao de (x,y). Logo, R, S, T sao funcoes de
x,y da forma:
R = —2a1z + O4(2)
S = —2asy + 0,(2)
T = 05(2).
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Assim, o estrato A, é uma superficie regular, ja que a; # 0 e ay # 0 pois o con-
tato com o hiperplano w = 0 é do tipo As. Sendo assim, o hiperplano tangente a este
estrato é dado por T' = 0, e entao, a direcao dual de (0,0,0,1) é (0,0,1,0). Consi-
deremos agora, a projecao nesta direcao dual. Como (0,0, 1,0) pertence ao hiperplano
tangente entao obteremos uma projecao singular. A projecao, nesta direcao, é da forma
(X,Y, f(X,Y,Z)). Como b; # 0, podemos fazer as seguintes mudangas:

7 = »— @ XZ) 5 hara eliminar X Z2 na 3¢ coordenada, onde coef(X Z?) é o coeficiente

3b7
de X 7%
z2=27Z— %;;ZZ)Y, para eliminar Y 2% na 3¢ coordenada, onde coef(Y z?) é o coeficiente
de Y 22.

Logo, temos que a projegio é equivalente a (X, Y, (AX?+BXY +CY?)Z+b;Z3). Esta
por sua vez, é equivalente a (X,Y, (X% +Y?)Z + Z3), se e somente se, B — 4AC # 0,
ou seja, 3b3,by — 4b1obgbs + 4b2bg — 12bsbrbg + 4bsb? # 0. Isto é, genericamente a projecao
possui singularidade do tipo 34, .

Considere agora o conjunto Bif(P,211) (caso multilocal). Seja u(z,y) a parametriza-
cao deste estrato de dimensao dois. Sejam p; = a(x,y) e po = B(x,y) os pontos do tipo A;
no mesmo nivel. Em outras palavras, projetando M na direcao u(x,y) € T,, M = T,,M, p;
e po sdo pontos cujas imagens sao superficies tangentes. Como a(z,y) — 3(z,y) é miltiplo
de u(z,y) entdo < a(z,y) — B(z,y), N(a(x,y)) >= 0, onde N(a(x,y)) é o vetor normal
a hipersuperficie no ponto a(x,y). Ja sabemos também que N(a(z,y)) = £N(5(z,y)).
O espago tangente ao estrato Bif(P,2I1) é gerado por o — 3, a, — B, € oy, — 3. Ou seja,
a—03, a,— B, e ay, — (B, geram o mesmo espago que u(x,y), u,(z,y) e u,(z,y), basta notar

que a(z,y) — B(z,y) = Mz, y)u(z,y) e que A(z,y) # 0. Como ay, B, oy € [, pertencem
a Ty, M,i=1,2, entao:

<oz(x,y)—6(x,y),N(oz(x,y)) > =0
<0zx(l‘,y)—ﬁx(I,y),N(Oé(iL',y)) > =0
< @y<$7y) - ﬂy($’y>>N(O‘(x>y)) > = 0.

Logo o vetor normal N(«a(z,y)) é o vetor dual de u(x,y), e portanto mostramos que
vV
Bif(P,211)= Bif(H,2A4,).
As outras duas igualdades do teorema segue do que foi provado acima e do fato que

Y
para qualquer superficie regular S vale que ()Y = S. |
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4.1.1 Conseqiiéncias

Daremos agora as consequéncias do Teorema 4.2. Para isto precisamos da seguinte
definicao (ver também [44]). Um ponto de uma superficie M em S® é parabdlico (re-
spectivamente, cispide de Gauss) se M e a esfera tangente méxima neste ponto tém

contato A, (respectivamente, As).

Proposicao 4.3 Seja u a direcao normal em um ponto parabdlico sobre M e u* a corres-
pondente direcdo dual que determina uma projecio de M — IR®. Entdo genericamente,
a funcgao altura correspondente a u tem uma singularidade Ay, k > 3, se, e somente se, a

direcao dual u* determina uma projecao sobre M do tipo 43 ou 43.

Prova: Seja p € M. Sem perda de generalidade podemos supor p = (0,0,0,0). Ja
vimos que sempre podemos escrever M localmente como o grafico de uma funcao f(x,y, 2)
onde j2f(x,y,2) = ayx? + azy® + azz?. Desta forma, pela prova do Teorema 4.2, temos
que a dire¢ao normal & M em p é (0,0,0,1) e que a diregao dual é (0,0,1,0).

Para a fungao altura na diregao (0,0,0,1) ter uma singularidade do tipo Ay, k > 3,
devemos ter os novos coeficientes de z? e de 2 iguais a zero. Neste caso, o 3-jato da

projecao dual, isto é da projecao na diregao (0,0, 1,0), é equivalente a
(z,y, box?z + bgwz® + bioxyz + bsy*z + beyz?).

Em A>3 como o coeficiente de 2z é nulo temos que ter bg # 0 ou bg # 0, sendo o conjunto
parabdlico seria singular (ver Proposigao 2.10). Sem perda de generalidade podemos supor

que bg # 0, e entao o 3-jato da projecao é equivalente a
(z,y,bsz2* + (Az? + Bay + Cy?)2)

onde, A = by, B = (bgbig — 2bgbg)/bs € C' = (bsbz — biobgbs + bob3) /b2.

Se B% — 4AC # 0 genericamente a projecao terd uma singularidade do tipo 43. Ob-
servemos que as condigoes para H, ter singularidade Aj>3 nao anulam B? — 4AC. Se
B? —4AC = 0 entao a singularidade é genericamente do tipo 43.

Analogamente se a proje¢ao na dire¢ao (0,0, 1,0), (z,y, f(z,y, 2)), tem singularidade
do tipo 42 (ou 43) entdo temos que j3f = a12? + agy® + bix® + box?y + bszy® + bay® +
bsy?z + bgyz? + bgwz? + box?z + bigryz. Logo, temos f ~ 2% 4 3% + \z*, onde A é uma
expressao em termos dos coeficientes de f. Ou seja, a fungao altura na diregao (0,0,0,1)

(que ¢é a diregao dual de (0,0, 1,0)) tem uma singularidade Ay>s. [ |
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Com o Teorema 4.2 temos que Bif(H, As) e Bif(P,34,) sao superficies correspon-
dentes, ou seja, sao duais. Pela Proposicao 4.3 temos que, genericamente, a curva As
da primeira superficie que é cispide de Gauss corresponde, por dualidade, & curva 43 da
segunda superficie. Pelos resultados de dualidade de Bruce [9], segue-se que a curva 43 é

o conjunto dos pontos parabdlicos de Bif(P,34,), ver Figura 4.2.

Aj

Bif (H, A ,) Bif(P, 3, )

Figura 4.2: Conjuntos de Bifurcagoes

Corolario 4.4 H,- tem singularidade Az se, e somente se, u € ponto parabolico de
Bif(P,34,), Hy tem singularidade Ay se, e somente se, u € cuspide de Gauss de

Bif(P,34,).

Prova: Suponha que u é um ponto parabélico de Bif(P,34,) :Bz’f(l\{[, Ay) (Teorema
de Dualidade 4.2) entdo por propriedade de dualidade u* € Bif(H, Ay) é um ponto de
cuspide, isto é, H,« tem singularidade Az. Suponha que u é cispide Edge de Gauss de
Bif(P,34,) :Bif(l\él, As) entao por propriedade de dualidade u* € Bif(H,As) é um
rabo de andorinha, isto é, H,« tem singularidade A4. A reciproca destas implica¢oes sao

provadas analogamente. |

O caso geral é uma consequéncia direta do Teorema 2.1 em [13] se tivermos a definigao

de curva ridge em S®. Entao temos uma conjectura.

Conjectura 4.5 Suponha que a curva parabdlica de Bif(P,34,) € reqular. Entdo H
sobre Bif(P,34,) tem singularidade Ay, k > 3 se, e somente se, as curvas parabdlica e

ridge de Bif(P,34,), tém contato k — 2 em u.
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Proposicao 4.6 Considere o conjunto Bif(H, Ay) e um ponto u pertencente a este es-
trato. Entao a projecao ao longo de u* tem uma singularidade 34,, kK > 1 se, e somente
se, a funcdo altura correspondente a u tem singularidade As. Além disso, Py« tem sin-
gularidade 34, se, e somente se, u nao é um ponto parabolico de Bif(H, Ay), Py tem
singularidade 34, se, e somente se, u é um ponto parabolico de Bif(H, As), P, tem

singularidade 3 4, se, e somente se, u € cuspide de Gauss de Bif(H, As).

Prova: Para provar a primeira afirmagao basta notar que pelo Teorema 4.2 temos que
Bz’f([v{, Ay)= Bif(P,34,) e pela Proposicao 4.3 temos que singularidade Ag, k > 3, de H,
corresponde a singularidade 42 (ou 43) de P,-. No caso em que Bif(H, As) é uma superficie
regular, o seu dual é o discriminante da familia da funcdo altura sobre Bif(H, Ay) (ver
[9]). Seja u um ponto Ay, 1 < k < 3 de Bif(H, As), ou seja, Bz’f([\i[, Asy)= A(Ay). Pelo
Teorema 3.5 A(Ay) = Bif(P,34,) e isto significa que P,~ tem singularidade 34, .

Por outro lado, se P, tem singularidade 34, entao temos pela Proposicao 3.5 que
Bif(P,34,) = A(Ag). No caso k =1, como A(A;) é regular em u* entdo por propriedade
de dualidade temos que u € Bif(H, Ay) nao é ponto parabdlico. No caso k = 2 temos
que como A(Ajy) é cuspidal edge em u* entao por propriedade de dualidade temos que
u € Bif(H, As) é ponto parabdlico. Finalmente, no caso k = 3, como A(A3) é rabo de
andorinha em u* entao por propriedade de dualidade temos que u € Bif(H, Ay) é ctispide

de Gauss. [ |

4.2 Umbilicos planos parciais

A seguir, estudamos o que acontece com a projecao nas dire¢oes duais em um ponto
umbilico plano parcial p, ou seja, um ponto para o qual a funcao altura ao longo da
normal tem uma singularidade Dy.

Neste ponto p, podemos supor que j2f(z,y, z) = a;2?. Assim, toda direcao no hiper-
plano tangente a M da forma (0, 3,7,0) é direcao assintética, estas diregoes podem ser
representadas pelo circulo unitario em (0, 3,7, 0). Nosso objetivo, é descrever o compor-
tamento de projecoes nestas diregoes.

Localmente, podemos escrever o 3-jato da parametrizacao de M da forma
(,y,2, 2% + C(x,y, 2)) onde C(x,y, 2) = b1x® + bax®y + bsxy® + bgx2? + box?2 + byoryz +
Y3 £ yz2.
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Suponha que v # 0. Podemos entdo considerar a dire¢ao de projecao (0,3,1,0).
Projetando nesta dire¢do, a projecao é dada por P(z,y,z) = (z,y — Bz, f(z,y,2)), que

podemos escrever da forma
P(X.Y,Z) = (X,Y, f(X,Y + 87, 2)).

Fazendo mudangas de coordenadas na meta usando a primeira e a segunda coordenadas
de P, 0 j3P é equivalente a (X,Y, (5% £ 8)Z% + (b + b2 3) X2 Z + (b1o +2033) XY Z + (bs +
bioB + b38%) X Z% + (33)Y2Z + (36* £ 1)Y Z?).

Se 32+ 5 =C(0,8,1) # 0, as seguintes mudangas podem ser feitas:

7 = »— X2 x Hara eliminar X Z2 na 3¢ coordenada, onde coe f (X Z?) é o coeficiente

3C(0,3,1)
de X272
z2=7— %Og,{é};f))i/, para eliminar Y 2% na 3¢ coordenada, onde coef(Y z?) é o coeficiente
de Y22,

Logo, teremos que j3 P é equivalente a (X,Y, (AX?+ BXY +CY?)Z+ DZ3) e este por
sua vez, é equivalente a (XY, (2 X?+Y?)Z+73), se e somente se, B?—4AC # 0, e D # 0.

Temos:

B?*—4AC =0 & )\0+/\16+)\262+)\3ﬂ320 (41)
D=0 & B(B+1)=C(0,8,1)=0 (4.2)

onde

No = 30%,b7 + 4bsb? — 4biobsbs — 12b5b7bg + 4b2bo,

A1 = —b2ybs + 12b10b3br — 8bsbabs + 4b2ba + 4bgbsbg + 12b4b3 — 12b5b7by — 36bgbybr,

Ay = —b3gbs + 12b3b7 + 12b4b1obs — 8bgbsbs + 4bgbsba — 12bgbaby + 4bgb? — 36b2b4br,

A3 = 3b2,by — 4b1obsbs + 4b3bg — 12bobeby + 4b2b,.

Portanto existem 3 ou 1 diregdes no circulo unitario em (0, 3,7,0) para as quais as
projecoes sao genericamente do tipo 34,. Existem 3 ou 1 diregoes, para as quais as
projecoes sao genericamente do tipo 42. Em particular para D) teremos 3 diregoes, e
para D teremos uma diregao.

Se v = 0, podemos entao considerar a diregao de projecao (0,1,0,0). Projetando nesta
dire¢do, a projegao é dada por P(X,Y,Z7) = (X, Z, f(X,Y,Z)). Fazendo mudangas de
coordenadas na meta usando a primeira e a segunda coordenadas de P, o j3P é equivalente
a (X, Z,02X%Y + b3 XY? + byY3 + b5Y?Z + bgY Z% + b0 XY Z). Genericamente by # 0,

portanto as seguintes mudancas podem ser feitas:

96



Y =y— MX, para eliminar X'Y? na 3¢ coordenada, onde coe f(XY?) é o coeficiente

304

de XY?;

y=Y — %ﬁfz)Z? para eliminar y*Z na 3¢ coordenada, onde coef(y*>Z) é o coeficiente
de y2Z.

Logo, teremos que P é equivalente a (X, Z, (A1 X?* + BiXZ + C1Z%)Y + b,Y?). Este
por sua vez, é equivalente a (X, Z, (£X? £+ Z?)Y +Y?) se, e somente se, B;*> — 44,0, =
302,by — 4b1gbsbs + 4b2bg — 12b3bybg + 4bob2 # 0, e by # 0.

Concluimos entao que genericamente a projecao nestas diregdes possuem singulari-
dades do tipo 34,.

O argumento anterior demonstra a seguinte proposicao.

Proposicao 4.7 Seja p um ponto umbilico plano parcial da hipersuperficie M. FExiste
um circulo de direcoes em T,M, tal que genericamente, a projecao é do tipo 34,. Hd
também 1 ou 3 diregoes sobre este circulo para as quais as projecoes sao do tipo 34, e 1

ou 3 diregoes onde a projecdo correspondente € do tipo 43.

Na Figura 4.3 ilustramos todas as possibilidades para as direcoes do circulo em 7, M,

conforme a Proposicao 4.7 e indicamos aquelas que ocorrem.

(i) sm (i) sm (i) gm
42
2
2 2
42 42
3A2 3A2
3A2 42 3A2 42
3A2
(iv) sm (V) NAO (Vi) NAO 2
2
42 , 42 ) 3A2 42
2 4 22 4
‘3 2 2
A ” 3
2 , .
4 2
2
4’ 3 5
2 SAQ A2 A2 3 ,
Ay 42
34, 3,

Figura 4.3: Os tipos de singularidades da projecao em um ponto umbilico parcial
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Daremos agora, alguns exemplos numéricos dos casos (i) até (iv). Seja j3(f) = 22 +
bia® + box®y + bszy? + bay® + bsy?z + beyz? + b2 + bgw2? 4 be?z + bioayz.

Para o caso (i) faca by = by,by = b3 = by = bs = bg = by = 1, bg = bg = bjg = 0
e entdo as cubicas (1) e (2) serao —43% — 203? — 83 = 0, cujas raizes sao 0, #ﬁ, e
3%+ %+ 3+ 1 =0, cuja tnica raiz real é —1.

Para o caso (ii) faga by = by, by = —1,b3 = 0,by = b5 = 1,bg = 0,b7 = 1, bg = 1,bg =
bio = 0.

Para o caso (iii) faga by = by, = —1,b3 = 0,by = 100,b5 = 1,bs = —10,b; = 1,
bg = bg = by = 0.

Para o caso (iv) faga by = by, by = 1,b3 = —20,by = 100,b5 = —10,bs = —10,b; = 1,
bg = by = by = 0.

Provaremos a seguir que os ultimos dois casos que aparecem na Figura 4.3, nao podem
ocorrer.

Para estes casos queremos que cada cubica, (1) e (2), tenha trés raizes reais e todas

distintas. Sem perda de generalidade, podemos fixar by = 1,bg = —1,b5 = by = 0. Assim,

as equagoes (1) e (2) serdo, respectivamente,

4b1gbg + 4bg + (b3, + 8bzbg + 4by + 1203)3 + (12bb1o + 12bg) 3 + (367, — 4b3 + 12b,)3° = 0,

B(B* —1) =0.
Desta forma as raizes da segunda cubica ficam fixas: —1, 0 e 1 e nds vamos estudar o que
acontece com as raizes da outra cibica (isto abrange todos os casos).

Queremos saber se é possivel encontrar raizes reais distintas a, b e ¢ para a primeira
cuibica tais que satisfagam os casos (v) e (vi) da Figura 4.3. Ou seja, para o caso (v) temos
que ter a, b e centre 0 e 1, ou entre —1 e 0, ou todos maiores que 1, ou todos menores que
—1. Para o caso (vi) temos que tera > 1,0<b<le—-1<c¢<0,oua< -1, 0<b<1
e—-1<ec<0.

Supondo que a primeira cibica tem raizes a, b e ¢, podemos escreveé-la como
(B—a)(B—b)(B—0).
Sendo assim, teremos que resolver
4bgb1g + 4bg = —abc,
b2, + 8bsbg + 4by + 1202 = ab + (a + b)c,
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12bgblo + 1269 = —(a + b + C),
3b3, — 4b; + 12by = 1.
Como consequéncia da primeira e da terceira igualdade temos que
a+ b+ c = 3abc.

b+c
3bc—1

Ou seja, a = se 3bc — 1 # 0, caso contréario b e ¢ s@o imaginarios. Para o caso (v)
temos que encontrar, por exemplo, raizes a, b e ¢ distintas tais que sejam todas maiores
que zero e menores que um. Supondo que 0 < b<1e0 < ¢ < 1, provemos que 0 < a < 1

nao pode acontecer.

Caso(a) Se3bc—1>0:a<1=b+c<3bc—1=0b1-3c)<-1—-c

(i) Sel—=3c>0:b< I:CC Como por hipétese b > 0, entao I:f > 0 implica que

—1 —c¢>1-3c, ou seja, ¢ > 1 (absurdo).

ii) Se 1 —3c < 0: b > ==¢. Como por hipétese b < 1, entdo —=<
1-3¢ 1-3¢c

< 1 implica que

—1—¢>1-3c, ou seja, ¢ > 1 (absurdo).
Caso(b) Se 3bc —1<0: a > 0= b+ c <0 (absurdo).

De maneira andloga, provamos que nao existem raizes distintas a,b e ¢ maiores que
—1 e menores que 0, ou todas maiores que 1, ou todas menores que —1. Sendo assim,
concluimos que o caso (v) nao ocorre.

Também de maneira analoga, provamos que os casos a > 1, 0 <b<le —1<¢ <0,
oua < —1,0<b<1le—1<c<0naoocorrem. O que elimina a possibilidade de ocorrer

o caso (vi) da Figura 4.3.
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Capitulo 5

Germes de R 0 — R2,0

5.1 Introducao

No proximo capitulo estudamos o contato de uma hipersuperficie M com planos. Este con-
tato é estudado, como veremos, através das A-singularidades de germes de IR*,0 — IR?, 0.
Existe uma familia natural a 4-parametros de projecoes de M em planos, e as singulari-
dades que ocorrem genericamente nesta familia sdo aquelas de A.-codimensao (ou codi-
mensao do estrato se houver presenga de médulos) < 4. Portanto precisamos da lista de
todas as A-singularidades de IR?,0 — IR?,0 de codimensdo menor ou igual a 4. Em [46],
encontramos os germes desejados que podem ser escritos da forma (z, f(z,y) + 22). E
preciso entao complementar esta lista. Faremos isso usando o programa “Transversal”,
no Maple, feito por Neil Kirk [27]. A classificacao é feita por indugao sobre os k-jatos.
Usando o Teorema da Transversal Completa 1.11 obtemos os germes em J*1(3,2) cujo
k- jato ¢ F'. Usando mudancas escalares e o Lema de Mather 1.7 obtemos as orbitas
em JK*1(3,2) cujo k-jato é F. O programa “Transversal’ajuda na aplicacdo do Lema de
Mather. Consideramos entao cada érbita e aplicamos o critério de determinagao finita,
Corolario 1.5, para verificar se o germe é k + 1-determinado. Na pratica este processo
envolve o célculo de determinantes de matrizes. O problema principal é achar as matrizes
adequadas (e nao errar nos calculos). O programa Transversal pode ser usado para ver-
ificar se um germe é k-determinado. Além disso, Kirk usa os resultados de [15, 17] no
seu programa. Observamos que o programa nao produz listas de singularidades mas é
uma ferramenta para verificar se um germe é finitamente determinado, aplicar o Lema
de Mather, calcular a codimensao, obter um desdobramento versal, etc. Muitas contas e

truques precisam ser feitos (a mao) durante o uso do “Transversal”.
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Ainda neste capitulo deduzimos os modelos das deformagoes dos discriminantes das
singularidades de codimensao menor ou igual a dois. Fizemos também um reconhecimen-
to geométrico das singularidades de codimensao < 1 e de seus desdobramentos versais

através do conjunto dos pontos criticos e do discriminante.

5.2 As singularidades de corank 1

Vamos considerar germes de F : IR x R"™',0 — IR?,0 da forma F(z,y) = (z, f(z,y)).

Lema 5.1 [46] Todo germe F : IR™,0 — IR?,0, n > 1, de corank 1 é A-equivalente a um

germe da forma h($7 y? Z) = (x7 f(x7y17 T 7ym) —"_ Zn m 2)7 Onde f(()’ y]-?. o 7ym) e
m3 ee=+1, e cod(A,h) = cod(A, (z,9)) +n—m—1.

Assim se tomarmos m = 1 o lema acima reduz a classificacao de germes F' : IR",0 —
IR?,0 para a classificacdo de germes IR?,0 — IR?,0 de corank 1. Encontramos em Rieger
[45] uma classificacdo de germes simples e ndo simples de IR?,0 — IR?,0. Pela observacao

do parédgrafo anterior temos que em nosso caso, n = 3, vale o seguinte teorema.

Teorema 5.2 [/6] As A-classes das singularidades de germes de IR*,0 — IR?,0 de corank

1, equivalentes a (z, f(z,y) + 2%) e de codimensio < 4 sdo dada na Tabela 1:

Tabela 1:

Tipo  Forma normal A.-cod  simples (s/n)
1 (x,y) 0 s
2 (z,y? + 2?) 0 s
3 (z, 2y + y® + 2?) 0 s
4y (2,3 + (D) aby £ 22),2< k<5 k-1 s
5 (z, 2y + y* £ 2?) 1 s
6 (z, 2y +v° £y £ 2?) 2 s
7 (z, 2y +y° + 2?) 3 s
8 (z, 2y +y® £ 9% + ay® £+ 2?) 4 n
Wopyr  (w,ay? +yt + 2L £ 22),2 <k <4) k s
12 (z,zy* +y° + y° £ 2?) 3 s
13 (2, 2y +o° £ 9° £ 2?) 4 s
16 (2, 2%y + y* £ 9° £ 22) 3 s
17 (z, 2%y + y* £+ 2?) 4 s
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Observacao 5.3 Os germes de tipo 2,3 na tabela do Teorema 5.2 sao chamados, respec-
tivamente, de dobra e cispide, e sao estiveis. O germe 49 é denominado ldbios/bicos
(dependendo do sinal + ou —, respectivamente). Os germes 5, 43, 6 e 115 sao conhecidos

respectivamente como rabo de andorinha, ganso, borboleta e gaivota.

Teorema 5.4 As A-classes das singularidades de IR*,0 — IR?,0 de corank 1 e de A.-
codimensao ou codimensao do estrato (quando houver presenca de médulos) < 4 que nao

estao listadas no Teorema 5.2 sao as da Tabela 2:

Tabela 2:

Tipo Forma normal A.-cod g. determinagao
Ny (ryay+ P +ayPz+ 22125 a#0, 40 £ 27T #0 3 (21) 5
Ny (z,xy+ P +ay*z+2%), a #0, 4a® + 27 # 0 4 (37) 3
N3 (r, oy +3° + 22 £ 9°2) 3 4
Ny (m,oy£yP2+ 23 £2°) 3 5
Ny (z,2y £9® +yz? + 2°) 3 5
Ne  (z,2y £1y°z+ 23) 4 3
Ny (z, 2y + % + 22 £ yt2) 4 5
Ns  (zyay+ 22 £y + %2 +ay’z +0(y° + My°2)), b#0 6 (47) 6
Ny  (z,2y+yz® £y* + 2° + ay®) 5 (41) 6
Nig  (z,2y +y?2 +yz3 + 21 + a2b) 5 (41) 6
Niy (z,2y £9° +yz2 + 27) 4 7
Nip  (z,2yz £ y?2 + 2% + az?y + br?z + cy2® + 27) 7x (41) 4

onde A € uma constante.

1 codimensao do estrato

x excluindo os valores excepcionais dos médulos 4b — 1 =0 e 4b — 1 4 6ac = 0.

Prova: Nosso interesse é nos germes de corank 1, portanto podemos escrever F(x,y, z) =
(z, f(x,y, 2)). Escrevendo j2f = x¢(z,y, 2)+1(y, 2), os germes que nao podem ser escritos
da forma (z, f(x,y) + 2?) (ou seja m = 2 no Lema 5.1) correspondem ao caso ¢ = 0.
Entao para completar a tabela do Teorema 5.2, precisamos considerar j2f = x¢(x, vy, 2).
Nao ¢ dificil ver que as 6rbitas no J2(3,2) deste tipo sao (z,zy) e (x,0). Vamos classificar
por indugao, nos nivéis dos k-jatos, germes com 2-jato (x,zy) e (z,0).

(1) j2F = (z, zy).
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Temos F, = (1,y), F, = (0,z), F, = (0,0). Portanto,
H*(3,2) C T(J°G1).J°F + R{y’z, %, y2%, 2°}.

Segue do Teorema da Transversal Completa 1.10 que qualquer 3-jato com 2-jato (z,zy)
é equivalente a (z,ry + ay?z + by® + cyz? + dz2*®) onde a,b,c,d € IR. Fazendo mudangas
lineares de varidveis e mudangas escalares obtemos as seguintes dérbitas no J3(3,2).

No caso em que d # 0, fazemos uma mudanca de coordenada na fonte para eliminar

yz? por a vos coeficientes de y?z e y3 respectivamente, entao temos:

(z, 2y +9° + ay®z + %), sea # 0,b# 0,
(z, 2y +y°+2°), seb#0ea=0,
(z, 0y £y*2+2°), sea#0eb=0,

(z,7y +2%), sea=0eb=0.

No caso em que d = 0 e ¢ # 0, fazemos uma mudanca de coordenada na fonte para

eliminar 7?2 e denotamos o novo coeficiente de y> por b. Assim temos:

(z, 2y £y* +y2*), se b #0,

(z, 2y +yz*), seb=0.
No caso em que d =0 e ¢ = 0, temos:

(z,2y +9°), seb#0ea=0,

(z,2y), sea=0eb=0.

Usando o “Transversal” mostramos que os ultimos 2 casos sao ramos que geram ger-

mes de A.- codimensao > 5 portanto nao vao ser seguidos.

O 3-jato (z,zy + y® + ay?z + 23):

O uso do “Transversal” neste caso serd mostrado na Secao 5.3. Usando o “Transver-
sal” mostramos que a ¢ um mddulo e também que o 4-transversal é vazio. O 5-transversal
é dado por IR.{2°} e as érbitas no J?(3,2) sao (z, vy +y> + ay?z + 23+ 2°) se 4a> +27 # 0
ea #0,e (z,vy + >+ ay’z + 23) se 4a®> + 27 # 0 e a # 0. Ambos os germes sio
5-determinados. O primeiro (N;) tem codimensao 3, mas a codimensao do estrato é

2 (calculo feito no “Transversal”), enquanto o segundo (N2) tem codimensdo 4 com a

103



codimensao do estrato igual a 3. Nao foi possivel fazer os casos 4a® £+ 27 = 0 devido a

complexidade das contas. O caso a = 0 é considerado a seguir.

O 3-jato (z,zy + y> + 2%):

O 4-transversal ¢ dado por IR.{y32}. As drbitas no J*(3,2) sdo (z,zy +y>+ 2> £ y32)
e (z,zy +y*+23). No primeiro caso (N3) o 5-transversal é vazio e entdao no J°(3,2) temos
a orbita (z,zy + y> + 22 & y32) que é 4-determinada e tem codimensao 3. No outro caso,
o 5-transversal é dado por IR.{y*z} e entdo no J?(3,2) temos (z,zy + y> + 23 + y*2) e
(z, 2y + y* + 23). Para o primeiro (N7) o 6-transversal ¢ vazio e entao em J%(3,2) temos
(z, 2y +1° + 2% £ y*2) que é 5-determinado e tem codimensao 4. O segundo gera germes

de codimensao > 5.

O 3 jato (z,zy £ 9%z + 23):
O 4-transversal é vazio e o 5-transversal é dado por IR.{2°}. As 6rbitas no J°(3,2)
sao (z, vy £y?z+ 23+ 2°) e (z, 2y £ y?2 + 23). As duas érbitas sao 5-determinadas sendo

que a primeira (N4) tem codimensao 3, e a segunda (Ng) tem codimensao 4.

O 3 jato (z,xy + 2%):

O 4-transversal é dado por IR.{y*,y32}. Os germes no J*(3,2) sao (z, zy+23+y>2+y?)
e (z,ry + 23+ y32). O 5-transversal do primeiro é dado por IR.{y*z} e o 6-transversal é
dado por R.{y% y°z}. A érbitano J9(3,2) é (z, zy+23+y*+y32+ay2+b(y°+Ay°2)) onde
a e b sdo médulos e b = 0 é um valor excepcional. Estes germes (Ng) sdo 6-determinados
e tém codimensao 6, com a codimensao do estrato igual a 4 se b # 0. O 5-transversal do
segundo germe ¢ dado por IR.{y°}, e o germe no J*(3,2) é (z,zy + 23 + y>z + 2°). Este

gera germes de codimensao maior ou igual a 5 que nao nos interessam.

O 3 jato (z,zy £y + yz?):

O 4-transversal é vazio. O 5-transversal é dado por IR.{z°}. As drbitas no J°(3,2)
sao (z,xy £ y° +yz? + 2°) e (v, 2y + vy + y2?). A primeira (N;) é 5-determinada e tem
codimensdo 3. A segunda tem o 6-transversal vazio e o 7-transversal é dado por IR.{z"}.
Entao temos no J7(3,2), a érbita (Ny1) (z, zy £y° +y2% + 27) que é 7-determinada e tem

codimensao 4.

O 3-jato (z,zy + yz?):
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O 4-transversal é dado por IR.{y*} e o 5-transversal ¢ dado por IR.{z°}. As érbitas
no J5(3,2) sao (z,zy +yz2 £y + 2°) e (x, xy + y2* £ y*). Esta segunda gera germes de
codimensao > 5 que nao nos interessam. O 6-transversal da primeira é dado por IR.{y%},
e entdao a oérbita em J%(3,2) ¢é (z,zy + y2* + y* + 2° + ay®) onde a é um médulo. Estes
germes (Ny) sao 6-determinados e tem codimensao 5 com a codimensao do estrato igual

a 4.

O 3-jato (x, xy + y?2):

O 4-transversal é dado por IR.{2%, y2%}. Os germes em J*(3,2) sdo (v, zy+y?z +yz>+
21) e (z,zy + y?z + z*). Para estes dois germes o 5-transversal é vazio e o 6-transversal
é dado por IR.{2%}. As 6rbitas em J%(3,2) sao entdo (z,zy + y?z + y2° + 21 + az%),
(z, 2y +y*2 + 21+ 25) e (z, 2y + y*2 + 21). A primeira (Nyg) é 6-determinada e tem codi-
mensao 5 com codimensao do estrato igual a 4, onde a é um modulo. O 7-transversal de
(z, zy+y?2+21+2%) ¢ dado por IR.{27}. Entdao em J7(3,2) temos (z, vy+y*z+2*+25+az")
que gera germes de codimensao maior ou igual a 6. O caso (z,zy + y*2 + 2*) também

gera germes de codimensao maior ou igual a 6.

O 3-jato (x,zy + 1°):
O 4-transversal é dado por IR.{y%z,y?2% y23, 2*}. A érbita no J4(3,2) é (x,zy +y* +

ay®z + by?z? + cyz® + 21) que gera germes de codimensao > 5.

O 3-jato (z,zy):

O 4-tranversal é dado por IR.{y*, 132, y?2% yz3, 2*}. Os germes gerados sdo de codi-
mensao > 6.

(2) j2°F = (x,0).

O 4-transversal deste germe ¢ dado por R.{xyz, 2%, y*2, 2%y, z*2} e o 5-transversal é
dado por R.{yz3, z1}. A érbita no J5(3,2) é (z,xyz +y?z + 2% + azx’y + ba’z + cyz® + 2*)
(N12) que é 4-determinada e tem codimensao 7 com codimensao do estrato igual a 4, onde
a, b e ¢ sao mddulos, cujos valores excepcionais sao 4b—1 = 0 e 4b—1+6ac = 0. Qualquer

outro subcaso deste terda A.-codimensao maior ou igual a 5. |

Proposicao 5.5 Os desdobramentos versais para a lista de germes da Tabela 2 sao dados

na Tabela 3. Observamos que na presenca dos maodulos, estes parametros sao também
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considerados como parametros do desdobramento versal.

Tabela 3:

Tipo Desdobramento versal

Ny

Nio
Nll
N12

(r, 2y + % + ay?z + 23 + 2° + w2 + ugy?)
oy + v+ ay’z + 23 4wz + ugy? + usy),
rory + vy + 22 P 4+ uz + uayz + uzy?z)
zo oy £ y?z + 23+ 2%+ ugz 4 ugy? + uzy?)
oy £ 47+ y2? + 25+ urz + ugy? + uz2?)

T, ry £ yiz + 22+ wz + uey? + uzy® + ugytz)

(
(
(
(
(
(z, 2y + v + 22 £ ytz + w1z + uoyz + usy?z + ugyz)
(v, 20y + 22 £yt + 22 + ayz + by® + e’z + uiz + uoyz + usy? + ugy®)
(v, 2y +y2* £y* +2° + ay’ + wiz + uay® + ugy® + uaz?)

(v, 2y + vz +y23 £ 20+ @28 + w2 + un2? + uzy2? + ug2?)

(v, 20y £ y3 +y22 + 27 + w2 + uoy? + uzy® + ugy®)

(

T, xyz + yQZ + 23+ axzy + bx?z + cyz3 + 24+ ULY + U2Z + U3TY + u4y2)

Prova: Usamos o programa “Transversal” para achar o tangente de cada singularidade.

Com a funcao “pcomp” este programa fornece os vetores que estao no transversal. Ilus-

tramos os casos N; e Ny na Segao 5.3. [ |

5.3

Exemplo dos calculos feitos no “Transversal”

Como ja comentamos, o programa “Transversal”, feito por Neil Kirk, foi uma ferramenta

que usamos para obter os resultados do Teorema 5.4 e da Proposigao 5.5. Para informacoes

sobre o uso do “Transversal”’ver [27]. Faremos aqui um exemplo destes célculos para a

singularidade nao simples (x, zy + y* + ay®z + 23).

Consideramos o 2-jato (z,xy). O comando a seguir é para que o programa trabalhe

com as corretas dimensoes e algebra de Lie L e o Maple responde imprimindo os valores.

As coordenadas z, v, z sao denotadas por x1, x9, x3 por causa do “Transversal”.
> setup_Aclassn(3, 2, [0, z1]);

liealg = stdjacobian
equiv = A

compltrans = true
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source_dim = 3
source_power = 2
target_power = 2
nilp = true_order

R_nilp :
[[x2,1], [23,1], [23,2]]
L_nilp :

(2, 1]]

nilp_sourceyt :
[17 27 3]
nilp_target_wt :
[_17 0]
jetcalc_verbosity = 1
> f = [zl, 21 * 22];
> jetcale(f, 3);
O comando acima calcula uma base para LA.f e seu espago complementar em J(3,2). Podemos usar uma das rotinas

‘print’ para ver os geradores destes espagos. Como queremos a transversal completa, usamos:

> peomp();

[0, 223
[0, 23x:22]
[0, 232%22]

[0, 233

Com célculos feitos & mao sabemos que o 4-jato é da forma (z1,z122 + fcg + ax%xg + zg) Usando o Transversal temos
a = 0 é um valor excepcional (caso tratado separadamente) e que para a # 0, :c%a:g nao pertence ao tangente e entao pelo
Lema de Mather ndo podemos reduzir & uma tnica 6rbita. Entdo a é um médulo.
> f2:= [z, 21 * 22 + 233 + a * 222 * 23 + 223];
> jetcale(f2,4);
> peomp();

[0,23%)

Temos entdo (z1, 122 + xg + ax%mg +:c§ + bxg). Usando o Transversal temos que se a # 0 e 27 +4a3 # 0 entdo x§ pertence
ao tangente e entdo pelo Lema de Mather podemos reduzir & uma tnica érbita para qualquer b. (Observamos aqui que em
todos os casos checamos & parte a condi¢do (2) do Lema de Mather 1.7 com o “Transversal”.) Entdo o 3-jato é equivalente
ao 2-jato.

> f3:= f2;

> jetcale(f3,5);

> pcomp();

[0, 23°]

Temos entdo (z1,z122 + zg + az%xg + :r% + c:vg) Usando o Transversal temos que se a # 0 e +27 4 4a3 # 0 entdo :pg
pertence ao tangente se ¢ # 0 e ¢ = 0 é um valor excepcional. Entao pelo Lema de Mather podemos reduzir & uma tnica
6rbita se ¢ # 0. Para ¢ # 0 temos (z1,z122 + :vg + ax%xg + ac% + acg)

> f4:= [z, 21 * 22 + 233 + a * 222 * 3 + 223 + 235];

> jetcale(f4,6);

> peomp();

107



*** THE NORMAL SPACE IS EMPTY***

> jetcale(f4,7);
> peomp();

***% THE NORMAL SPACE IS EMPTY ***
> classify(f4,8,9);

the 8 transversal is empty

the 9 transversal is empty

germ, [z1,x122 + 233 + ax2223 + 223 + 23]
degree limits, 8, 9
all transversals were empty

> classify(f4,10,11);

the 10 transversal is empty

the 11 transversal is empty

germ, [z, x1x2 + 233 + ax2223 + 223 + 23]
degree limits, 10, 11
all transversals were empty

Segue pelo Corolario 1.5, que nos diz que um germe é k-determinado, se os sucessivos transversais de grau k + 1 até grau
2k + 1 sdo vazios, que f4 é 5-determinada.

Parac=0:

> f5:= [z, z1 * 22 + 232 + a * £22 * 3 + 223];

> jetcale(f5,6);

> pcomp();

***% THE NORMAL SPACE IS EMPTY ***

> jetcale(f5,7);
> peomp();

***% THE NORMAL SPACE IS EMPTY ***
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> classify(f5,8,9);

the 8 transversal is empty

the 9 transversal is empty

germ, [z1,x1x2 + 233 + ax2223 + 23]

degree limits, 8, 9

all transversals were empty

> classify(f5,10,11);

the 10 transversal is empty

the 11 transversal is empty

germ, [z1,z1x2 + 233 + ax2223 + 129)
degree limits, 10, 11
all transversals were empty
Temos entao que f5 é 5-determinada.
Para o célculo da codimensao:

> f4:= [z, 21 % 22 + 233 + a * 222 * 23 + 223 + 235];
> jetcale(f4,5);

> codim;
3
> peomp();
[0, 3]
[0, 222
[0, 223

Portanto f4 tem Ae-codim= 3, mas a codimenséao do estrato é 2. Um desdobramento versal é dado por (z1,z1 * 22 + 33 4

a* 222 % 23 + 223 + 3% 4+ ul * 23 + u2 * £22). Note que a também é um dos parametros deste desdobramento.
> f5:= [z, z1 % 22 + 33 + a * x22 * 3 + 223];
> jetcale(f5,5);
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> codim;

> peomp();

[0, 23]
[0, 222
[0, 223]

[0, 22°]

Portanto f5 tem Ac-codim= 4, mas a codimenséo do estrato é 3. Um desdobramento versal é dado por (z1,z1*x2+ 233 +

a* 222 % 23 + 223 + ul * 3 + u2 * £22 + u3 * £2°%). Note que a também é um dos parametros deste desdobramento.

5.4 Diagramas de bifurcacao das singularidades

simples de codim < 2

Nesta secao estudamos as deformagoes das singularidades simples de A.-codimensao < 2
usando um desdobramento versal de cada singularidade. Observamos que para as singu-
laridades da forma F = (x, f(z,y) £ 2?), o conjunto dos pontos criticos é dado por z = 0
e f, = 0 e portanto o discriminante de f é o mesmo de (z, f(x,y)). Portanto, todas as in-
formacoes geométricas sobre estas singularidades podem ser deduzidas das singularidades

de IR? — IR? (ver por exemplo [26, 49]).
Dobra: F = (z,y*+ 2%), ¥ = {(x,0,0)}, A = {(x,0)} que é uma curva regular.

Cispide: F = (z,zy +y> + 2%), ¥ = {(z,y,0);z = —3y*}, o discriminante ¢ dado por
A = {(-3y* —2y*)} que é uma ctispide.

Rabo de andorinha: F = (z,zy + y* & 2?), os pontos criticos sdo parametrizados por

r = —4y’> e z = 0, e o discriminante ¢ dado por A = {(—4y3 —3y*)}. Considerando
o desdobramento versal F(z,y,z,u) = (z,2y + y* & 2% + uy?), os pontos criticos de

F, sio X(F,) = {(z,y,0) : @ + 4y> + 2uy = 0}, e o discriminante de F, é dado por
A(F,) = {(—4y® — 2uy, —3y* — uy®)}. As deformacoes da curva A(F,) sdo dadas na
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Figura 5.1, onde duas ctspides aparecem em um lado da transicao.

Figura 5.1: Transi¢oes do rabo de andorinha

Ldbios/Bicos: Considere o desdobramento versal F(x,y, z,u) = (z,y> £ 2%y £ 22 + uy).

O conjunto dos pontos criticos ¥(F,) é dado pelas equagdes 3y> £ 22 +u =0e z = 0.

Isto significa que X(F,) passa pelas transicoes de Morse (Figura 5.2). As transigoes do

discriminante sao dadas na mesma figura.

s R A ><v
VAN ZanN

AV R a4

Labios Bicos

Figura 5.2: Transigoes de labios/bicos

Ganso: Um desdobramento versal é dado por F(x,y, z,u) = (z,y® +23y+ 22 +uyy+uszy).
As transicoes no conjunto discriminante A(F,) sao dadas na Figura 5.3.

Borboleta: Considerando o desdobramento versal F(z,y,z,u) = (v, zy +y° £y + 22 +
u1y® + uzy®), as bifurcacdes do conjunto discriminante A(F,) sdo mostradas na Figura
5.4.

Gaivota: Seja F(z,y, z,u) = (2, 2y* + y* +y° £ 22 + w1y + uoy®) o desdobramento versal

da singularidade gaivota. Ver na Figura 5.5 o diagrama de bifurcagao do conjunto dis-

criminante A(F,).
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Figura 5.3: Diagrama de bifurcacao da singularidade ganso
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Figura 5.4: Diagrama de bifurcacao da singularidade borboleta

Comentério sobre N;: Temos que esta singularidade tem a forma normal (z,zy + 3> +
ay’z+ 23+ 25) que é equivalente & forma normal (z, zy+ay® +y?*2+ 23 +y°) encontrada em
[26] (esta singularidade é a tnica érbita do Teorema 5.4 encontrada também por Hawes
[26], o interesse dela é estudar singularidades de codimensao < 2 e aplicar os resultados a
robética). Um desdobramento versal é dado por F(x,y, z,u) = (z, vy + ay® £ y?z + 2° +
y° + u1z + ugy?). Os casos + e — sdo estudados separadamente em [26] e as bifurcagoes

do conjunto discriminante A(F,) sdo mostradas também em [26].

112



~
= %
LR

Figura 5.5: Diagrama de bifurcacao da singularidade gaivota

5.5 Condicoes geométricas para reconhecimento de
singularidades de A.-codim <1

Em [30] e [48] encontramos condi¢oes geométricas para reconhecimento de singularidades
de A.-codimensdo < 1 de aplicacdes de IR?,0 — IR? 0. Estendemos aqui estes resultados
para germes F : IR*,0 — IR? 0. Quando F é de rank 1, nés podemos fazer mudancas de
coordenadas na fonte e na meta e escrever F'(z,y,z) = (z, f(z,y, 2)). A diferencial de F

em um ponto (x,y, z) é entao

1 0 0

of of

DF(z,y,z) =
%('rayvz) g_g(xvyaz) &(‘xayVZ)

A aplicagdo F' é singular em (z,v, z) se, e somente se, g—g(x,y,z) = g—ﬁ(m,y,z) =0.0

conjunto critico de F' é

0 0
2= {(x,y,z); a_£(x7ya Z) = E(xvgﬁz) = O}

Seja
G: R? — TR?

(.Ti,y,2> = (fy(x,y,z),fz(:c,y,z))

Dizemos que ¥ = G~1(0) é regular se G é regular, isto é, tem rank maximo em (0,0, 0).

Lema 5.6 De acordo com nossa defini¢ao, se 3 € reqular entao F(x,y,z) ~ (z, f(z,y) £

2%).
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Prova: Se ¥ = G71(0) ¢ regular entao G tem rank 2. Ou seja, temos que ter:

J2y(0,0,0)£42(0,0,0) = f2-(0,0,0) f,y(0,0,0) # 0, ou (1)
f2y(0,0,0)f::(0,0,0) = f2:(0,0,0)f,2(0,0,0) # 0, ou (2)
fyy(O,O,O)fZZ(O,O,O) - sz(()’O?O) # O (3)

Para isto ocorrer precisamos que
2.(0,0,0) + f2.(0,0,0) + f2.(0,0,0) # 0.

Considere a expressao da férmula de Taylor de f(z,y, z) no (0,0,0). Se f..(0,0,0) # 0
entdo aparece o termo z? em f(z,y,2) e assim temos que f(x,y,2) =~ f(z,y) + 22 Caso
contrario, se f,.(0,0,0) # 0 podemos fazer a mudanca de coordenada y =Y + z e entdo
aparecerd o termo z2 em f(z,y,z). Se f,.(0,0,0) = f,.(0,0,0) = 0, entdo de (1), (2) e (3)
temos que f,,(0,0,0)f,,(0,0,0) # 0 o que implica f,,(0,0,0) # 0, assim podemos fazer
y =Y + z e teremos o termo z? em f(z,y,z). Logo f(x,y,z) ~ f(z,y) &+ 2% u

Observemos que podemos ter ¥ regular e G singular, por exemplo tome G = (x, 23 —

2?). Logo G71(0) = {(0,y,0)} é regular, mas G nao tem rank maximo em (0,0, 0).
Entao quando X é regular (no sentido acima, isto é, G tem rank 2), temos F'(z,y, z) ~
(z, f(z,y) £ 2*). Portanto, ¥ = {(z,v,0); f,(z,y) = 0} é uma curva regular. Podemos
tomar ¢ : I — IR® uma parametrizaciao de 3, onde I denota uma vizinhanca do 0 em IR.
A ordem de contato de ¥ com o plano nicleo de DF(0,0,0), ker(DF(0,0,0)), é a ordem

de anulamento das derivadas de F' o ¢ em 0.

Lema 5.7 (i) A ordem de contato de ¥ com ker(DF(0,0,0)) € independente da parame-
trizacao de X.

(17) Quando X € reqular, a ordem de contato de ¥ com ker(DF(0,0,0)) é um A-invariante.

Prova: (i) Sejam ¢ e 1) duas parametrizagoes locais de 3 na origem. Entao F o =
Fogo(¢ptor) com (¢ toth)(0) =0e (¢ o) (0) # 0. E fcil verificar que (F o
$)(0) = (Fo¢)(0) =--- = (Fop)™0) =0ce (Fog) ™) # 0 se, e somente se,
(Fo)(0)=(Foy)(0)=--=(Foy)™(0)=0e (Fot)"(0) # 0.
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(77) Seja G um germe A-equivalente a F'. Podemos escrever G = ko F o h para algum
(h,k) em A. Temos que DG(x,y,z) = Dk(F(h(z,y,2))).DF(h(x,y,2)). Dh(z,y,z), e
como h e k sdo germes de difeomorfismos segue que (z,y,z) € X se, e somente se,
h(z,y,z) € Xp. Isto é, ¥ = h(Xg). Se ¢ é uma parametrizacao de X, entao ho¢ é uma

parametrizacdo de X . Da expressdo (acima) de DG em termos de DF, deduzimos que

(Go)(0) =(Gop)(0)="=(Gop)™(0)=0e (Gog)"*H(0) # 0 se, e somente se,
(Fo(ho9))(0) = (Fo(ho9))(0) == (Fo(ho¢))™(0) =0e (Fo(ho))"(0) # 0.
Isto prova a afirmagao (7). u

A seguir faremos o reconhecimento geométrico das aplicacoes dobra, cuspide e rabo
de andorinha usando a ordem de contato de ¥ e ker(DF(0,0,0)). Seja F(z,y,z) =
(x, f(z,y, 2)). Nestes casos o conjunto ¥ é regular e entao temos F(z,y, z) ~ (z, f(z,y) =
2?). Segundo o Lema 5.7, o contato de ¥ e ker(DF(0,0,0)) é invariante, entdao nos
préximos resultados podemos trabalhar com F = (xz, f(z,y) & 22).

Para simplificar as condi¢oes vamos considerar os novos coeficientes de f, apds as
mudangas de coordenadas necessdrias para escrevermos F(x,y,z) ~ (z, f(z,y) + 2?).
Lembrando que os termos que dependem sé de  podem ser eliminados por mudancas de
coordenadas na meta podemos escrever o 4-jato de F' com j*(f(z,y)) = asy® + asry +
bowy + bywy? + bay® + coxdy + c3x?y? + caxy® + csyt

Denotamos por ¢ a parametrizacao local do conjunto critico 2.

Proposicdo 5.8 Seja F : IR?,0 — IR?,0 wm germe de aplicacio singular com ¥ reqular.
Entao,

(1) F' é uma aplicagao dobra se, e somente se, %(0,0) £ 0.

(17) F' € uma aplicacao cispide se, e somente se, giy{(o, 0)=0, %(O, 0)#0e %(O, 0) #
0.

Prova: Para a dobra basta considerar o 2-jato pois ela é 2-determinada. Nao é dificil ver
que F' é equivalente a (z,y? & z?) se, e somente se, ay = %227’;(0,0) # 0. No caso (ii),
temos que ter giyg“(o, 0) = 0, como a cuspide é 3-determinada entao precisamos do 3-jato
de f. Entao F é equivalente a (z,zy + y° & 2?) se, e somente se, ay = %(0,0) #0e

bi = §3,4(0,0) #0. "

 60y3
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Proposicao 5.9 Seja F : IR?,0 — IR?,0 singular e suponha que ¥ € reqular. Entdo:
(1) F' € uma aplicagdo dobra se, e somente se, (,%(F 0 ¢)(0) # 0.
(ii) F € uma aplicagio cispide se, e somente se, 2(F 0 ¢)(0) =0 e 25 ~(F o ¢)(0)#£0

Prova: Mostraremos aqui a equivaléncia desta proposicao com a Proposicao 5.8. Sejam

F(z,y,2) = (z, f(z,y) £ 2%), e ¢ uma parametrizagao local de 3 = {(z,y,0); f,(x,y) = 0}
. 2 2

satisazendo 2(t) = (—Z4(p(1)), LL (6(1)), 0), onde 6(t) = (é1(1),0).

Temos:

G(Fog)(t) = DF((t)).59(t)

— 2L (61(1). 54 (1 (2))

_l’_
2 1
:—%92511? :
() ( «m()))

Na origem, ¢1(0) = (0,0). Entao, 2 (F o ¢)(0) = _2275(0,0). (a_f;) O)) :

Logo pela Proposicao 5.8 temos que F' é dobra se, e somente se, Bt(F 09)(0)#0

Diferenciando a expressao acima temos:

2 1
Ge(Fog)(t) = &(=54(n (D).
(Fog)t) (=52 (41(t)) <%(¢1(m)

2 3 ? L
= {525 (6:1(0). 5501 (1) + S (61 (1). 2L (61(1)} <%(¢l(t)))
1
~BL(1(1)). '
(1) (g@—;‘wl(m))
Se 5 (F 0 ¢)(0) =0, entao

82 B agf an 1
@(F 0¢)(0) = _ay3 <0’O>'8x8y(0’0> (%(0,0)) .

Logo pela Proposicao 5.8 temos que F' é cispide se, e somente se, 0t(F 0 ¢)(0) =0,

at2(Fo¢>( )7&0 u
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Observagao 5.10 As condigoes &(F o ¢)(0) # 0 para dobra e &(F o ¢)(0) =0, g; (Fo
$)(0) # 0 para cuspide, refletem a ordem de contato de 3 com o nicleo de DF(0,0,0). A
aplicagao F é uma aplicagao dobra se, e somente se, &2 e o conjunto ker(DF(0,0,0)) sao
transversais na origem. F' € uma aplicagao cuspide se, e somente se, ¥ e ker(DF(0,0,0))

tém contato 2 na origem (ver Figura 5.6).

Ker(DF(0,0,0))

Ker(DF(0,0,0))
(i) (i)
Figura 5.6: Aplicagao dobra (i), aplicacao cuspide (ii)
Um germe de aplicacao de IR?,0 — IR?,0 é uma aplicacdo rabo de andorinha se ela é

A-equivalente ao germe (x, ry + y* & 22). Como antes, estamos considerando ¥ regular e

portanto F(z,y,2) = (x, f(z,y) £+ 2?).

Proposicao 5.11 Seja F : IR?,0 — IR?, 0 singular e suponha que ¥ € reqular. Entdo F ¢é
. ~ . 3

uma aplica¢do rabo de andorinha se, e somente se, 2—5(0, 0) =0, g £(0,0) = g—y{((), 0) =0,

éwﬂom¢0eaﬂom%u

Prova: Consideremos o 4-jato de f. Para F ser rabo de andorinha, precisamos ter

as = ;gz (0,0) = 0, senao F seria dobra, a4 = &an(o 0) # 0 para que o 2-jato seja
equivalente a zy & 22, e by = égz (0,0) = 0, senao F seria cuspide. Fazendo as mudangas

de coordenadas

y=y— 2ld,2
y=1y-— % y,
y=y—edlev,zy,
e
y=y— iy,
y=1y— Cfoeej}(éyy)) y3, temos que (z, f(x,y) £ 2?) é equivalente a (z, asxy + csy* £ 22). Ou
seja, F' serd um rabo de andorinha se também tivermos também c; = 214 gyf (0,0) #0. =
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Proposicao 5.12 Seja F : IR?,0 — IR?,0 singular e suponha que ¥ ¢é Tegular Entao F

é uma aplicagdo rabo de andorinha se, e somente se, 2(F o ¢)(0) = 25 (Fog)(0)=0e

&5 (F 0 §)(0) # 0.

Prova: Pela prova da Proposi(;éo 5.9 temos que £ (F o ¢)(0) = 6—2(F 0 ¢)(0) =0 se, e
somente se, ‘35(0 0) = (O 0).-Z£L(0,0) = 0.
leeren(nando a expressao de ¥z (F o ¢)(t) encontrada na prova da Proposicao 5.9, e

fazendo (O 0) =2 f(O 0).2

axay

920y °1.(0,0) = 0, deduzimos que

g 9
(P o0)(0) =

0% f 1
~75(0,0).(5—2-(0,0))*

Oyt 0xdy %(0,0)

Assim, 2(Fo)(0) = 2 (Fo¢)(0) = 0 e 2:(Fog)(0) # 0 se, e somente se, 2£(0,0) =

(O 0) =0, aamgy(() 0) #0,e 8_y4( ,0) # 0. Entao pela Proposi¢ao 5.11 temos que F' ¢é

uma aplicacao rabo de andorinha. [ |

As condigoes da Proposicao 5.12 expressa o contato do conjunto critico ¥ com o plano

ker(DF(0,0,0)).

Corolario 5.13 Uma aplicacio F : IR?,0 — IR%,0 de rank 1 na origem e com conjunto
critico localmente reqular é uma aplicacao rabo de andorinha se, e somente se, seu con-

gunto critico ¥ tem contato 3 com o nicleo de DF(0,0,0) na origem (ver Figura 5.7).

Ker(DF(0,0,0))

Figura 5.7: Aplicagao rabo de andorinha

A forma normal de uma aplicagao l4dbios/bicos é (z,y> + 2%y + 2?). Neste caso o

conjunto critico ¥ nao é regular. Entao, o critério usado anteriormente, que consiste em
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olhar a ordem de contato de ¥ com o ker DF(0,0,0) na origem, para identificar o tipo
de singularidade de F', nao é suficiente. Agora que o conjunto critico é singular, uma
condigao algébrica adicional é necesséria para reconhecer o germe ldbios/bicos.

Seja F': IR?,0 — IR?,0 um germe de aplicacdo simples de rank 1. Entdo F(z,vy,z2) ~
(z, f(z,y) £ 2%).

Proposigao 5.14 Um germe de aplicagdio singular simples F' = (z, f(z,y) & 2%) é uma
aplicag¢ao ldbios/bicos se, e somente se, g’;(() 0) = 5 ay(O 0) =0, g{;( 0) # 0 e

(525:(0,0))% = 524-(0,0).54(0,0) # 0.

Prova: Para termos labios/bicos precisamos que o 2-jato de (z, f(z,y) £ 2?) seja equiva-

lente a (x,+2?), entao temos que ter ay = 10 9°1(0,0) =0 e ay = ﬁ(() 0) = 0. Entao

29y?
F é equivalente a ldbios/bicos se, e somente se, by = égz (0,0) # 0 e b3 — 3bgby =
1((azay (0,0))* — az2ay(0 0). adf(O 0)) # 0, pois assim a mudanca de coordenada y =
Y — gﬁ’;%y ))l’ torna F equivalente a (z, azz? — M 22y + byy?). |
Proposigao 5.15 O germe 3 % :IR?,0 — IR,0 ¢ um germe de uma fungdo de Morse se,
¢ somente se, 5 2(O 0) = axay(O 0)=0,e¢ (axay )2(0,0) — 8:1:283;(0 0) (O 0) # 0.

Prova: A prova segue imediatamente da expressao de Taylor de g—; na vizinhanca da

origem,

o (,y) = (my(o 0).x + 54(0,0).y+
3 8x28y<0 0).z* + 2828]; (0,0).zy + 5 8y3 Ly} + Os(z,y). u

Lema 5.16 Sejam F e G dois germes A-equivalentes. Entao o conjunto critico de F € o
zero de uma funcao de Morse se, e somente se, o conjunto critico de G € o zero de uma

fungao de Morse.

Prova: Se F é A-equivalente a GG entao existem difeomorfismos h e k tal que G = ko Foh.
Da prova do Lema 5.7 (ii) temos que Y¢ = h(Xr). Se X = f71(0) com f uma funcio
de Morse, entdo f o h é uma fungiao de Morse e X = (f o h)~1(0). u

Como conseqiiéncia dos resultados anteriores, temos o corolario a seguir.
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Corolério 5.17 Seja F' um germe singular simples equivalente a (z, f(z,y) £ 2%)). Se
337{(0, 0) # 0, entdo F' é uma aplicagao ldbios/bicos se, e somente se, seu conjunto critico

¢ o zero de uma fungao de Morse.

5.6 Reconhecimento geométrico dos desdobramentos

versais das singularidades de A.,-codim < 1

Em [47] encontramos condigbes geométricas para mostrar quando temos um desdo-
bramento versal de uma aplicagdo ldbios/bicos ou rabo de andorinha de germes de

IR?,0 — IR?, 0. Estendemos aqui estes resultados para germes F : IR?, 0 — IR?, 0.

Teorema 5.18 Considere F: IR*xIR,0 — IR*x IR, 0 onde F(x,y, 2,0) = (z, f(z,y)+2?)
¢ uma aplicagao labios/bicos em (z,y,z) = (0,0,0) e escreva o conjunto critico de F' da
forma

EF = {(.CE, Y, O,U) : U(.%’,y, O?”) = 0}
A aplicagao F(x,y,z,u) é um desdobramento versal de F(x,y,z,0) se, e somente se,

g—Z(O, 0,0,0) # 0, ou seja se, e somente se, o € um desdobramento versal da singularidade

Morse o(x,y,0,0).

Prova: Seja F' um desdobramento de uma aplicacao 1abios /bicos

F(z,y,z,u) = (Fl(x, Y, z,u), FQ(I, Y, Z,u),u).

Afirmacao: Um desdobramento equivalente a ﬁ’(a:,y, z,u) = (Fl(x,y,z,u),FQ(x,
y,z,u),u) é F(z,y,z,u) = (x, F5(x,y, z,u),u) para alguma Fy(z,y, z,u).
Prova da afirmacao: Sem perda de generalidade podemos assumir %121 # 0, pois a
aplicacdo (z,y, 2) — (Fi(z,y, 2,0), Fy(x,y, 2,0)) tem rank 1. Defina
H: R°xR —R'xR
(2,9, 2,u) = (Fy(2,y,2,u),y, 2,u)

que é um difeomorfismo local. Temos o diagrama comutativo

R’ x R _F R* x R
(x,y,z,u) (Fy(z,y, z,u), Fy(z,y, z,u), u)
| |
R x R _F R? x R
(Fi(x,y, 2,u),y,2,u) (Fi(2,y, 2, u), Fy(a,y, 2,u), u)
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onde Fy(z,y, z,u) = Fy(IT; o F’lfl(x,y, z,u),y, z,u) com IT; : IR* x IR — IR a projecdo da
primeira coordenada. Note que IIyo Fo H™' = II;, e assim FoH™' = (x, Fy(z,y, z,u), u).
Entdo F e F sdo desdobramentos equivalentes pela Defini¢ao 1.13.

Podemos escrever entao

F(xayazvu) = (Iagl(‘r)yaz) + U92($ay72»u)au)-

Como a aplicagao (z,y,z) — (z,91(z,y,2)) tem uma singularidade labios/bicos em
(0,0,0), entdao mudangas de coordenadas na fonte e na meta nos dao F(z,y,z,0) =

(z,y® + 2%y £ 2?). Estas mudancgas de coordenadas produzem

onde gy é go ap6s as mudangas de coordenadas. Como a aplicacao labios/bicos é 3-

determinada, podemos trabalhar no J3(x,y, z,u). O 3-jato de ugs(z,y, z,u) é
32 (uga(,y, 2,u)) = oz, 2, u)u + B(z, w)uy + ayuy® + aguzy

para algum o(z, z,u), 5(z,u), a; e as, e

FPE(x,y, 2,u) = (z,y> £ 2%y + 22 + a(z, 2, u)u + B(z, u)uy + ayuy® + ayury, u).

Desejamos simplificar a segunda componente. Mudamos coordenadas na fonte fazendo

y =Y — % para eliminarmos o termo a;uy®. Entao

FPFE(z,y,2,u) = (z,y> £ 2%y + 2% + a(z, 2z, u)u + B(z, u)uy + ayuxy, u)

para novos «a(x,z,u), 5(z,u) e revertendo para y. Uma mudanca de coordenadas = =

X F % elimina o termo asuxry resultando em

2
j3F(x, Y, z,u) = (z, y3 4 :172y + 22+ alz, z,u)u + (B(z,u)u + %u2)y, u)

para um novo «, e revertendo novamente para x.
Podemos escrever a(z, z, u)u = a;(x, u)u+zas(x, z,u)u. Uma mudanga de coodenada

na fonte elimina zasu, e nos da um novo a4 (z,u). Uma mudanga de coordenada na meta
(K, T,\W) — (K, T — oy (K, W)W, W)

elimina oy (z, u)u.
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Note que B(z,u) tem grau 1 entdo
FF(2,y, z,u) = (2,5 £ 2%y £ 2° + (as2u + 9 (u))y, )

2
onde ¥ (u) = (asu + a5 + 2u)u. Com mais uma mudanca na fonte eliminamos azzuy e

temos

Usando o Teorema 1.15, temos que F' é versal se, e somente se, ¢'(0) # 0.
Agora
%= {(z,y,0,u);0(z,y,z,u) = 3y* + 2* + ¢ (u) = 0}.

Entao g—‘;(x,y,z,u) = ¢/(u). Em particular %(0,0,0,0) = 9/(0). Logo F é versal se, e
somente se, %(O, 0,0,0) # 0. Portanto, F' é versal se, e somente se, o é um desdobramento

versal da singularidade Morse de . |

Definicao 5.19 O conjunto critico de uma aplicacio f pode ser denotado também por

1. O conjunto dos pontos singulares de f|sn é denotado por L1

Teorema 5.20 Seja F(x,y, z,u) um desdobramento de uma aplica¢ao rabo de andorinha.

. , L1
Entao F' € um desdobramento versal se, e somente se, X1~ € uma curva reqular.

Prova: O conjunto X! é invariante no sentido que se F' e G sao desdobramentos equiva-
lentes (Definicao 1.13) entdo existe um difeomorfismo ¢ : IR* x IR, 0 — IR? x IR, 0 levando
Yy em Y51 Assim temos S5t = ¢(Zp).
Seja
F: R°xR,0 — R*xR,0
(x,y,z,u) +— (Fi(z,y,z,u), Fa(z,y, z,u),u)

um desdobramento de uma singularidade rabo de andorinha. O parametro de desdobra-
mento é u. Por hipétese (Fy(x,vy, z,u), Fy(z,y, 2,u)) é equivalente a (z,zy + y* £ 22). A
aplicagao rabo de andorinha tem rank 1, assim nds podemos escrever o desdobramento F
como

F(z,y,z,u) = (z, Fa(x,y, z,u),u)
como na prova do Teorema 5.18 para alguma F5.
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Seja Fy(z,y,z,u) = g1(x,y,2) + uga(x,y, z,u). Assim em u = 0 temos ¢;(x,y,z) =
Fy(z,y, z,0). Existem mudangas de coordenadas na fonte e na meta tal que (z, g;(z,y, 2))

pode ser escrita na forma (z,xy + y* & 22). Estas mudancas de coordenadas nos dao
F(z,y,2,u) = (v,2y + y' £ 2° + ugp(z,y, 2,u),u)

para alguma gs(x,y, z,u).
Como a aplicagao rabo de andorinha é 4-determinada, podemos trabalhar no

JY(x,y,z,u), isto é, ndo temos que considerar os termos de grau maior que 4. Agora
7t (uga(z,y, 2, 1)) = ayuy’® + alz, z, w)uy® + Ba, 2, u)uy + i (z, w)u + Yoz, 2, u)uz

que nos da

JAE (2, y, 2,u) = (z, 0y + y* £ 2% + ayuy® + auy® + Buy + yu + yuz, u),

onde a, 3, 7 sao fungoes de x, z, u e y; é fungao de x, u. Com a mudanca de coordenada

y=Y — % na fonte obtemos

2

: 3a > _
JAE (2, y, z,u) = (z, 0y +y* £ 22 + (au + ?luz)y2 + fuy + 1w+ youz, u)

revertendo para y novamente.

Uma mudanca de coordenada na meta
(K, T,W)+— (K, T — Wy (K,W),W)

remove o termo 7 (z,u)u, e a mudanga na fonte z = Z — uys(x, z,u)/2 remove o termo
uz7y,, onde possiveis termos que possam aparecer podem ser igualmente eliminados. O
termo [Buy pode ser eliminado com mudancas na meta se 3 = z'u’, senao 3 = Z3 e entao

podemos fazer a mudanca de coordenada Z = z — uyé /2. Assim
JUF(z,y, 2,u) = (2, 2y + y* £+ 22 + (qu + Ou?)y?, u),

onde # é uma nova constante para u%y?.

Lembrando que a(x, z,u) tem grau 1, temos que

JUF(x,y, z,u) = (z, 2y + y* £ 22 + (agwu + aszu + agu® + asu + 0u?)y?, u)
que por mudancas de coordenadas na fonte é equivalente a
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onde ¥(u) = (ay + 0)u?® + asu.
Aplicando o Teorema 1.15 temos que o desdobramento F' é versal se, e somente se,

¥(0) £ 0.
Agora

Y= {(z,y,0,u);x + 4y + 2¢(u)y = 0}.

Da equagao para X! temos x = —4y> — 2¢(u)y. Entao

Flsi = (=49 — 2¢(u)y, —3y* — ¥ (u)y*, v).

Y11 ¢ o conjunto singular de F|s: entao

S = {(2,y,0,u); 6y + ¢(u) = 0}.

Logo %! é uma curva regular em (0,0, 0, 0) se, e somente se, 1'(0) # 0. [ |
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Capitulo 6

Contato com planos

6.1 Introducao

Neste capitulo consideramos o contato de hipersuperficies com planos. Neste caso temos
uma familia a quatro parametros de aplicacdes IR3,0 — IR? 0. Seguimos os mesmos
passos de Bruce e Nogueira em [16] e de Nogueira em [39], onde o contato de superficies
em IR* com planos foi estudado. Bruce e Nogueira definem a familia de projecoes em IR?

COINoO:

IM: R*xG(2,4) — IR?
(p,u) — (< pa><pb>)

onde a e b sao vetores linearmente independentes (os quais podemos supor unitarios) que
geram o plano u € G(2,4), e G(2,4) é a Grassmaniana de 2-planos em IR*. Observemos
que o plano ortogonal a u é o nicleo da aplicacao II.

A principio nos parece que esta familia é de seis parametros. Mas foi mostrado em
[39] que II,, ndo depende dos vetores a e b, e sim do plano u. De fato, dado dois pares de
geradores a, b e a’, b’ do plano u, podemos escrever a = aa’ + b’ e b = va’' + 6b'. Entao:

(<pa><pb>)=(a<pd>4+0<pb >~v<pad>+5<pb >).

Denotando por U,V as coordenadas do plano u e fazendo a mudanca de coordenadas

temos
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(<pa><pb>)~(ad—By)(<pad > <pb>)

Como «ad — By # 0, pois a e b sao linearmente independentes, temos que

(<p,a><pb>)~(<pad><plb>).

Portanto II, depende somente do plano u, isto é, a familia II de IR* x G(2,4)/~ é de 4
parametros.

Restringindo agora a aplicagao Il a hipersuperficie M, obtemos uma familia de
aplicacdes I1 : M x G(2,4) — IR? que mede o contato de M com planos em IR*. Mais
precisamente, dado u € G(2,4), a aplicagao II, quando restrita a M mede o contato entre
M e o plano que é o complemento ortogonal do plano w.

Seja p € M, por mudangas de coordenadas sempre podemos identificar p com a origem
e fixar coordenadas locais (x,y, z,w) em p = (0,0,0,0), tal que o eixo-w seja normal a
M em p, e o espago-(z,y, z) seja o espaco tangente a M em p. Assim podemos escrever
M na forma de Monge, isto é, como um gréfico de uma fungao w = f(z,y, z), tal que
f=fuo=f,=f=0em(0,0,0). Logo, IT|5; é dada por:

IT: M xG(2,4) — IR?
(9,2, f(z,y,2),u) — (<(z,9.2 f(z,9,2),a> < (x,y,2 f(,y,2),b>)

O ponto p = (0,0, 0) é singularidade de 1I,, isto ¢é, o rank de D,II nao é méximo se, e
somente se, o ortogonal de u estd contido em 7, M, pois o ortogonal de u ¢ o nucleo de II,
e a dimensao de 7T,,M e do ortogonal de u sao respectivamente, trés e dois. Temos entao
uma singularidade de corank 1, ou seja, a dimensao da imagem de II é um. Sendo assim
os vetores geradores do plano de projecao singular u devem ser tomados como um vetor
a do espago tangente e um vetor b normal a M em p. Podemos entao fixar o vetor b que
pode ser escolhido como o vetor unitério (0,0,0,1). Como o vetor gerador a pertence ao
espaco T,M =< (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0) > entdao a = (as,az,as,0). Neste caso,
podemos parametrizar todos os planos de projecoes singulares pela esfera S?, assim cada
plano de projegao singular serd gerado por um vetor de S? e pelo vetor (0,0,0,1).

Daremos agora, uma forma simples para a familia de projegoes. Escolhemos um plano
fixo, ug, gerado pelos vetores a = (1,0,0,0) e b = (0,0,0,1). Os vetores (1, ay,31,71) e
(la, B2, Y2, 1) geram todos os planos perto do plano ug. Para facilitar as contas, pode-
mos pegar outros representantes destes planos, por exemplo, os vetores (1, /,71,0) e

(0, B2,v2,1). Sabemos que vetores da forma (1, 81,71,0) e (0, 82,72, 1) s@o vetores linear-
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mente independentes entao sé precisamos provar que sempre existem vetores desta forma
que pertencem ao plano gerado por (1,ay, 31,91) e (i, B2,72,1). Para isto, basta tomar

&S =86 =1/(1—am), & =—7/(1—an), e =—ay/(l—ayn). Entao teremos
51(17 &175177_1> + 52(d27 6_2; V2, 1) = (17 (071 - 7162)/(1 - 0227_1>7 (61 - '7—1'7_2>/<1 - d271)7 0)7

&3(1, a1, B1, 1) + Ealz, B2, 72, 1) = (0, (B2 — o) /(1 — ), (72 — Buciz) /(1 — i), 1),

onde (1 — any1) # 0 pois as e 71 sao valores préximos do zero. Entdo, o plano gerado
por (1,an, B1,91) e (aa, B2,72,1) é também gerado pelos vetores (1, 31,71,0) = (1, (a; —
182)/(1=aom), (Bi—717) /(1= @71), 0) € (0, B2, 72, 1) = (0, (B2 — ddn) /(1 —aaTn), (T2 —
Bra) /(1 — aph), 1).
Logo a aplicacao II restrita a M pode ser reescrita, na vizinhanca da origem, como:
II: R®x R* — RR?
((z,y,2, 01,7, 82,72) = (24 by +mz By + 12z + f(2,9, 2))

Obtemos as condigoes necessarias e suficientes para que II,,, tenha singularidades
simples genéricas de codimensao menor ou igual a 2. Estudamos os tipos de singularidades
que podem ocorrer em um ponto de M variando o plano de projecao. Mostramos as
condicoes para que a familia IT seja um desdobramento versal das singularidades de A.-

codimensao menor ou igual a dois de IL,,.

6.2 As singularidades simples de codimensao < 2 da
projecao em planos

Fixando wuy gerado pelos vetores a = (1,0,0,0) e b = (0,0,0,1), temos 1L, (z,y,2) =
(z, f(x,y, 2)), um germe de corank 1 de uma aplicacio IR*,0 — IR? 0. Observemos que
as singularidades de II nao sao alteradas por mudancas de coordenadas na fonte e na
meta. Portanto, estamos interessados nas A-érbitas de germes de IR*, 0 — IR?, 0.

As singularidades que podemos esperar dos membros da familia I sao as de codimensao
< 4, que é a dimensao do seu espaco de parametros. Este fato é uma consequéncia direta
do teorema de transversalidade de Montaldi [37], pois a familia II é A-versal. Estas
singularidades sao listadas nos Teoremas 5.2 e 5.4.

Para nossa tese, devido a complexidade das contas, restringimos-nos ao estudo da
geometria das singularidades simples de II, de codimensao < 2. A proposicao a seguir

mostra as condigdes sobre os coeficientes da expansao de Taylor de f em (0,0, 0), quando
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I1,, = (z, f(z,y, z)) tem as singularidades de A.-codimensao < 2 listadas no Teorema 5.2.
Para simplificar as condigoes, vamos considerar os novos coeficientes de f, na projecgao,
apdés a mudanga de coordenada z = z — i(%x + agy), necessaria para escrevermos o
2-jato de f como ayx? + asy® + azz? + auxy, onde az # 0. Escrevemos entdo o 7-jato de
f como:

() = a12® + agy® + azz? + agwy 4+ biw® + by + bawy? + byy® + bsyz + beyz? + by +
b 22w +bgzw? +bioxyz + 12t + oy + s’y + ey syt 4 coyPz F ery? 22 4 cgy 2 gzt +
C102°T + c11222% 4 10223 + c1302%y 2 + crazy?z + 5y 4+ dia® + doxty + dsxPy? + dyx®yd +
dsxy* + dgy® + drytz + dgyP2? + doy?2® + diozty + din2° 4 digzte + disz?2 + digads? +
disvtz + digxPyz + dira®y?z + digayz? + digry? 2 + dogryPz + dorxyz® 4+ e 28 + eax®y +
estty® + eaw®y® + eszyt 4 esry® + ery® + esy’z + eoyt2? 4 e10y’2® + eny?2t + erny® +
1328 + enux2® + esx?2t + e16732% + errat2? + e137%2 + ergrtyz + ea0r3y?z + ea1xdyz? +
e ?Y? 2% + €031y 2 + e0a 1’y 2 + eosrytz + eopryzt + ey 2 4 easwyP2® + fra’ + foxby +
fs2®y® + far*y® + fs2%y* + for®y® + fray® + fay" + forlz 4 frox®2? + frats® 4 fror2t +
f18072° + frax2®+ fis2" + fisy® 2+ froy® 22 4 fisy 22+ froy® 2t 4 faoy? 2’ + fary2® + fax®yz +
fasthyPz+ faartyz® + fos®yP 2+ fosr®y?2? + frradyz® + fosw?ytz 4 faox®y? 2 + fronyP +
fa2®yzt + faowy®z + fazay?2® + faaxy®2® + faszy®et + fasayz®.

Na prova da proposicao a seguir usamos a k-determinacao de cada singularidade, que

sao dadas em [45] e [46].
Proposicao 6.1 A projecao ortogonal 11, tem as sequintes singularidades:

3 & ay=0,a3#0,a4#0,b4 #0 ;

49 & ay=ay =0, a37é0,b47é0,b§—3b2b47é0;

43 & ag=ay =03 —3bby =0,a3 # 0,by # 0, —5dcaazb] + 27bigbob} + 8bicsaz
—2b3b2 — 9b3b3b3, + 36bsbiczaz — 18b3b3bsbg + 9b3babigbs — 18b2bschasz # O;

5 & ay=0b;=0,a3#0,a4 #0,4azcs — b} #0;

6 << ay=>by=0,4a3c5 — b2 =0, bgb? + 4dga3 — 2cgbsaz # 0,

—380b3a3b2bs — 1520b2aicab? — 288aiciajer; — 60a3b2bib; + 36c2bia3a? + 144d2biaia? +
5120d2aSciay — 6080b3aSd2 + 36aicias — 28a3babs + 576e2aSai + 9b2bea3 — 3040b3aibsbids +
152002a3bsb3ce — 120b3adbgbiasci + 96bzazbibiasce — 24b3a3b§b§a4 + 96b3a§bﬁb§e7a4 —
12bzazbsb2bras + 24bzaibebicra, — 48bzaibebidra, + 6080b2a3dscebs — 96bzajdgasci +
192b3aidsascebsbs — 96bsasdsasb2b? + 384bzaSdgeray — 48bsaddgbrbiay + 96bzasdgerbiay —
192bza3dgd7bsay + 48b3a§cgb5a4 — 192bsaicebseray + 24b3a§cﬁb§b7a4 — 48b3a§c6b§C7a4 +

96bzazcebidray - 16a3ciaibebs - 104a3cia3bib? -
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156a3c2asbsb? + 184aiciaicrb? — 112a3ckajdsbs + 12a3csasbibd + 576aicgazbsbser +
216a3csasbsbib; — 240a3csaibsbicy + 96a3csasbsbid, — 288a3bzbieras + H56aibibicras +
16aib§b§d7a3 144e7a3a4b7b3+288e7a3a4c762 576e7a3a d7b5—361)7bgaZc7a3+7Qb7b§aZd7a§—
144crb3a3aidy + 320b2bicsasal — 1280bsb3dgasbipas + 2560bgb2 dgascsas + 640bgbicsaibioay —
12800bsb3csasciay — 2560d2a3b10bsay + 2560dgajzceb2bioay —
5120dga3cebscaas — 640c2b3adbipas + 1280c2b2ascaay — 160a3b2b3bioas — 1024 fsaSaids —
256a4c6a§b6d6 + 512a%cgaldrds — 256a3b3bidsa3 + 512a3ceaibibsds — 512aicﬁa§c7b5dﬁ +
384azceasbrbids — 512a3bgbsdrasds + 512a3bsbicradds — 384a3bgbibrdsal + 32cgb3azalbs +
128cgbiasadds — Gdcgbiadaics — 64dgbiaiaibs — 256dgbiajaids + 128dgbiadaics —
256 fasaibeb? + 512 fgajaicebs + 128e14b3a3atbs + 512e14bsa3aids — 256e14b2aja3cs # 0;
115 & ay=a4=>by=0,a3#0,b3#0, dagcs — b2 # 0, 4csaz(2by(2csa3 — b2) + bighsbs)
—8csazcabs + biby — b3b1gbs + 2b3cybzaz + bebibi + 4dgb3a3 — 2cebsbiasz # 0.

Prova: Dada II,, = (z, f(z,v, 2)), usamos o Maple para fazermos mudancas de coorde-
nadas na fonte e fizemos também mudancas na meta para tornar (z, f(x,y, z)) equivalente
as formas normais do Teorema 5.2. Assim, descobrimos as condig¢oes sobre os coeficientes
da expansao de Taylor de f para identificar as singularidades dos tipos 3, 44, 43, 5, 6 €
115.

Para dar uma idéia dos calculos, faremos o caso 45. Os outros casos sao analogos.
Denotaremos o k-jato de f por F'k. Como 45 é 3-determinada entao podemos trabalhar
com o seu 3-jato. Os termos dependentes s6 de x podem ser eliminados com mudancas de
coordenadas na meta usando a primeira coordenada de (z, f(z,y, z)). Nestes casos temos

que ter az # 0. Temos entao no Maple:
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>F2:=a2%y?+a3*22 +ad*xxxy:

SF3:=02%a2xy+b3sxxxy? +bd*yS +b5xy2xz+b6xy*22+b7%2° +b8x22xx+b9x2z%a +bl0*xx*y*2:
Vamos achar as condigoes sobre os coeficientes ai, bi e ci para termos singularidade 42.

> q:= collect(F2 + F3,[z,y,2]) :

Para sumir com 2

* 2

> g := collect(m, [z,y, 2]) :

> mtaylor(subs(z = Z — coef f(coef f(coef f(q,x,2),y,0),2,1) * x2/(2a3), q), [z, v, Z],4) :

Para sumir com y2 * z:

> g := collect(m, [z,y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(Z = z — coef f(coef f(coef f(q,z,0),v,2), Z,1) xy?/(2a3), q), [x,y, 2], 4) :
Para sumir com x * y * z:

> q := collect(m, [z,y, 2]) :

> m := mtaylor(subs(z = Z — coef f(coef f(coef f(q,x,1),y,1),2,1) xx xy/(2a3),q), [z, y, Z],4) :
Para sumir com x * z2:

> g := collect(m, [z,y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(Z = z — coef f(coef f(coef f(q,2,1),y,0), Z,2) xx * z/(2a3),q), [z, y, 2], 4) :
Para sumir com ¥ * z2:

> q := collect(m, [z, y, 2]) :

> m := mtaylor(subs(z = Z — coef f(coef f(coef f(q,,0),y,1),2,2) xy * Z/(2a3),q), [z,y, Z],4) :
Para sumir com 23:

> g := collect(m, [z,y, Z]) :

> m := mtaylor(subs(Z = z — coef f(coef f(coef f(q,z,0),4,0), Z,3) * 22/(2a3),q), [x,y, 2], 4) :
> q := collect(m, [z, y, 2]) :

Precisamos que o coeficiente de y? seja igual a zero, sendo teremos dobra:

> cfy2 := coef f(coef f(coef f(q,x,0),y,2),2,0) :

> s:= subs(cfy2 =0,q) :

Precisamos que o coeficiente de x x y seja igual a zero, sendo teremos singularidade do tipo 3:
> g := collect(s, [z,y, 2]) :

> cfay := coef f(coef f(coef f(q,z,1),y,1),2,0) :

> s:= subs(cfzy = 0,q) :

Para termos ldbios/bicos, precisamos que o novo coeficiente de y3 seja diferente de zero.

> cfy3 := coef f(coef f(coef f(q,=,0),y,3),2,0) :
b4

Portanto, para sumir com zy? podemos fazer:
> mitaylor(subs(y = Y — coef f(coef f(coef (q,2,1),y,2), 2,0) * x/(3b4), s), [, Y, 2], 4) :

1 b32 )
322 + (b2 — = —)Yz2 +b4Y3
adz" 4 (02— Ve +

Os coeficientes da equacio anterior devem ser distintos de zero para termos lédbios/bicos. E os novos coeficientes de y? e de

z * y devem ser nulos:
> simplify(cfy2);

a2

> simplify(cfzy);

a4
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6.3 Estratificacao do espaco dos planos singulares

Como vimos anteriormente, um plano de projecao singular v em p € M, pode sem perda de
generalidade, ser gerado por um vetor a de S? mais o vetor (0,0,0,1). Entao estes planos
podem ser identificados com a esfera S?. Vamos entao estudar os tipos de singularidades
de IL,, para u € S2.

A hipersuperficie é dada localmente em p = (0,0,0) por (z,v, z, f(x,y, z)). Podemos
fazer uma rotagio tal que j2f = a12® + asy® + azz?, e entdo teremos que as curvaturas

principais em p sao k; = a;/2, i =1,2,3.

Proposigao 6.2 Sejam M dada localmente como (x,vy, 2, f(x,y,2)), onde j2f = ayz* +
asy® + azz? e u = (ay, as, a3) € S?.

(1) Sobre um ponto eliptico de M a projecao 11, : R3,0 — IR%,0 tem singularidade do
tipo dobra em qualquer direcdo de S*.

(2) No ponto hiperbdlico genericamente temos dobra exceto em dois circulos onde em cada
circulo a singularidade é do tipo cuspide a menos de 0,2,4,6,8,10 ou 12 direcoes onde
ocorrem singularidade rabo de andorinha.

(3) No ponto parabdlico (supondo sem perda de generalidade ko = 0) genericamente temos
dobra, mas no circulo dado por as = 0 em S? temos singularidade 45 exceto em 0 ou 2
dire¢oes onde temos singularidade 43. Além disso, se kiks < 0 temos 2 dire¢oes sobre
este circulo onde a singularidade é nao stmples, genericamente do tipo Nj.

(4) No ponto umbilico parcial genericamente temos singularidade do tipo 45. Temos 0O
ou 2 circulos com singularidade 43; 0, 1 ou 3 circulos com singularidade do tipo 115; 0,
4 ou 12 diregoes onde a singularidade € do tipo 16 e na dire¢ao dada por (0,1,0) temos

singularidade do tipo Nis.
Prova: Seja a = (aq, ag, az) € S Vamos dividir o estudo de S? em trés casos:

(a) quando a; # 0, podemos tomar as direcoes (g, as, a3) que representam S? menos

o circulo de diregoes (0, o, a3);

(b) quando oy = 0 e ay # 0 entao podemos tomar as diregoes (0, g, arg) que representam

o circulo de diregoes que falta em (a), menos a diregao (0,0, ag);
(¢) quando oy = ay = 0 e a3 # 0, que representa a dire¢ao que falta em (b).

Para o caso (a), a projecao Il = (< (v,y,2, f(7,y,2)),a >, < (2,¥,2, f(2,y,2)),
b>) = (qxr+ asy + asz, f(x,y,2)), onde a = (a1, a9, a3,0) e b = (0,0,0,1). Fazendo a
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mudanca de coordenada X = ajx + asy + asz, temos Il = (z, f((x — oy — a32)/aq,y, 2),

ou seja,

. 1
j2H = (a, ?(almQ—l—(aga%—I—(zla%)yQ—i—(alag+a3a%)z2+2a1a2a3yz—2a1a3xz—2a1a2xy)). (1)
1

Analisando a parte quadratica q(y,z) = ((aga? + alad)y® + 2a1a003yz + (103 +

aza?)z?) /ol temos

Qyy Ay 1 2 2 2
= —4—(azazai + a1aza; + a1az03).
a7
Qyz Qzz

Ou seja, a quadratica ¢ é degenerada se, e somente se,
H 5 2=0 11
asaza + ajasas + ajasa; = 0. (1)

Para o caso (b), ou seja, usando as dire¢oes (0, ag, az) com ay # 0, a projecao, apds

fazer a mudanca de coordenada Y = asy + aszz, é igual a (v, f(z, aiz — 922z,z)) cujo
segundo jato é
5 Ay 5 20503 a3 + azai
(y, a2 + —y° — —5—yz + 5 2%). (I11)
@3 @3 @3

Para o caso (¢), ou seja, projetando na diregao (0,0, a3) com ag # 0, a projecao II é
(z, f(z,y, (%32)) com o 2-jato igual a
(z,a12° + agy® + a—:;zQ). (IV)
az
(1) Para o ponto eliptico em qualquer diregao de S? a projegao tem singularidade do tipo
dobra, pois aj, as e az tém os mesmos sinais. Neste ponto, sempre que (o, s, a3) #
(0,0,0), para o caso (a) temos que (IT) nao vale, ou seja axaza? + ajazas + ajasai # 0,
e entdao IT ~ (z,y? + 2?); para o caso (b) temos que a; # 0 e asa3 + aza3 # 0, e entdo
por (I11), IT ~ (y,x? £ 2?); e para o caso (c) temos que ajay # 0 e portanto por (IV),
I ~ (z,2? + y?) (ver Figura 6.1).
(2) Vamos supor que p é um ponto hiperbdlico. No caso (a), se (I1) nao estd satisfeita
sabemos que a singularidade é do tipo dobra (z,y? 4 2?). Vamos supor entao que (I1)
estd satisfeita. Neste caso a equagao (/1) determina um cone (que chamaremos cone das
cispides) na origem. Portanto, teremos dois circulos de dire¢oes (podemos considerar sé
um destes circulos, pois o outro é o seu simétrico e determina as mesmas diregoes), que
sao determinados pela interseccao do cone com S?, onde a singularidade é pior que dobra.

Sem perda de generalidade, podemos supor que o coeficiente de z? é diferente de zero,
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Dobra em qualquer direcao

Figura 6.1: Ponto eliptico

ou seja, ajai + azat # 0 (j4 que neste caso nao podemos ter simultaneamente os novos
coeficientes de yz, y? e 2% iguais a zero, sendao o ponto seria parabdlico), e entao a parte

quadrética ¢(y, z) é um quadrado perfeito:

a a3 + aza? RUCT

2
2 2 Qy) .
Q7 a 103 + azaf
Podemos fazer a mudanca de coordenada z = z + %y e entao teremos
3 1
2 2

-2 _ araz+azoy 2 2aja9 _ 2a1a: _ _aioma : :
g0 = (z, T E = Stay — S x(z 4a1a§+a3a%y))' Precisamos que o coeficiente

de zy seja diferente de zero para que a singularidade seja genericamente uma cuspide,
e isto ocorre se, e somente se, ajazay # 0. Mas isto é sempre verdade pois, o ponto é
hiperbdlico. Vejamos, se o novo coeficiente de xy fosse zero, terfamos ap = 0, e entao (11)
e a103 + aza? # 0 implicaria em ay = 2ky = 0, que é absurdo. Entao, quando (I7) estd
satisfeita, nos pontos hiperbélicos podemos sempre reduzir o 2-jato de IT a (x, xy + 2?).
Vamos agora, analisar o novo coeficiente de y>. No caso (a), isto é quando a; # 0, pode-
mos fazer a; = 1 e ficamos com um polindmio de grau 6 em s, ag:

biai — 2a103b3a3 — arazasboai — ataiasby + baadal — 2aiadasbsas + alaiaszbioas —
ajagasbs — ajazaebsal + ajaiasbaal — a%a§a2b3a3 — ajaiasbgas + b4a%a§a3 + ajazasbia’
+adazasbs + alaiasbsaz — biasal — byasai + byatal + 3bsaya3al.

Logo sobre o circulo (curva de grau 2 dada pela intersecgao do cone e S?) teremos
0,2,4,6,8,10, ou 12 diregoes (dadas pela intersecao da curva de grau 2, dada pelo novo
coeficiente de y? igual a zero, com a curva de grau 6 dada pelo novo coeficiente de y? igual
a zero) onde a singularidade pode ser do tipo rabo de andorinha. Nas outras dire¢oes
deste circulo, isto é onde o polinémio de grau 6 dado acima é diferente de zero, teremos
sempre uma cuspide. Vamos analisar o caso (b), ou seja, a proje¢ao na diregao (0, as, a3)

com g # 0. Se koks > 0 teremos sempre dobra, pois novamente, o novo coeficiente de 2>
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é diferente de zero. Mas se koks < 0, teremos dobra exceto em duas direcoes onde o coefi-
ciente de 22 é nulo, ag = + %320‘% Neste caso, estas direcoes estao sobre os dois circulos
que sdo a intersecao do cone dado por (I7) com S?. Nestas dire¢oes genericamente temos
singularidade do tipo cuspide, como ja vimos anteriormente. Para o caso (¢) temos que
aras # 0 e portanto IT ~ (z, 2% & y?)(ver Figura 6.2).

Cu’spideamenos de0,2,4,6,8,

10 ou 12 diregoes com singula-
ridade rabo de andorinha

Dobra

Cu’spi deamenosdeO, 2, 4, 6, 8,
10 ou 12 diregoes com singula-
ridade rabo de andorinha

Figura 6.2: Ponto hiperbdlico

(3) Vamos supor agora que p é um ponto parabdlico. Sem perda de generalidade, podemos
supor que k; = %2 = 0. Vamos ver o que acontece no caso (a). Se (/1) nao estd
satisfeita entdo teremos sempre singularidade do tipo dobra. Agora, suponha que (I7)
estd satisfeita. Neste caso, a equagao (II) determina um plano que contém a origem.
Portanto, teremos um circulo de direcio determinado pela intersecao do plano com S2,
onde a singularidade é pior que dobra. Como ay = 0, entao por (I1) teremos que ay = 0,
conseqiientemente temos que os novos coeficientes de y? e de yz sao nulos. Sem perda,
de generalidade, podemos fazer or; = 1. Supondo que o novo coeficiente de 22 é distinto
de zero, ou seja, aja3 + a3 # 0, e que o novo coeficiente de y?, by, é diferente de zero,
apds mudangas de coordenadas temos que j° f = m(?ﬂ%a%bm{; — a3aib? — bja3 +
3b4b9a3 —2a3a1bsbzaz +3azarbybioaz) vy +bay® + (a103 +as3)2%. Ou seja, genericamente, no
circulo dado pelo plano a, = 0 intersecao com S?, temos singularidade 4,. Se o coeficiente
de 22y for nulo teremos singularidade do tipo 43, e isto acontece em 0 ou 2 direcoes deste
circulo. Por outro lado, se o coeficiente de 22 for nulo, e isto acontece em duas direcoes
(1,a3) com a3 = + 3 se ajaz <0 (isto é k1ks < 0), teremos o dois jato da projegao
equivalente a (z,xz) e portanto a singularidade serd genericamente do tipo N;. Para o
caso (b), onde oy = 0 e ay # 0, com ay = 0, temos j%II = (y,a12* + azz?). Logo a
singularidade é do tipo dobra ja que ajaz # 0. Para o caso (c), se a; = 0, temos que

7 = (2,122 + %zZ), entao genericamente teremos a singularidade 45 ja que a; # 0 e
3
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2? pode ser eliminado com mudanca de coordenadas na meta (ver Figura 6.3).

<
a,a;>0 a, a3<0

Dobra Dobra
0 ou 2 diregdes com R i 4%
- singularidade 4, B A o
sobre o circulo 2 direcoes com
singularidade
nao simples

sobre o circulo

Figura 6.3: Ponto parabdlico

(4) Vamos ver o que acontece se o ponto é umbilico plano parcial. Suponha sem perda de

generalidade que a; = az = 0 com ay # 0. Apds a projegao com «; # 0 e apés mudangas de

(bgar1 —3b1ax3) bgaZ+3b1a2—2bgazan
3
o

2
rz+ ag{,

coordenadas teremos (x, asy*+ xz2+ai§(—bl&§ —bgazad+
boa3ay + brad)23). Se o coeficiente de 23, for diferente de zero, entao teremos uma singu-
laridade do tipo 45, basta fazer a mudanga de coordenada z = Z — coef(x2%)x/3coef(z?).
Apés esta mudanca de coordenadas para eliminar x2% temos que o novo coeficiente de z2z
é nulo se, e somente se, (—3b1bg +b3) a3+ (9b1by — bobs ) vy vz + (b3 — 3bgb7 ) v for nulo. Tere-
mos entao 0 ou 2 planos de solugdes, que passam pela origem (ay, ag, ag) = (0,0,0), para
esta equacao. Cada plano intercepta a esfera de diregoes em 1 circulo, ou seja, nas direcoes
destes circulos teremos singularidade 43 (ver Figura 6.4). Mas se o coeficiente de z3 for
zero, teremos 0, 1 ou 3 planos de solugdes que também passam por (aq, ag, ag) = (0,0, 0).
Cada plano intercepta a esfera de dire¢oes em 1 circulo, onde a singularidade é do tipo
115. Se tivermos também o coeficiente de zz? igual a zero, onde temos 0 ou 2 planos
cortando a esfera S2, as interseccoes destes dois circulos com os circulos resultantes do
coeficiente de 2 igual a zero, nos dao genericamente, 0,4 ou 12 pontos onde a singular-
idade é do tipo 16. Para o caso (b) onde oy = 0 e ay # 0, se tivermos também ag # 0
entao 7311 = (y, agaz? /a3 + (3b1bs —b3)xy? / (3b1a3) +b12?), ou seja, teremos singularidade
do tipo 4. Se a3 = 0 entdao j2f = 0 e entdo teremos genericamente a singularidade nao
simples N15. Observamos que neste caso o plano ortogonal a u =< (0,1,0,0),(0,0,0,1) >
é o plano de diregoes assintdticas. Para o caso (c) temos a singularidade do tipo 4, ja que
o segundo jato da projegao ¢ equivalente a (z, y?).

Portanto, fora de 0, 1 e 3 circulos referentes ao coeficiente de 2% igual a zero e de 0 e 2

circulos referentes ao coeficiente de x2? igual a zero, teremos a singularidade 14bios/bicos
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exceto na diregao dada por (0,1,0) onde temos a singularidade Nj,. Isto é, exceto nos
dois pontos (0,1,0), (0,—1,0) e fora de 0, 1, 2, 3, ou 5 circulos da esfera acontece a

singularidade 4. |

12

EmO, 1, 2, 30u5circulos de S°
podem acontecer singularidades

dotipo4,, 11, ou 16

Figura 6.4: Ponto umbilico plano parcial

6.4 Desdobramento versal das singularidades simples

de codimensao < 2

Nesta secao, procuramos as condicoes sobre os coeficientes da expansao de Taylor de f,
para II ser uma deformacao versal de 11, = (z, f(z,y, 2)), nos casos em que IL,, possui
uma singularidade simples de codimensao < 2.

A familia de aplicacdes projecoes de R* — IR* II : M x G(2,4) — IR* é uma

deformagao da aplicagao IL,, = (z, f(z,v, 2)). Em coordenadas locais

H(.Q?’y,Z,U,) = (9‘7 + 512/ +712752y + Y2z + f<x>y7 Z)),

onde a = (1,01,7,0) e b = (0,53,72,1). Fazendo a mudanga de coordenada X =
x + By + 71z, teremos TL, (2, y, 2) = (2, Boy + 722 + f(x — Sy — n2,y,2)). Portanto

H’Yl: (07 _Zf$>7 Hﬁlz (07 _yfw)v H’m: (07 Z)? € H/@z: (07 y)’

Temos entao o seguinte resultado:
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Proposigao 6.3 A familia de aplicacoes projecoes 11 € um desdobramento versal das
singularidades simples de codimensao < 2 quando:

45 : sempre;

43 p= bgb5(27b1bi — bg) 7& 0,’

51 sempre;

6 & b5(2(a3b366 — CL4CL307) + 3b5a4b7)(2a3(2d6a3 — b506) + bgbﬁ) # 0e (b(ai, bz‘, C;, Gy €4, f,L)

7 0;

115 <~ —8&305b3b10 — 4&305b5b2 + 4&3()%66 + 6a3€4b5bg + 3bgb2 — 4b5b§b(5 — blobgbg 7é 0.
Onde a expressao do polinomio ¢ € igual a
—280a3a4b8b2biocs — 1120a3bsdebsaibibio — 2800a3bebzasblbiocs + 2240a3bgbzaibidreg — 1008adbgbzalbiceea —
2240a3bgdsaibibiocs — 112a3bsalbicics + 112a3bsaibldrcs — 1344aibsaibicrer +2800a3bsasbdcZbio — 1904aibsaibdcdr —
1344a§b3b§a207e7 + 784a§b3aib§0304 — 672a§b3aibgd$ + 268811%1136%070637 + 448a§aib§d7cac4 — 1344a§b%a2b‘5164 +
2688a3bsb3drajer —4032a3bsasbicier — 1344adbsaibibiocs — 1344asbsalbicaer +560aibsbsasbibio —5600aabsbsalbidrcs +
1344a3bsbsaibd ceer +5600aibsbsasblcscs —1680a3dgaibl csbs —672a3bsa2bRbidr —5600adbsdsalblbs —1120a3bsdsatbids —
560a§b6b3aibgel4 - 1400a§b§b3a4b264 + 1400a§bgb3aﬁbgd7 + 1344agb§a3b20667 + 952agb6aibgel4c6 + 168agb6aib206d5 +
728a3bga}bicidr + 3920adbedgalbRcis + 3360a3bZdsbidral — 280adbeasbfbics — 560addsalbcrbio + 1680a3dsaibidrbr —
840a3dsajbicscs + 6440a3dsalbicebs — 1680aidsaibibres + 336a3bzabScres — 1120a3bgaiblceds + 1008adbzalbicrdr —
392a3b3aZb3c2bio + 1008a3bsaibIbrer + 336a3bzabSdrbio — 280a3a3bdrbioce — 1008a3aibicebrer — 2240a3b2dsalbics —
784a§a2b55’0706047672a§a3b§07d706+1792a§aibgc§cl47224aib207b27336a§aibg07d8+140a§baaibgdﬂiw+280a§b6a3bgel5+
84a3b3a3b§b7b10 — 84a3a2b§b7c14 — 280a3a2bgcgcg — 10a§aﬁbgclscs + 168a§a§1bgd7bg + 168a§a3bgcgc(25 + 168a§a2bgb7d5 —
168a§aibgb7el4 — 504a§aibgd7cs + 168a§a2b§07cl4 — 1736a§a2bgcgbs + 420a§aﬁbgd966 + 560a§d6aibgcg — 336a§b%aﬁbgel4 —
112a§b6aib206d8 — 1904a§b6aib206014 + 700a§b§b3a4bgb10 + 2240%1)6(12071)?04 + 2800a§b6aﬁbgb205 + 980a§b6aibgb10cg —
140a3bsaibldao — 2800a3a?bSbac? + 336a3aibicds — 336a3aiblerbs +20a3dsaiblcis — 840addsaibldo + 280a3aibSdaocs +
336a3a3bSb10br —336a3a3bSdrcia +336a3aibcrers —336a3aiblcrds —560a3aiblersce — 784adbgbid2al +672a3b2a3b2b10 —
280a3baibl fis + 280adbgaibles + 504aZbgaiblcrdr + 1680aZbsdsajbles + 140a3bsasbib2bio + 560aZbebzalblds +
504a2bsbsa3bSbiocs — 3640a3bsdsaiblbs — 896a3b2bsbaidr + 224aZbZbsaibScs — 840a3b2atbidrce + 672a2bZabcecs +
420a2dga3bSbioby — 2240a3bedebsbidral + 560a3deasbb3bio + 2240a3bsdgaibicsca + 672a3aibIdrds + 1008a3aiblcser —
1120a3a3bicdbio —84agaiblcrbs —112a3b2bzalblbio +252azaiblcscr +168azaibldgbr —420asbgbzalblcs +84aszbsajbSbrdr —
546asbsaibScsce — 210asbZaiblbiocs — 140asbeaibicrbio + 1862asbgaiblbsce — 252asbgaiblbrcs — T00aszbiaibSby —
224a3b3abSca + 462asbZaiblcia — 210azaiblbrbiocs + 168asb3bIdral + Sasbgaibicis — 210asbgatbldy + 56asbZaibSds —
3360a3bsdsajbidrce + 1344aibsabierb? +2240aibsdsbzalbics — 168a2bzalblcrbio 4+ 840a3bsaibScsce — 168a2bzalblbres —
672a2b3a3bSbrdr +672a2a3b8brceea +280a2a3blcrbiocs +168a2atbSbrdres +56a2b2aiblds +168balb2bsbr —42a5bLbrerbs —
126a4bSb7b2cs + 126bfaib2cs + 5600a3bsdsbzaqbibio + 1120a3dsbsalbicebio — 560ajdsaibldao — 672a3bsa’bldres +

b5]

1120a3b3a}bicse14+5040a3dgadbdcibio—6720a3dsa}bicec14+2240a3dsalbi crca+560aidsalbidrbio+11200a3dsaibSbacs —
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3360a3dsatbdrcr+2240aidsbsalbids —672a3bsalberbio—16800a3dsbsaibibrcs —2240a3a3bs crdecebs+336azaibSbbscr+

1050agb2bzbra3bl +952a3a$b3 crbice —168agbsalblb2br+112a3a$b3 c2es —84aZalbibrcd+224a3b8a2b3b2 —336a3a3bibibscs —

1008a§a3b§07c(25b6 — 840a§bga307b7d6 + lGSa%aib?Mcabg — 336a§b3aibgc§ — 896a§aib207bgcgbg — 84a§aibgb7cgb3

1120a3bgaib§cg — 504a3aibgb7bgcgb3 — 56a3a3bgc$b6 -+ 4200,30,3{)?1)70%1)6 + 420a3aibgb707b3 — 168(130,3()2})70706 —

1232a2a2b2b2b3ce + 1568a2a3bib2bscd — 1400a2b2bscra?bl + 1736a2b2atbicd + 1008a2b2aibibr + 1680aZaiblbrbsbsdes

840a2ajbibrbsceds + 336a2balbSbZcr — 4200a2bsbsalblbres + 840a3bsbsbraibl — 2688a3aibibsbscy — 728a3bsa;bich
1344a§b6aﬁb§06b7 + 1120agb§aic$d6 — 336a§aib20706b§ + 4200agb3aﬁbgb7cg + 1120a§aib§07cgb3 + 5600a§b6b3aib20706 —
1680a3aib3crbr + 2240a3b3ajbiceds + 1400a2b3aibcebs — 2240a3ajbicrbids — 280a2b2asblbi + 504a3a}blv? —
7000a3b2bic2a2bs — 1344a3bZalbicr + 8400a3bsdsasbibrbs + 3360a3aib3crbsceds + 840a3bsasblcebs + 1792a3a2bibgbcs —
5600a3bzaibicrcd + 336asaibdbrc? + 1344adaibdceby + 2240a3a2bib2bids — 6720a3bideatb2c? + 1344aibscsaibicr —
56Oa§a4b§c%bg — 784a§aibgb§cg +

672a3b2a2b2b7 — 1680a3bsaibicebr + 1456aibsalbict — 11200a3bsdsbsaibicr + 5600a3bsdsciaibs — 5600a3bsblesbs

+

11200a3bsbsa2b3cd — 1120aibsbsbicral + 2240a3bsabicrcs — 5600ajbzabcg + 11200a3b2b3a2bsceds + 1344a2b2a2bibl

4032a3b2ajb2c2 — 1344a3a2bicrb? + 1120a3b2adbicebs — 1120a3bedebiasbs — 4480a3a2bbsbidses + 2240a3a3b2bebsdsc?

+

1344ajc2aib + 1120a3dgblascebl + 2240a3dbZalcb? — 2240a3dscialbsbs + 22400a3dgbsaibcrcs + 3360a3dsbsalbiby

+

5600a3b3c2b3 + 1400a3b2b8b3 — 112ajclajbs — 4480afaibsdsc? + 22400aSbscsalbsbsdZ + 4480aSbscsalbsbsds

22400a$b2crabsd2 — 3360a3bsb2c2aibs + 4032a5bgciaibs + 16800ajbibra2bsd2 — 1120a3dscga; — 33600ajbedgb2alc2bs

+

1120a3bbiasb3 — 2688ajbsalbicsbd — 22400a$dsbicebi — 4480aSdgbscraib? + 22400a$dsbsbscial — 2240aSb3ascebi +
1344a$b2a3c3b3 — 22400a%d2cZaZbs + 4480aldsasb2b3 + 2240a§cialibsbs + 11200a3bedsbibd + 22400ald2b2bi —
1344alcial — 126a3b8b2bs + 224ajblceby + 42a3b2brbs — 126a5bibrcs + 140bsaibicy + 168b2ajblics — 476bZa3bSbs +
2688a$b2d2a} + 5376alciater + 5376alb2caaler — 5376aSbscsaibser + 11200a$d2bzasb3bio — 22400aSdsbsalbidrcs +
2240a$dsbsalbbio + 22400aSdgbsasbicses + 2688a5b2a2b2d7 + 560aialbics fic + 672a%alblercis — 672a4ab3bres —
224a3a3bidbc+896a3aib3d7?ce+2688aiatbidrbr —672a3a3b3cTbio+1120a3dsatbie1s —5600asaibibsd2+1344a3b2b3drat+
560aiasbibicbed + 672a3a2bib2drc6 — 1120aibsdeaibids + 105bsaibfbrbio — 896aiatbiciers — 1344aialb5idger —

560a3a3b5ces — 672a3aibbtdrers — 336a3a3b53cics + 224a3atb52drcd + 672a3aib5%drds + 2240aS$b3a2b53cees —

2240a$b3a3b52d7ce + 5376aScraib5?er — 2688a$b53caaddr — 2688a5a3b53e7b10 — 1344aSb5dratc — 1344a$adb52cies

4032a3a3b53b7e7 — 4032a3ajb53drcr + 1344a3aib53e14er + 2688a3ciatbber + 22400a]d2b3b5d7a? — 22400ad2b3b5%csay
4480a dgb3b52csa? +4480aldsb3b5d7al —5376a5b52a3erb3? —5376asb5draler —2240a3dsb3a3b53e14 —1120a5dgaqb54b3%cq +
4480a3dgb3a3b5%drcg — 5600ajd2a3b52b10cs — 11200a3deb3asb5icsbl0 + 1344a3b3aZbicser — 1120a3°bgadbicebio —
5600a3°bzadbicies - 1344a35b3a43b2cZer +
1344a35b3ad3b3drer + 5600a3°b3ad?b3cidy — 1344a3°b3ad?bicser — 4032a35ad*bldrcser + 1344a35ad3bicscaer +
5600a3°d2ad3b3c14 + 1120a3°dgad3bies + 2240a3°dgb2d2ad? - 1120a35dgad*b3 fi6 -
11200a3°bdgbsadbics + 1120a3%bgbsbidrad® — 1120a3%bebsad?bics + 2688a3%bgad3b3cecs + 1120a3°dgad3b3dsce —

1120a3°dgbsdrad*c? — 2240a3°dgbicsad®dr; — 2240a3°dsbsad®bicecsa + 1344a3°a43bidrbio — 1344a3°ad3bidser

+
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672a35a43b3c2b10 + 1344a35a43bicrcs — 11200a35d2ad?b3bs + 1120a35dgad?be1sce + 11200a35bsdsbsad?bidy

Prova: Nao apresentamos aqui os calculos para esta demonstracao. A idéia é usar o

Teorema 1.15 e a Observagao 1.17, isto é, devemos mostrar que
FATAT + R{ 1L, s, T, T, | | = J5(E(3,2))

onde k é o grau de determinagao de II,,.

Nos casos 45 e 5 podemos usar os Teoremas 5.18 e 5.20 para demonstrar as afirmacoes
desta proposigao. Suponha IL,(z,y,z) = (x, foy + 12z + f(x — By — 112,y,2)) tal que
IT,, tem singularidade ldbios/bicos na origem. Temos que o conjunto Xy é sempre regular
(isto segue de contas que nao apresentamos aqui) e portanto como no Teorema 6.3, IT é
sempre um desdobramento versal da singularidade ldbios/bicos. Suponha agora que II,,
tem uma singularidade rabo de andorinha na origem. Mostramos que o conjunto 2111’1
¢ sempre uma curva regular e portanto como no Teorema 6.3, pelo Teorema 5.20, II é

sempre um desdobramento versal da singularidade rabo de andorinha. |
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