Exercicios

10.

11.

Em cada um dos casos a seguir, decida se o segmento AA’ corta um dos
eixos, nenhum deles ou ambos. Determine o(s) ponto(s) de intersegao quando
existir(em)

a) A=(-5,3),A"=(-1,-2);
b) A= 2 A =(7 —15)
) A=(=3—1),A"=(42).

Em cada um dos casos abaixo, determine (se existir) o ponto de intersegao dos
segmentos AA’ e BB'. Se os’segmentos nao se intersectarem, decida se eles
pertencem a retas concorrentes, paralelas ou coincidentes.

a) A=(1,3), A'—(Z —1),B=(-1,1),B' = (4,1);

b)Y A=(0,0),A"=(1,1),B=(3,4),B'=(-1,5);
&) A=(1,234), A’ — (0,123),B = (315,18),B’ = (317,240);
d) A=(2,5),A"=(3,6),B=(1821),B' = (40,43).

Um dos vértices do quadrado OABC é a origem e o outro é o ponto A = (2, 3).
Quais sfo as coordenadas dos pontos B e C?

(Observagdo: SEMPRE que mencionarmos um poligono, letras adjacentes in-
dicardio vértices adjacentes.)

No quadrado ABCD, tem-se A = (=1,—-3) e B = (5,6). Quais sao as coorde-
nadas dos vértices C e D7

. Dados A =(0,3) e B = (5,y), ache y de modo que o segmento AB seja paralelo

A diagonal A. O ponto C tem abcissa x e pertence 4 mesma reta AB. Qual é
a ordenada de C?

Responda as perguntas do exercicio anterior com a diagonal A’, e depois com
o eixo OX, em lugar da diagonal A.

Sejam A = (2, —5) e B = (5,—2). D& exemplo de dois outros pontos C, D, tais
que as retas AB e CD sejam perpendiculares.

Tem-se A = (2,5),B =(4,2),C =(3,4) e D = (0,y). Para qual valor de y as
retas AB e CD sio perpendiculares?

ABCD é um paralelogramo. Sabe-se que A = (1,3),B = (2,5) e C = (6,4).
Quais sdo as coordenadas do vértice D? E do ponto M, intersegao das diagonais
AC e BD? _

Se X, é o ponto do segmento AB tal que d(A,X;)/d(A,B) = t, quanto vale
d(A, X¢)/d(Xe, B)?

Sejam A = (a,b) e C = (c, d) pontos diferentes de O = (0,0). Prove que se
O, A e C s&o colineares entdo ¢ = ta e d = tb para algum t € R.



Exercicios

1.

2,
3.

O tridngulo ABC, com A = (—a,0),B =(a,0) e C = (0,y) é equildtero. Quais
sao os valores possiveis de y?

Dados A = (2,5) e C=(—8,2), calcule os cossenos dos dngulos OAC e OCA.

Em cada um dos casos abaixo, decida se o tridngulo ABC tem um &ngulo
obtuso, um &ngulo reto ou se seus trés dngulos sdo agudos:

a) A=(0,0),B=(3,152),C =(~45,1);
¢) A=(2,3),B=(67),C=(310).

Sejam A = (a,0) e B = (0,a), com a # 0. Ache x de modo que o ponto
C = (x, x) seja o terceiro vértice do tridngulo equilatero ABC.

Qual ponto do eixo OX é equidistante dos pontos A = (1,—3) e B =(3,—1)?

6. Sejam a,b,x e y diferentes de zero. Mostre que os pontos A = (x,y),B =

10.

(a+x,b+y) e C=(x—bc,y+ ac) sao vértices de um tridngulo retangulo.

Sejam A = (1,3) e B = (5,7). Prove que o ponto P = (x,y) pertence &
mediatriz do segmento AB se, e somente se, x +1y = 8. A partir dai, ache as
coordenadas de um ponto C tal que o triAngulo ABC seja equilétero.

Sejam O = (0,0),A = (a,b) e C = (c,d). Prove que o tridgngulo OAC é
equilatero se, e somente se,

a’?4+b*=c?+d*> =2(ac+bd).

Sejam A = (2,1) e B = (5,1). Qual é o ponto C de abcissa 3 tal que AC é
perpendicular a AB?

Ainda com A = (2,—1) e B = (5, 1), o ponto P tem abcissa x e AP é perpen-
dicular a AB. Qual é a ordenada de P?



Exercicios

1.

Dado um paralelogramo ABCD, escolha um sistema de coordenadas adequado

2 2 2 2 _
e mostre que AB +B o -‘;—CD2 +DA" = AC +BD" (asoma dos quad.l ados c.los
lados de um paralelogramo é igual & soma dos quadrados das suas diagonais).

O tridngulo ABC é equildtero e seu lado mede 1. Num sistema de coorr:lenadas
em que a origem é equidistante de A, B, C e o ponto C estéd sobre o eixo OY,

quais sfo as coordenadas dos trés vértices?

“Num tridngulo retdngulo, a altura relativa & hipotenusa é a média geométrica
das projegdes (ortogonais) dos catetos sobre essa hipotenusa.” Prove este fato
escolhendo um sistema de coordenadas onde a hipotenusa est4 sobre o eixo OX
e o vértice do angulo reto sobre o eixo OY.

Escolhendo um sistema de coordenadas com origem no vértice A e com o
ponto B sobre o eixo das abcissas, prove que as trés medianas de um triangulo
se encontram no mesmo ponto, o qual divide cada uma delas na razao 2/3 a
partir do vértice correspondente.

Chama-se baricentro de um triangulo ao ponto de intersegao de suas trés medi-
anas. Determine as coordenadas do baricentro do tridngulo ABC nos seguintes
casos:

a) A=(1,5),B=(3,2),C=(2,4);
b) A= (X],l.}]), B = (X2>y2)7 C= (X3,1Js)-

Se, no tridngulo ABC, as medianas que partem dos vértices A e B sdo iguais,
prove que os lados AC e BC s&o iguais, logo o tridngulo é isésceles. [Escolha
um sistema de eixos no qual A = (a,0), B=(b,0) e C = (0,c).]

Vérias vezes, nas paginas anteriores, foi citada e usada a propriedade de que
as diagonais de um paralelogramo cortam-se mutuamente ac meio. Dado um
paralelogramo ABCD, escolha um sistema de coordenadas adequado e use-o
para provar a referida propriedade.

Prove que o segmento de reta que une os pontos médios das laterais de um
trapézio é paralelo &s bases e sua medida é a média aritmética das medidas
das bases.

- Dados os pontos A, B, determine o conjunto dos pontos do plano cuja soma

dos quadrados de suas distancias a A e B é igual a uma constante c.



Exercicios

1.

Identifique os seguintes subconjuntos do plano por meio de suas coordenadas
polares 1, 0:

a) R=3;
b) 0 = 37/4;
c) RcosB =3J.

. Seja X o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas polares satisfazem

a equagao R = cosB, com —F < 0 < Z. Mostre que a distancia de um

ponto qualquer de X ao ponto P = (0,1/2) é igual a 1/2 e conclua que Xéa
circunferéncia de centro P e raio 1/2, menos um ponto.

. Tomando no plano um sistema de eixos obliquos no qual o &ngulo de OX para

OY & 0, mostre que a disténcia do ponto P = (x,y) ao ponto P’ = (x',y’) é
dada por

d(P,P) =+/(x—x"2 4+ (y—y")* +2(x —x")(y —y')cosO.

Se (x,y) sfo as coordenadas do ponto P num sistema de eixos ortogonais, quais
sfio as coordenadas polares (R, 8) desse ponto?  (Supomos o semi-eixo positivo
de OX como a origem do dngulo 6.)

Eshboce a curva descrita pelo ponto de coordenadas polares R = t, 6 = 27t
quando t assume todos os valores reais positivos.

Descreva o conjunto representado, em coordenadas polares, pela equagao R =
3/ sen 0.

Esboce o conjunto dos pontos do plano cujas coordenadas polares satisfazem
a relagdo R = cos 30.

Num sistema de coordenadas obliquas em que os semi-eixos positivos formam
um angulo «, prove que a rotagédo de dngulo o em torno da origem leva o
segmento OP, onde P=(x,y), sobre o segmento OP' onde P'=(—y, x+2y-cos ).
(Aqui, estamos supondo que o é o dngulo de rotagio do eixo x para o €ixo Y
e que o sentido de rotagio de OP para OP' é o mesmo.)



Exercicios

1. Qual é a equacdo da paralela a retay = —2x+5 passando pelo ponto P = (1, 1)7

2. Ache a equagio da perpendicular & retay = 3x—1 baixada do ponto Q = (2,2).

3. Sejam A(1,2) e B = (—3,—4). Qual é o ponto de abcissa 5 sobre a reta

perpendicular a AB passando pelo ponto C = (5, 6)7?

4. Seja A = (3,1). Ache B tal que o tridngulo OAB seja equilatero.

9.

10.

11.

12.
13.

14.

15.

Mostre que, para todos os valores reais de a, as retas y = ax +3 — 5a passam
pelo mesmo ponto. Que ponto é esse?

Asretas y = ax+ b ey = a’x + b’ sdo perpendiculares e contém o ponto
(X0,Yo). Conhecendo a e b, determine a’ e b’

Ache um ponto P sobre a retay = 2x e um ponto Q sobre a retay = 3x, ambos
diferentes da origem O, tais que d(O,P) = d(0, Q). Em seguida determine
as coordenadas do ponto médio do segmento PQ e, a partir dai, obtenha a
equagao da bissetriz de um dos adngulos formados pelas retas dadas.

Os lados de um tridngulo estfo sobre asretasy = 2x+1,y=3x—2ey = 1—x.
Ache os vértices desse triangulo.

Os pontos A = (2,5) e A’ = (14, 1) sdo simétricos em relagdo a uma reta.
Determine a equacao dessa reta.

Sejam A = (1,2), B=(2,4) e C =(3,—1). Ache as equagdes da mediana e da
altura do triangulo ABC que partem do vértice A.

Tome, sobre as retas AB e AC do exercicio anterior, pontos P e Q tais que
d(A,P) = d(A,Q). Ache o ponto médio M do segmento PQ e obtenha a
equagio da reta AM, bissetriz do dngulo BAC.

Ache os pontos da reta y = 2x + 1 que estio situados a distancia 2 da origem.

Sejam p e g tais que pq # 0. Escreva, sob a forma ax 4+ by = 1, a equagao
da reta que corta os eixos OX e QY nos pontos P = (p,0) e Q = (0,q)
respectivamente.

Sejam A = (a,0) e B = (0,b), com ab # 0. Escreva, sob a forma ox+ fy =c,
a equagao da reta que contém a altura do tridngulo retangulo OAB, baixada
do vértice do angulo reto sobre a hipotenusa.

Mostre que, para quaisquer valores de s e t, as retas (2s +3t)x+ (3s — 2t)y =
5s + 4t passam pelo mesmo ponto. Mostre também que toda reta que passa
por esse ponto é representada por uma equagdo da forma acima, para uma
escolha conveniente de s e t.



16.

17.

18.

19.

20.
21.

22,

23.

24.

25.
26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.

Seja ax+by =ce a’x+b’y = ¢’ retas que tém um ponto P em comum. Prove
que a reta a”’"x + by = ¢ passa por este mesmo ponto P se, e somente se,
existem ntmeros s, t tais que a”’ =sa+ta’, b =sb+tb' ec” =sc+tc’.

Sob a forma ax + by = c, escreva a equagao da reta perpendicular a reta
3x 4+ 2y = 5 baixada do ponto P = (—1,-2).

Qual é o ponto de ordenada 3 na reta paralela a 3x —2y = 2 tirada pelo ponto
A=(5-1)7

Dé exemplo de uma fungio linear @(x,y) = ax + by, com ab # 0, tal que,
para ¢ < ¢', a distadncia entre as linhas de niveis c e ¢’ de ¢ sejac’ —c.

Quais sfo as paralelas situadas & distancia 5 da reta 3x —4y = 17

Na reta ax + by = ¢ tem-se ¢ > 0. Quais devem ser os sinais de a e b para
que essa reta n3o contenha pontos do segundo quadrante?

Qual é a disténcia entre as retas paralelas x —3y =4 e 2x — 6y =17

Prove que toda reta do plano pode ser representada por uma equagao da forma,
ax + by = ¢, com a® +b? = 1. Represente assim a reta que corta os eixos OX
e OY nos pontos (p, 0) e (0, q) respectivamente.

Qual é o ponto de intersegao da reta ax + by = c com a reta OA, onde
A =(a,b)?
Em que pontos a reta ax 4+ by = ¢ corta os eixos OX e oY?

Supondo b # 0, exiba pontos com abcissas 2,3 e 4 sobre a reta ax + by =c.

Obtenha equacdes paramétricas para a reta que passa pelo ponto (2,3) e é
perpendicular a reta 5x — 3y = 2.

Determine a e b de modo que as equagdes x = at + 1, y = bt + 5 sejam uma
representacdo paramétrica da retay =2x + 3.

Dado o ponto (xo,Uo) sobre a reta y = ax+ b, determine oc e § de modo que
as equagdes x = ot + X0, Yy = Bt + Yo sejam uma representagao paramétrica
da retay = ax+b.

Escreva uma representagao paramétrica da reta 3x + 4y = 5 sob a forma
x=at—5,y=>bt+05.

Escreva uma representagio paramétrica da reta que passa pelos pontos (7, —2)
e (3,4).

A reta T é representada parametricamente por x = at+b, y = ct+d. Determine
o ponto P = (x,y) em que T intersecta a seta s, cuja equagao € ax + ffy =c.



33.
34.

35.

36.

37.

Ache uma representacgio paramétrica para a reta 5x —2y = 1.

Sao dados os pontos A = (5,7), B = (6,9) e C = (6,0). (a) Escreva a
equacio da reta BC. (b) Escreva a equagao da reta T, que passa pelo ponto A
e é perpendicular & reta BC. (c) Ache as coordenadas do ponto D, intersegao
das retas T e BC. (d) No tridngulo ABC, determine a medida da altura AD,
que parte do vértice A.

Escreva, sob a forma ax + by = ¢, a equagao da reta que passa pelo ponto
P = (x0,Yo) e é perpendicular ao segmento OQ, com Q = (m,n).

Sejam a,b constantes nao-nulas. A cada ponto P = (x,y) fagamos correspon-
der o ponto P = (X,7), com X = x/a e J =1y/b. Mostre que quando P descreve
uma reta T, seu correspondente P também descreve uma. reta T. Se a equagdo
de T é mX + ny = p, qual é a equagao de 77

Prove que um sistema de coordenadas obliquas a equagao de uma reta ainda
tem a forma y = ax + b, onde b é a ordenada do ponto em que a reta corta
oeixoy e a= sen B/ sen (e— B), onde o é o dngulo entre os eixos e  é o
angulo que o eixo x faz com a reta dada.



Exercicios

1.

Seja o um dos angulos formados pelas retas ax +by =cey =px+ 3. Deé
uma expressio para | cos o.

A reta definida pelas equagdes paramétricas x = 2t + 7,y = 3t + 8 forma um
angulo agudo o com reta 5x + 11y = 6. Determine «.

Escreva, sob a forma ax +by =¢, a equacgao da reta que passa pela origem e

yv3

faz um angulo de 45° com a reta = + == 1.

2

4. Que angulos faz a reta 3x +4y =7 com os eixos OX e OY?

5. Seja « o &ngulo entre o eixo OX e a reta ax + by = ¢. Determine | cos ox|.

6. Prove que ndo existe um tridngulo equilétero cujos vértices tenham coorde-

nadas racionais.



Exercicios

1. Qual é a distdncia da origem a reta 5x — 2y = 87
2. Qual é o raio da circunferéncia que tem centro no ponto P = (4, 1) e é tangente
a reta 3x + 7y = 27

3. Os vértices do tridngulo ABC sao A = (2,1),B = (1,4) e C = (5,5). Qual o
comprimento da altura baixada de A sobre a base BC?

4. Determine a distancia A do ponto P = (3,1) a reta x + 2y = 3. Ache o ponto
Q = (x,y) sobre esta reta, tal que d(P, Q) = A.

5. Obtenha a distancia do ponto P = (—2,3) & reta cujas equagles paramétricas
sdo x =2—3t,y=1—4t.

6. Dadas asretas T: ax+by =cer’:a'x+b'y =c’, suponha que a® +b? =
(a’)? + (b')? = 1. Mostre que as duas bissetrizes dos angulos formados por T
e T’ sdo

(a—aYx+(b=bly=c—c’' e (a+a)x+(b+bly=c+c'.

[Lembre que todo ponto da bissetriz, é eqiiidistante dos lados.]



E xercicios

1. Seja Q um quadrilater
(as,bs) e As = (a4,bs

10, escreva

o cujos vértices sdo A1 = (a1,b1),A2 = (az2,b2),A3 =
). Estendendo a notagdo introduzida no final da Segao

;11 82 gs (;4 — aiby + azbs +asbs + asbs
1 bz D3 D4 — by —asby — asbs —aiba

e mostre que este nimero é, em valor absoluto, o dobro da drea do quadrilatero

Q.

9. Calcule a area do pent
(2,3) e (0,5).

3. Prove que a area de um poligono cujos T vértices tem
um ndmero inteiro ou a metade de um inteiro.

denadas sdo numeros racionais. Assinale

4gono cujos vértices s&o os pontos (—2, 3), (=1,0), (1, 0),

coordenadas inteiras €

4. Sejam A, B e C pontos cujas coor
(V)erdadeiro ou (F)also:
() As medidas das alturas do trifingulo ABC séo ndmeros racionais.

( ) A area do triangulo ABC é um nimero racional.

. Calcule a 4rea do tria '
tridngulo cujos vérti = .
x4y =0,x—y=0e2xty =3 1ces sao Intersecoes de duas das retas

6. Dados os pontos A = (1,1)
. =(1,1),B=(2,3) e C=(4,0 -
e a 4rea do tridngulo ABC. A ! = ), calcule a distancia d(B, C)
do vértice A. partir dai, obtenha a medida da altura baixada



