’5.a Lista de Exercicios de SMA304 - Algebra Linear

Exercicio 1. Quais das seguintes aplicagoes entre os correspondetes espago vetoriais sao transformagoes line-
ares?

(a) T: R® —» R3, dada por T(z,y,2) = (z,7,2), (x,y,2) € R3.

(b) T: R® — R3, dada por T(z,y,2) = (222 + 3y, x,2), (z,y,2) € R3.

(c) T:R? - R?, dada por T(x,y) = (v +y,z —y), (x,y,2) € R>.

(d) T: 25(R) — P5(R), dada por T(p)(z) = (a1 — 2a3 — az) — apz?, onde p(x) = ag + a1x + asx? +

asr®, = €R.
(e) T: R — R, dada por T'(z) = |z|.
(£) T: 25(R) — P5(R), dada por T(p)

(g8) T: Z4(R) — R, dada por T'(p) = /

1i /7 p S ‘@S(R)
p(x)dr, pe P4(R).

(h) T: R?® = My (R), dada por T(z,y,z) = 7; i 6 4 . (z,9,2) € R
(ﬂrR%w%wmxmmWﬂu%a;(;‘%) (5,9,2) € RS,

(G) T: R — R, dada por T(x) =22 — 2z, z€R.
Exercicio 2. Verifique se as transformagoes abaixo sao lineares.

(a) T:R3 — R, dada por T(z,y,2) =+ 5y — z, (z,y,2) € R3.

(b) T:R?® — R, dada por T(z,y,2) =z + 5y — 2 + 1, (z,y, 2) € R3.

(c) T:R?®— R, dada por T(z,y,2) = 2% + 5y — z, (v,y,2) € R>.

(d) T: Myx1(R) = M,x1(R), dada por T(X) = AX + X, X € M,x1(R) com A € M, (R) fixa.

(e) T: Z,(R) = Z,(R), dada por T'(p) =p’ +p”, p € Z,(R).

(f) T : M3(R) — M(R), dada por T(X) = AX, X € M, onde A € M3(R) esta fixada.

(8) T: Z2(R) = P5(R), dada por T(p) =p+q, p € P2(R) e g € P2(R) é dada por q(t) =t>+1, t € R.
Exercicio 3. Seja T : R? — R3 o operador linear dado por

T(x,y,2) = (Bu,x -y, 2 +y+2), (2,y,2) R’

Mostre que (T2 — I) o (T —3I) =0, onde I é operador identidade em R3.
Exercicio 4. Sejam T', S € L(V) tais que SoT =T o S. Mostre que

(@) (T+S5)?=T2+2(To8S)+ 52

(b) (T+8)o(T—8) =12 - 8
Exercicio 5. Sejam T € L(R?,R?) e S € L(R3,R?) definidas por

T(z,y) = (0,z,x —y), (z,9) €R® e S(x,y,2)=(r—y,x+2y+32), (v,y,2) R’

Determine (T o S)(z,y, 2), para (z,y, z) € R3.

Exercicio 6. Considere o operador linear T : R? — R?, dada por T(z,y) = (y,z), (z,y) € R% Determine
T"(z,y), onde n € N e (z,y) € R2.

Exercicio 7. Determine todas as transformacoes lineares 7' € £(R?) tais que 7% =T e T(z,y) = (az, bz + cy),
(z,y) € R2.
Exercicio 8.
(a) Determine uma transformagao linear T: R® — R? tal que
T(l,0,0) = (270)7 T(O7170) = (171> e T(Oa071) = (07_1)
Encontre v € R3 tal que T'(v) = (3,2).
(b) Determine uma transformagao linear T: P2(R) — Mjx2(R) tal que
Tpo)=(1 —-1), Tp)=(1 0) e T(pz)=(0 0),
onde
po(x) = 17 Pl(x) = €T, p2(x) = 1'27 z €R.
(c) Determine uma transformagao linear 7': R?* — R* tal que
T(1,1,1) =(2,0,0,0), 7(1,1,0)=(1,1,-1,1) e T(1,0,0)=(0,0,0,—1).
1



2

Exercicio 9. Seja T': R? — R?, definida por

T(%y)i(_é _?><§>, (z,y) € R%

(a) Mostre que a aplicacdo T é um operador linear em R?.
(b) Encontre todos os vetores u € R? tais que T'(u) = u.
(c) Encontre todos os vetores v € R? tais que T'(v) = —v.

Exercicio 10. Para cada uma das transformacoes lineares abaixo determinar uma base e a respectiva dimensao
do nicleo e da imagem.

(a) T: R® = R, dada por T(z,y,2) =z +z—vy, (v,y,2)€ R

(b) Seja pa(x) =22, z € ReT: P2(R) - P5(R), dada por T(p) = pap”, pe P(R).

(c) T: R?® = R3, dada por T'(x,y,2) = (2,2 —y,—2), (x,y,2) € R3.

(d) T:R? - R3, dada por T(z,y) = (2y,z —y, —x), (z,y) € R

(e) Seja M = ( (1) (1) ) eT: My(R) — M3(R), dada por T(X) = MX + X, X € My(R).

Exercicio 11. Dé exemplos de transformacoes lineares T : U — V, satisfazendo:
(a) T:R? — R3 tal que dim[N(T)] = 1.
(b) T: R® — R? tal que N(T) = {(0,0,0)}.
(c) T:R?* — R® tal que T (R?) = {(0,0,0)}.
(d) T:R® — R® tal que T (R%) = [(2,1,1), (1, —1,2)]

[
(e) T:R* - R? tal que N(T) = {(z,y) e R? : = =y}.
(f) T: R3 — R? tal que N(T) = {(z,y,2) €R? : 2 =—x}
(g) T:R* — R* tal que dim [T (R*)] =3
(h) T:R? — R tal que N(T) = [(2,1)].

Exercicio 12. Seja T: R3 — R? uma transformacao linear tal que
7(1,0,0)=(1,1,0), 7(0,1,0)=(1,1,2) e 7(0,0,1) = (0,0,2).

Determinar uma base de cada um dos seguintes subespacos:

(a) N(T) (b) T(R?) (c) N(T)NT(R?) (d) N(T)+T(R?).

Exercicio 13. Sejam U e V dois espacgos vetoriais tais que dimU > dim V. Mostre que se T: U — V é uma
transformacao linear, entao existe um vetor, nao nulo, ug € U tal que T'(up) = 0.

Exercicio 14. Determinar o nicleo das transformacoes lineares abaixo e descreva-os geometricamente.
(a) T:R? - R, dada por T(z,y) =y + 2z, (z,y) € R%
(b) T:R?* — R, dada por T(z,y, 2) = z — 2z, (z,y,z) € R3.
(¢) T:R? - R? dada por T(z,y) = (2z + 2y, z +y), (z,y) € R
(d) T:R? - R?, dada por T(z,y) = (z + y,z — y), (z,y) € R
(e) T:R?®— R3, dada por T(z,y,2) = (2 — x,2 — 2z, 2 — 32), (x,y,2) € R3.

Exercicio 15. Determinar bases para o ntcleo e para a imagem das transformagoes lineares abaixo.
(a) T:R3 — R3, dada por T(x,y,2) = (z +y,2x +y,3x +v), (z,9,2) € R
(b) T:R? = R, dada por T'(z,y) =y + 2z, (z,y) € R
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(C) T - MQ(R) — MQ(R)’ dada por T(X) = 14)(7 X e MQ(R), onde A = ( 9 i ) .

(d) T: Z2(R) = P»(R), dada por T'(p) =p’, p € Z2(R).
(e) T: P23(R) — P5(R), dada por T'(p) =p’' +p”, p € P2(R).
(f) T: Ma(R) — Ma(R), T(X) = AX + X, X € My(R), onde A = ( S )

Exercicio 16. Seja T : R? — R3 um operador linear em R3tal que
T((17070)) = (27371)a T((l,l,O)) = (5a237) € T((lalal)) = (_27077)
(a) Encontre T'(x,y,2), para (x,y,2) € R3.

(b) T é sobrejetora? Justifique sua resposta.
(¢) T é injetora? Justifique sua resposta.



(d) T é bijetora? Justifique sua resposta.

Exercicio 17. Seja T : 23(R) — %5(R) um operador linearem %5(R) tal que
(T(po))(t) =1+t, (T(p)(t) =t+t e (T(p2))(t) =1+t -2t
onde p;(t) =t',t € R, para i =0,1,2.
(a) Encontre T'(p) para p € P(R).
(b) T é sobrejetora? Justifique sua resposta.

(¢) T é injetora? Justifique sua resposta.
(d) T é bijetora? justifique sua resposta.

Exercicio 18. Seja T : M3(R) — M>(R) um operador linear em M>(R) tal que
1 0 . 1 4 11 . -1 0
(o) (s) r((h))=(0s)
0 0 . 0 0 0 0 . 1 0
()2 1) (V) (o)

(a) Encontre T'(X) para X € M>(R).
(b) T é sobrejetora? Justifique sua resposta.

(c) T é injetora? Justifique sua resposta.
(d) T é bijetora? Justifique sua resposta.

Exercicio 19. Determinar um operador linear em R* cujo nicleo é gerado pelos vetores (1,1,0,0), (0,0,1,0).

Exercicio 20. Determinar um operador linear em R* cujo ntcleo e a imagem sejam gerados pelos (mesmos)
vetores (1,1,0,0), (0,0,1,0).

Exercicio 21. Determinar um operador linear em R? cujo nticleo tenha dimensio 1.

Exercicio 22. Determinar um operador linear em R? cujo ntcleo é gerado pelos vetores (1,1,0), (0,0,1) e a
imagem gerado pelo vetor (1,—1,1).

Exercicio 23. Determinar 7 € £(R? R*) tal que
T(R?) =[(2,2,3,2),(3,2,0,2)].
Exercicio 24. Determinar uma transformacdo linear 7 : R® — R? tal que
T(R®) =1(1,0,0),(0,1,0),(1,1,1)] e N(T)=[(1,1,1,1,1),(1,1,1,1,0)].
Exercicio 25. Determinar uma transformacdo linear T : R3 — R? tal que
7(1,0,0) = (1,2), T(0,1,0) = (3,4), T(0,0,1) = (0,0).
Exercicio 26. Determinar uma transformagcao linear 7 : R5 — R3 tal que dim[NV(T)] = 2 e dim[T(R®)] = 3.
Exercicio 27. Determinar uma transformacio linear 7 : R? — R* tal que N (T) = [(1,0, 1)].
Exercicio 28. Determinar uma transformacao linear 7' : R* — R* tal que N'(T) = T(R*) = [(1,0, 1,0), (0,1,0, 1)].
Exercicio 29. Determinar uma transformacio linear 7 : R? — R3 tal que T'(R?) = [(1,1,1), (1,2, 0)].
J e N(T) = [(1,1)]

Exercicio 31. Sejam V espaco vetorial e T : V — V um operador linear idempotente, isto é, T? = T.
Mostrar que V. =N(T) @ T(V).

Exercicio 32. Mostre que T, R, S € L(R?), dados por T(x,y) = (z,2y), R(z,y) = (z,x +y), S(x,y) = (0, 2),
(z,y) € R?, formam um subconjunto Li. em L(R?).

Exercicio 33. Sejam U, V, W espagos vetoriais, T € L(U,V) e S € L(V,W) tais que N (T) = {0} e N(S) = {0} .
Mostre que N'(SoT) = {0}.

Exercicio 30. Determinar uma transformacdo linear T : R? — R3 tal que T(R?) = [(1,1,1)



