Integracao Numérica

Seja f € Cla, b] e considere a integral definida

I(f) = / ()

onde f(z) é uma “fungao complicada” (ndo se conhece uma primitiva, f sémente é conhecida
num numero finito de pontos, etc). Uma aproximagao para I(f) pode ser obtida como segue:

Sejam g =a < x1 < --- < x, =b, (n+1)-pontos em [a, b] e P,(z) o polinomio interpolador
de f(z) em z =z ,k=0,1,--- ,n. Entao

fr(E())

F(@) = Pu(e) 4 o = o) =)+ (& — ) e

onde &(x) € [a, b].

Logo,
/a  Ha)de = / (e + / Ry (1) (1)
onde

e )

(n n 1)| i € O erro

/ab Ro(x)dz — /ab(x )@ —31) - (7 — 2)

Se desprezarmos o erro, obtemos:

/a e ~ / b (x)ds

e tomando a féormula de Lagrange para o polinomio interpolador vem:

/ab f(z)dz
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Portanto,

[ rade= Y A 2)
a k=0
onde

b

sdo chamados os pesos da férmula de quadratura definida por (2).
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Formulas de Newton-Cotes Fechadas

As férmulas de Newton-Cotes fechadas sao obtidas através de (2) onde os pontos xg, 1, - - - , Zp,
sdo igualmente espacados em [a, b] com xy = a e x, = b, ou seja,
_b—a

x; =a+jh, h , 7=0,1,---'n
n

As férmulas de Newton-Cotes fechadas mais conhecidas sao a “Formula do Trapézio” e a
“Formula de Simpson”.

Formula do Trapézio

Esta férmula é obtida ao aproximarmos f(z) pelo polinomio interpolador em xy = a e 1 = b.
Nesse caso, fazendo n = 1 em (2), obtemos:

b
/f(x)dx = Aof(xo) + A1 f(x1) onde xy=a,zy=>b eh=ux—x

b b
Aoz/ Lo(z)dz, A1:/ Ly(z)dx

Calculo de Ay e A;

_ l@o—m)t 1A A
h 2 h 2 2
(x — x0) 1 /b 1 (z — )2
A = dz = - — o)z = — o
! /a (I’l—l’o) o h a(-T xO) o h 2 o
_ l(xl—x0)2:lh_2_h
h 2 h 2 2

Logo, a férmula de quadratura é dada por:

Ir(f) = 2 f(a0) + 2 f (@) = & [f(az0) + ()



Calculo do erro: Er(f) =1(f) — Ir(f)

Como vimos, a férmula do trapezio foi obtida pela aproximacao de I(f) = fab f(z)dz pela
integral do polinomio interpolador de f(x) nos pontos zo = a e 1 = b. Para obtermos uma
expressao do erro cometido procedemos como segue:

U T
F(z) = Pi(a) + (@ — o) — ) L)

logo,

/ab flz)dz = /ab Py(x)dx + /ab(x — 20)(x — xl)@dz

:>/abf(x)dx—/abpl(a:)da::/ab(x—xo)(x—xl)wmc

— 1)~ 1) = [ = ao)a— e

Portanto o erro é dado por:

b "g(x
Er() = [ o) - a5 0 ®)

Para simplificarmos essa equacao, faremos uso do seguinte resultado da analise:

Teorema do Valor Médio para Integrais: Se f € Cfa, b| e g é uma fungao integrével
em [a, b] que ndo muda de sinal em [a, b] entdo existe & € (a, b) tal que

[ st =16 [ oty

De fato, W(z) = (x—x¢)(x—21) <0V a € [z, 1] => (pelo teor. valor médio para integrais)
existe £ € [zo, x1] tal que:

/ (x — x0)(x — xl)wday = &) / (x — o) (x — x1)dx.

2 2!

Agora,

2

/ab(x—aro)(x—atl)da: = (x—avo)(x_zigcl)2 ié—/j@dw

(r—21)’ 5, _ (w0 —m1)° h?

6 ' 6 6
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Portanto, o erro é dado por:

Fr(f) =~ f'(6)

Consequentemente,



Formula de Simpson

A férmula de Simpson é obtida ao aproximarmos I(f) por I(P;) onde Ps(z) é o polinomio

interpolador de f(z) nos pontos xy = a,x; = “T”’ e 5 = b. Nesse caso temos:
(3)
f(z) = Py(z) 4+ (v — xo)(x — 1) (x — .fﬂg)w, onde &(x) € [a, b

onde Po(z) = Lo(x) f(zo) + Li(z) f(21) + La(x) f(22) .
Logo,

b b b G (&(r
/ f(x)da::/ Pg(a:)dx—l—/ (x—xo)(x—xl)(x—xg)%ﬁ()), onde &(x) € a, b)

e a integral é aproximada por (desprezando o erro)

/abf(x)dx - /ab Py(z)dz

Calculando fab Py(z)dx vem:

/ab Py(x)dx = /ab Lo(z) f(2z)dx + /ab Ly(z) f(xy)dx + /ab Lo () f (2)da
- s [ ’ Lo(a)de + £(o) / L) + f(o) / * L(e)ds

Célculo de Ao, Ala A2

= RGN Gt x ! bx—x T — Ta)dw
Ay = /a( d (2 — 1) (& — 22)d

Zo —.Tl)(.on —1'2) - 2—}7,2 a

17 (= 22) sy (2 — xy)
= 53 (.I—ZL’l)TQ szo_/ 5 2 du

L (v —m2)* oy, (@ —22)° 4y,
= ﬁ ('CE - xl)T 2:960 - T 2:960

1 [ 4h? 8A? 1 4 1 |2 1
= — |h— ——| =— |2 — =Rh®| = — |Zh®| = =h

212 |72 6] 2h2[ 3] 2h2{3] 3




= ’ (x = o) (x = 2) x—i bx—x T — T9)dx
A - /a( d (2 — 20) (& — 22)d

71 — Zo)(21 — T2) h? J,
L[ T —19)% ,_ b r—x
= T2 (f—xo)i( 5 2) Ziﬁ—/ ( 5 Q)dx]
1T (x —x)*,_, r—ax)% .
= 72 (x—a:o)TZ Z%_%Z%
1 [ 8r? 4
B _‘ﬂ‘@h

(z—zo)(x—mz1) , 1 [

A = /ab (22 — o) (22 — fl)dx oo a
_ _(x _ xo)(f — 1) sy /ab (z —2951)0[4

2h? 2 a=ro
17 (z—21)® oy,  (@—@1)° ),
] S e S

1 [ h2 (R B3 1 1
R Y N (i (S I N N ) € By £
o 12— (5 - (55)] = 7 - 3

Portanto, a férmula de Simpson é dada por:

(xr — x0)(x — x1)dx

I5() = 5 () + ghf (@) + 3hf(e2) = 517 () + 4F(@1) + (o))

Observamos que esta férmula é do tipo daquela definida por (2) com

4
a? J 3
3 3

’ Alzga A2:

Pode-se mostrar que o erro dessa férmula é dado por:

Bo(f) =~ ') € € [a. b



Um majorante para o erro é dado por:
5

h
E < 4
Bs(f)] < gg ma |(x)]

Férmula de Simpson 3/8

Essa formula é obtida ao aproximarmos I(f) por I(P;) onde Ps(x) é o polinomio inter-
polador de f(z) nos pontos xg = a,x; = o+ h,x9 = x9+2h e 3 = b, em que h = (b—a)/3.
Nesse caso temos:

@ (e(x
f(x):Pg(x)+(x—xo)(x—xl)(x—xg)(x—xg)#, onde &(x) € [a, b

onde Py(z) = Lo(x) f(xo) + Li(z) f(x1) + Lo(x) f(x2) + La(x) f(x3) .
Logo,

b b b @ (&(x
/ f(x)da::/ Pg(x)dx—i-/ (:U—:Uo)(x—xl)(x—xg)(x—xg)#, onde &(z) € [a, b

e a integral é aproximada por (desprezando o erro)

/abf(x)dx - /ab Py(z)da

Calculando [ Py(2)dzx obtém-se a formula:

I(f) ~ s, (f) = 2 [f (o + 3(f(21) + f(x2)) + f(23)]

| w

Pode-se mostrar que o erro dessa férmula é dado por:

h5
By = 1) = sy () = ~ 55 fi(©), € € [a 8] @)



Formulas de Quadraturas Compostas

O desenvolvimento de uma férmula de quadratura para o intervalo [a, b] pode ser obtida
através de:

1. Tomando um grande numero de nés de integracao de modo que a férmula
n
L(f) = Ajf(z))
5=0

representa a integral do polinomio interpolador em zg,x1,--- ,x,. Essa técnica nao
convém visto que o polinomio tera grau elevado e a interpolacao pode nao resultar em
uma boa aproximagao para f(x).

2. Dividir o intervalo [a, b] em vérios subintervalos [x;, ;1] de comprimentos (x5 —
xj) << 1 e aplicar uma férmula com poucos pontos (por ex. n = 1,2,3) a cada
subintervalo e somar os resultados de modo a obter uma aproximacgao para I(f).

De fato, sejam xg, 1, -+, 2N, (N + 1)—pontos em [a, b] com xy = a e xy = b. Entéao,

/abf(x)dx = /: f(z)dx + /:2 flz)dz+ -+ /x:: f(z)dx = ﬁ;/xjjﬂ f(x)dx

donde vemos que para obter uma aproximagao para [(f) é suficiente que aproximemos
f;_j“ f(z)dz por uma férmula de quadratura com poucos pontos e somar o resultado final.
J

Regra dos Trapézios Composta

Essa férmula é obtida dividindo o intervalo [a, b] em N—subintervalos e a aproxima-se
[+ f(x)dx pela regra dos trapézios, como segue:
J
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Férmula do Erro: (f € C?[a, b))

O erro EX(f) =1(f) — I¥(f). ¢ a soma dos erros em cada subintervalo [z, z;4]. Logo,

N-1 % % N-1 F1(&))
EY(f)=1(f)-T.(f) = Z _Ef”(fj) =-Ng Z NJ onde §; € [z, xj11] (5)
j=0 Jj=0

Observemos que, como f € C?[a, b] entao existe m = min f”(z) e M = max f"(x). Logo,

x€[a,b] z€[a,b]
N-1
m< f'(§) <M j=0,1,--- ,N-1. = Nm< (&) < NM
=0
N-1 N-1
f//(gj) : " f//(fj) "
TomEl Ty SM o i <) T S )
j=0 7=0
Pelo teorema do valor intermedidrio, existe £ € [a, b] tal que
N-1
f// é‘
HOEDY ](VJ)
Jj=
e substituindo em (5) obtemos (desde que h = (b —a)/N):
h3 b—

2 (0 =-N" e = - LoD e onde € € o, 1]

Um majorante para o erro é entao dado por:
b—a
22001 < U0 s | () ()
z€[a,b]

Formula de Simpson Composta

Essa férmula é obtida aplicando a férmula de Simpson nos subintervalos [z;, z;12]. Sejam

To=a,T1, - ,TN_2,TN_1,Zn = bonde N é um numero par. Entao,
b T2 T4 TN N/2 T2j
/ F(a)da = / f(z)dz +/ f@)de + - + / J(w)da = 2/ f(a)dz
a ts) x9 TN_2 j=1 T2;—2
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e aplicando a formula de Simpson a cada integral, obtemos

/a ()

Q

w| >
w| s

[f(@o) +4f (1) + f(@2)] + 5 [f(z2) +4f(23) + f(24)]

+ -+ h f([L’N,Q) +4f($N71) + f(xN)]

3l

N/2 N/2—1

= f($0)+f($N)+4Zf(x2jfl)+2 Z fxo) | =I5 (f)

w| =

Formula do Erro

De maneira analoga como se fez na regra dos trapézios composta, pode-se mostrar que o
erro na férmula de Simpson composta é dado por:

N/2

ES(f) = - > &) = ——Nth(‘”(ﬁ) £ € [a, b]
5 90 £ Z 180 T
Um majorante para o erro é dado por:
Nh
V() < Y @
|Bs (N < Tgg max |f7(2)]
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Grau de Precisao de uma formula de Quadratura

Seja aigualdade I(f) = Io(f)+Eq(f) onde Io(f) é uma férmula de quadratura que aproxima
I(f) e Eg(f) é o erro. O grau de precisao da férmula Io(f) é um numero r tal que:

EQ(Pk) =0 se k S r (S EQ(ZL‘H—I) 7& 0
onde Py(x) é um polinomio de grau < k.

Exemplol: Ao aproximarmos I(f) pela férmula dos trapézios temos:

(b—a)’
12

/ F@)dr =" f(a) + F0) —

. 7€) € el

donde vemos que se f(x) = Pj(z) (um polinomio de grau < 1) entdo f"(z) = 0 =—
Er(f) =0 e portanto a férmula dos trapezios é exata = grau de precisao de T'(f) é r > 1.
Mas para f(z) = x® temos que

(b—a)®
12

(b—a)’
12

Er(f) = — f'(&) =- 2740 I(f) # Iz(f)

e portanto o grau de precisao de T'(f) é r = 1. O mesmo resultado se obtem se analisarmos

Tn(f).

Exemplo2: Pela regra de Simpson tem-se:

[ o= 25 [rrwas (50) 0] - (157) s 6 o

Como fW(x) =0 se f(x) é um polinomio de grau < 3 = Eg(f) = 0 para polinomios de
grau < 3 = Ig(f) é exata para polinomios de grau < 3 e portanto grau de precisao de
S(f) é r > 3. Porem, para f(z) = z* temos que

5
fA@)=4Ver = Eg(f):—<b;a) %4!#0

e portanto S(f) ndo é exata para polinomios de grau 4 = grau de precisao de Ig(f) é
r=3.
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Métodos dos Coeficientes Indeterminados

Sejam xg, 1, -, Tn, (N + 1)—pontos em [a, b]. O método dos coeficientes indeterminados
consiste em obter os pesos da formula de quadratura

N=>As)~ [ fys g

de modo que Ig(f) tenha grau de precisao r > n, ou seja,
IQ(Pk):](Pk), kzO,l,---,n

onde Py é um polinomio de grau k.

Lema: A férmula de quadratura definida por (7) é uma aplicacao linear.

Prova:
De fato, sejam zg,x1,- -+ ,2,, € [a, b], f e g duas fungdes integraveis em [a, b] e A € R.
Entao
Io(f+9) = YA +9) )] =D Ailf(w5) + g(a)] = > _[Aif () + Ajg(x;)]
=0 =0 =0

— Z A f(z;) + Z Ajg(xy) = Io(f) + Io(g)

Io(\f) = ZA (M) ()] ZA A () —)\ZAfa:] = Mo(f)
7=0
Calculo de A, Ay, --- , A,

Seja Py(r) = ap + ayx + apx? - - - + 2™ um polinomio de grau k. Entao

]Q(Pk) = IQ(Oé0+()élI'+()é2£E2 s '+()én$n) = aOIQ(1)+a1]Q(x)+a2]Q(x2) +-- '+Oén]Q(I‘n)

I(Py) = I(ag + a1z + anr? - + a,2™) = apl (1) + a1 (x) + aol (z?) + - - + a,, I (2™)
donde vemos que para termos Io(P;) = I(P) é suficiente que:

IQ(xk):I(xk)? k:0a17"'7n

13



donde obtemos as equagoes:

n b
Ip(1) = ZAj(1):1(1):/ dr=b—ua

Jj=0 a

= Agt+Ai+--+A,=b-a

n b x2b b2 — g2
lo(e) = - Aw) = 1) = [ wde =T ="

j=0 4

b — a?

—  Ajxg+ Az + -+ Az, =

., b —d

n b
o) = YA =16 = [ =T =T
Jj=0 a

63—&3
=  Agzp+ Ayxi+ -+ At = 3
C n ' 'b n+1 n+1 n+1
x b a
In(z™) = A(x™) = (") = ndr = b _
o) = Do) = 11a") = [arde = Tl = o2
bn-{—l an+1
n n n
= Ajzg + Al + -+ Az, = ]

que fornecem um sistema linear que pode ser escrito na forma:

b—a
Tl 1 1 - 1] A b —a’
Lo T1 T2 - Ty Ay b3 E a3
R B S e Ay
. S ®)
| zg 27 2h x| LA, prtl _ qnH
L n+1 J

Se os pontos forem distintos, a matriz acima é conhecida como “Matriz de Vandermonde” e
sabe-se que ¢ nao-singular = esse sistema tem solugao unica = A;, 7 =0,1,--- ,n, sao
unicamente determinados!
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Quadratura Gaussiana

Como vimos anteriormente, o método dos coeficientes indeterminados consiste em dados
(n + 1)-nés de integracao, obter os pesos de integracao A; tais que:

b n
/ a:kw(x)dx:Zijﬁ, k=0,1,2,---,n
a 0

Isto entao fornece um sistema linear com (n+ 1)-equacoes a (n + 1)-incégnitas e as férmulas
obtidas tem grau de precisao r > n.

Agora, se tratarmos os nés de integracao como incognitas entao as equagbes acima
fornecem

b n
/ ka(x)dx:ZAja:f, k=0,1,2,---,2n+1,
a 0

0 que representa um sistema nao-linear com (2n + 2)-equagoes a (2n + 2)-incégnitas. Se
mostrarmos que esse sistema tem solugao tnica entao podemos resolve-lo e determinar assim
uma férmula de quadratura com apenas (n + 1)-pontos mas com um grau de precis‘ao
m = 2n + 1. Vejamos entao que esse sistema tem solugao tnica e como determinar os A;.

Polinomios Ortogonais: Seja {¢;(x)};cn uma familia de polinomios e (, ) um produto
escalar. Se

{ (03, 0j) =0, i # ]

entao os polinomios ¢, ¢1, - - -, sao chamados polinomios ortogonais.
Consideremos o produto escalar

(f,9) = / f(z)g(z)w(z)dz, com w(x) >0,z € [a, b] e continua.w é chamada fungao peso

Os polinomios ¢; podem ser obtidos pela ortogonalizaciao da sequencia {1, z,z? - , 2"} pelo
processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt ou recorrentemente pela formula
([ Go(x) =

o) = o~ TO@):G0le) (1)
(¢o(), Po(x)) (1,1)

Pr1 = TP(7) — ardr(z) — Brpra(z), k=1,2,3

(I){ onde

= ( ( )7 k( )) k=1,2,

B = ( ( ) Ok 1(15)) b —

\ (Pr—1(), pp—1(z))’




Os polinomios ¢o(z), ¢1(z), -+ , ¢n(z) assim definidos sdo dois a dois ortogonais.

A sequencia de polinomios obtida por (/) depende do produto escalar adotado. Os mais
conhecidos sao os seguintes:

1. Legendre

Os polinomios de Legendre Py(z), Pi(x), P2(x),- -+ sao obtidos segundo o produto es-
calar

1
(f9) = | S@gla)ds, wix) =1
-1
Os primeiros polinomios de Legendre sao:
1 1
P(r)=1,  Rl@)=z  P)=5(2-1), PBe)=5(6:°—32)

_2n—1
. n

P,(x) xP, 4(x) — —=

2. Polinomios de Chebyshev

Os Polinomios de Chebyshev sao obtidos segundo o produto escalar

ho) = [ =t @aadn, i) = <=

Os primeiros polinomios de Chebyshev sao:

To(z) =1, Ti(z)==2, T(z)=22*—-1, T3(z)=42"— 3z
e podem ser obtidos pela féormula de recorréncia:

To(z) =221, 1(x) —Ty—o(x), n=2/3,---

3. Polinomios de Laguerre

Esses polinomios estao associados ao produto escalar

()= | f@ga)edn, wle) e
Os primeiros polinomios de Laguerre sao:
Lo(x) =1, Li(z)=1-2, Ly(v)=2"—42+2, L3(z)=—2"+92>—187+6
e podem ser obtidos pela féormula de recorréncia:

Lo(x)=02n—2—1)L, 1(2) — (n—1)°L,_s(z), n=2,3,--

16



4.

Polinomios de Hermite

2

(f,g9) = /Oof(x)g(x)exgdx, w(x) =e .
Os primeiros polinomios de Laguerre sao:

Ho(z) =1, Hi(x)=2x, Hy(x)=42>—-2, Hs(z)=282"—12z
e podem ser obtidos pela féormula de recorréncia:

H,(x)=2zH, 1(x) —2(n+ 1)H,_o(z), n=2,3,---

Propriedades dos Polinomios Ortogonais

Py

Sejam ¢o(z), ¢1(x), -+, ¢n(x) polinomios ortogonais nao-nulos segundo um produto
escalar qualquer. Entao, {¢g, 1, - , ¢, } constitui uma base do espago dos polinomios
de grau < n.

Se ¢(z) é um polinomio de grau < n entdao 3 ag, oy, -+ , a, tais que ¢(x) = apgo(r) +
161 () + - + andu ()

Sejam ¢o(x), P1(x), -, dn(x) polinomios ortogonais nao-nulos de grau j = 0,1,---n,
segundo um produto escalar qualquer. Entao ¢, (x) é ortogonal a qquer polinomio ¢(x)
de grau < n.

q(z) = apgo(z) + a191(z) + -+ + ngn_1(z)
(q,0n) =0 (¢, 0n) = (@o(z) + 1¢1(x) + -+ + Andpn-1(2), Pn(x))
= ap(¢o; Pn) + a1(P1, Pn) + -+ + an_1(do, ¢) =0

Sejam ¢o(z), p1(x), -+, ¢n(x) polinomios ortogonais nao-nulos segundo o produto es-
calar

(f,9) = / f(z)g(z)w(z)dr com w(x) > 0 e continua em |[a, /b].

Entao, ¢,(x) tem n-raizes reais e distintas em [a, b].

17



Teorema Quadratura de Gauss: Sejam ¢o(x), ¢1(x),- -, dn(x), Ppy1(x), polinomios
ortogonais nao-nulos segundo o produto escalar (1) e sejam xg, z1, - - - , T, as raizes de ¢, 1.
Entao, se f(x) é um polinomio de grau < 2n + 1,

/ Fayw(@)ds = 3 Af ()

onde
b
A = / Li(z)dz, Li(z) polinomio de Lagrange em xg, xy, - , 2y,
Prova: Como xg,zy, -+ ,x, sao as raizes de ¢,1, podemos escrever
bni1(2) = ao(@— o) (@ —21) -+ (1—2a)  [por ex. 207 —4 = go(x) = 2z —1)(+1)] (9)

Agora, seja P,(x) o polinomio interpolador de f(x) em xg, 21, ,x,. Entao,

f(x) = Puz) + Ru()

fl@) = 3 L)) + (@ mo)(o— ) - o = ) L) (10
o k k 0 1 n (n + 1)|
Substituindo (9) em (10) vem:
- Fr(E) 1
f(z) — ;Lk(x)f(xk) = bo¢n+1($)m bo = @ (11)
Por outro lado, como f(z) é um polinomio de grau < 2n + 1, temos que
fFr(E)
mrnr 9w (12)
¢ um polinomio de grau < n. por ex:
f(x) = a® — 22° + 2z; 2n+1<5, n=2
f'(x) = 5z* — 622 + 2
f(x) =202 — 12z
" (x) = 2022 — 12
Substituindo (12) em (11) obtemos:
F) = Li(x)f(zx) = bodn i (x)g(x) (13)
k=0
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Pela propriedade Pq, 4 agp, a4, - - - , a, tais que

9(z) = appo(x) + 191 (x) + - - + andp(x) (14)

Substituindo (14) em (13) vem:

F@) =Y Li(@)f(zr) = bodnsi () [ogo(z) + 1 (z) + -+ + anpn(2)] (15)
) = bo [0@ni1(2)Po(T) + 101 (2)P1(2) + -+ + i1 () Pnl(H6)

Multiplicando ambos os lados de (16) por w(z) tem-se:

wz) [f(:r) =S L) f @) = @) oo (0)60() + ar6ms1 ()61 (2)
* : ot nbu (0)60(2)])
[m)w(x) =S L@ @) | = o [aodu(@)do@)ee) + aidn (@) (@u()

ot anbnp (@) gn(r)w(z)]  (17)

Integrando (17) em [a, b], temos:

2 F@yw(@)de = 7S5y w(@) L) f(w)de| = bo | [} aobui(@)o0(@)uw(w)de
+ fab a1¢n+1(x)¢1(x)w(x)dx +oeeet fab Ogn¢n+1($)¢n($)w($)d$:|

=0 =0 =0
J2 F@yw(@)de = S5y |2 Li(w)d] £ (o) = b | a0 (60, 0nr1) +a1 (01, 6u11) -+« + o (00, 6ne1)
Logo,

J2 f@yw(a)de — i [ (@) Lia)de) Fa) = 0
— [ f(@)w(z)de = Y p_o Arf ()

onde A;, = f:w(x)Lk(x)da:, Ly (x) polinomio de Lagrange em xg, z1,- -, x,
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Formulas de Quadratura de Gauss

Sao férmulas usadas para se calcular f;w(x) f(z)dz, utilizando o resultado do teorema
Quadratura de Gauss. Calculamos o valor aproximado da integral usando:

b k=n b
/ w() f@)de = Acfon) Ay = / w(z) Ly(z)dx
a k=0 a

onde Lg(x) sdo os polinomios de Lagrange sobre as raizes xg, z1, -+, x, de ¢ni1(x).

O procedimento é o seguinte:

1. Determinar o polinémio ortogonal ¢, 1(z), segundo o produto escalar apropriado, isto
‘e, com a funcdo peso w(x) e no intervalo [a, b].

2. Calcular as raizes xg, 1, -+ , &, de ¢pi1(x). de Ppii(z).

3. Determinar os polinomios de Lagrange Ly (z), k = 0,1, -+ ,nusando os pontos zg, X1, -« * , Tp.
4. Calcular A;, = f:w(x)Lk(x)dx ., k=0,1,---,n.

5. Calcular f(x) em xo,x1,- -, xp.

6. Finalmente, calcular

[ @@ =Y Ao
@ k=0

Este procedimento é valido para qualquer produto escalar. Quando particularizamos o
produto escalar aos ja visto anteriormente, isto e, quando usamos os polinomios de Legendre,
Chebyshev, Laguerre, Hermite, precisamos apenas efetuar os passos 5 e 6 pois os valores de
x e Ay ja estao tabelados.

Instrugoes de uso das tabelas:

1. Os valores z; e A; sao apresentados na forma normalizada, isto ¢, na forma 0. - - - x 107,
onde j aparece entre paréntesis, antes do niimero. Quando nao aparecer j significa 7 = 0.

2. N =n+1

3. Quando o intervalo de integracao for simétrico em relagdo a origem, as raizes z;
tambem o sao. Nesse caso, a tabele apresenta apenas os z; sem sinal, devendo-se considerar
+x;. Por exemplo, para o caso de Gauss-Legendre com N = 3, temos n = 2, isto é, xg, 1, Ts.
Nesse caso, rg = —0.77459..., x1 = 0.0, 25 = 0.77459.
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