SOLUCAO NUMERICA DE EQUACOES DIFERENCIAIS
ORDINARIAS

Muitos problemas encontrados em engenharia, matematica, fisica, quimica, ... , etc,
envolvem equacgoes diferenciais. Por exemplo, cédlculo da estabilidade de avioes, escoa-
mentos de fluidos Newtonianos, calculo de trajetoria de misseis, etc. Porém, a grande
maioria das equagoes encontradas na pratica nao podem ser resolvidas analiticamente: o
unico recurso na grande maioria dos casos é a aplicagao de um método numérico para
obter uma solugao aproximada.

PROBLEMA DE VALOR INICIAL:
Seja f(x,y) uma funcdo real de duas varidveis reais x e y, definida em

RZ{(z,y) tal que |z —zo| < a, |y — yo Sb,a,b>0}

A equacao
y' = f(z,y)

é chamada " Equagao diferencial ordinaria de la. ordem” (EDO). Como exemplos de EDOs
de la. ordem, temos:

y' = y que tem como solucao y(z) = Ce” , (1)

Y = —y que tem como solugio y(z) = Ce™™® (2)
Se conhecermos o valor de y(z) em um ponto, digamos, y(zo) = yo (chamada ” condi¢ao
inicial”) entao temos uma tnica condigao. Para o exemplo (1) acima, se y(0) = 1 entdo
temos:
1 =y(0) = Ce’” — C = 1.Portanto, y(x) = "

/ —
Portanto, y(z) = e* é a unica solugao do PVTI: { y(g;: ) B ZJ;(HT, v) Dizemos que a EDO,
0) =%
juntamente com a condigdo inicial constituem um ”Problema de Valor Inicial” (PVI), isto
€,
{ y = flzy),
y(xo) = o

constitue um PVI.
1. Solugao Numérica pela Série de Taylor

Considere o PVI
(I){ y/ :f(l’,y) >
y(zo) =0
onde f(z,y) é uma fungao linear ou nao-linear, e suponhamos que f seja continua e
suficientemente diferencidvel em relagdo a z e y. Se y(x) é a solugao exata de (I) entao
podemos expandi-la em série de Taylor em torno do ponto x = xy. Logo,

(I - x0)2 "

y(x) = yo + (z — 20)y'(x0) + 5 Y (o) + -+ (3)

As derivadas nessa expansao nao sao conhecidas explicitamente uma vez que a solucao
nao é conhecida. No entanto, se f for suficientemente derivavel entao podemos obter



y'(z0),y"(x0), -, considerando a derivada total de de ¥’ = f(x,y) com relagao a «z,
tendo em mente que f é uma funca implicita de y. Desta maneira, obtemos para as
primeiras derivadas:

y = flzy)

" / al’

R A

wo_ o Of Ofady  10fy,  Ofydy of  ofdy
v - dx Oy dx oxr Oy dw] f+fy[8x+8ydx]

= fxw+fxy+facy'f+fyy'f2+fy'fa:+fy2'f
fxw+2f$y'f+fyy'f2+fa:'fy+fy2'f

Continuando dessa maneira, podemos expressar qualquer derivada de y em termos de
f(z,y) e suas derivadas parciais.

Se admitirmos que a série truncada (3) fornece uma boa aproximagao para y em
x = xo + h entdo podemos calcular y em xq + h, recalcular as derivadas v',y”,y” -+ em
xo + h e novamente usar (3) para obter o valor de y em & = z + 2h. Continuando dessa
maneira, teremos um conjuntos de valores i, ys, - , ¥, que serao aproximacoes para a
solugao do PVI nos pontos x; = x¢g +ih, 1 = 1,2, cdots.

Representando a solugdo exata no ponto x; por y(z;) e a solugdo aproximada por y;,
temos o algoritmo de Taylor:
ALGORITMO DE TAYLOR DE ORDEM k:

- Calcula uma aproximacao para a solucao do PVI:

{ y =[xy .,z € [a b
y(a) = Ya
1. Calcule h = (b —a)/N, ©y = a,x; = 9+ j - h,xry = b,N = No. de passos,
y(x;) = y(xo +jh)
2. Calcule aproximagoes y; para y(z;) pela série de Taylor:
2

h ”_|_..._|_
9 Vi

AN

Y1 = Y+ hyi+ Y

h? hk o
Yiv1 = Yy +hf(z;,y;)+ ?f,(xjayj) +-+ ﬁf(k Y(xj,y5)

Pode-se mostrar que o erro de truncamento do Algoritmo de Taylor de ordem k é dado

por:
(Z’ _ a)k+1

(k) '
(k+ 1)[ f (E?y(G)) s onde Xo S € S T

Ryyi(z)) =
METODO DE EULER
Fazendo k£ = 1 no algoritmo de Taylor de ordem k, obtemos o método de Euler:
yir1 = yi+hf(z;y)
=y +

2



2
e Ry ="%1"(e)

Exemplo: Seja o PVI:

{ y =",z e [2, 23
Y

Pelo método de Euler, temos:
Seja h =0.1, g = 2.0, N = 3.

Yo = y(xo) = 2
y1 =y(wo+h) +y(2.1) = y(xo) + hf(zo,yo)
= 20+012‘0_2' =2.0
T T 20 7
Yo =y(zo+2h) =1 + hf(x1,y1) = w+hf(2.1,2.0)
2.1 -2.0
ys = y(zo + 3h) = yo + hf(z2,y2) = yo + hf(2.2,2.00476)
2.2 —2.00476
= 2.00476 + 0.1T = 2.01363

2. Métodos de Runge-Kutta

Sao métodos que tem erro de truncamento de ordem p sem a necessidade de calcu-
lar as derivadas parciais de f(z,y). Basicamente, esses métodos se caracterizam por 3
propriedades:

1. Sao de passo 1
2. Coincindem com a série de Taylor de ordem p

3. Nao exigem o célculo das derivadas de f(z,y). Ao invés disso, f(x,y) é avaliada em
varios pontos intermediarios.

Método R-K 1la. ordem
Como vimos, o método de Euler foi obtido pela série de Taylor de ordem 1

Ynt+1l = Yn + hf(l’n, yn)

Pode-se ver facilmente aque esse método satisfaz as 3 propriedades acima. Esse é um
método de R-K de ordem 1



Método R-K de 2a. ordem

L, L,

_ %
Yn+1
Yn

Xn Xn+1 :Xn+h

Fig. 1. Médodo Euler Modificado.

Ly z1(x) = yu + (. — 20)Y), = Yn + (2 — 2) f (T Yn)
Assim, dado h, 21(Znt1) = Yn+1 = Yn + hf(zn, y,) (Mét. Euler).

P = (anrla ﬂn+1) = (xn + h> Yn + hy;l)
Ly:2(x) = Gny1+ (& — Tpp1)Ypi
= Yo+ hy, + (x — (20 + 1)) f(2n + hyyn + hy,,)

Se tragarmos uma reta pelo ponto z,, que tem como inclinagao a média aritmética das
inclinagoes das retas Ly e Ly e computarmos o valor de 4,11 como sendo o valor de y em
Tnt1 dado por essa reta, teremos:

f(@nyyn) + f(x0 + Yy + hyl)

Yntl = Yn + (anrl - -Tn) 9
h
Ynt1 = yn+5[f(xnayn)+f(xn+hayn+hy1/1)]a n:O,1,2,~- (4)

O valor dado por (4) é conhecido como "Método de Euler Modificado’.



Observamos que:
1. Esse método é de passo 1
2. Utiliza sémente f(z,y)

3. Para verificarmos que este ¢ um método de R-K de 2a. ordem, precisamos mostrar
que ele concorda com o método de Taylor até termos de ordem 2 em h, ou seja,

h? h?
yn+1 = UYn + hf(:[‘n, yn) + §f$(xn7 yn) + ?fy(xm yn)f(xm yn) (5)
com 6loc(xn = %ym(e(xn))

Logo, precisamos mostrar que (4) tem um erro de truncamento de ordem h?.
Desenvolvendo f(z,y) por Taylor em torno de x,, y,, temos:

f(x,y) = f(mm yn) + ($ - xn)f:c(xna yn) + (y - yn)fy(xmyn) + % [(x - xn)Qfm(Ofa ﬁ)
—}-2(1‘ - xn)(y - yn)f:ty(a? ﬁ) + (y - yn)nyy(au ﬁ)}

ondez <a<zx,ey <3<y, Logo,

f@n +hyn+hy,) = f(zn,yn) + hfo(@n, Yn) + by, [y (20, Un)
2
+% fxx(@a ﬂ) + 2y;zfxy(a>ﬂ) + fyy(a>ﬁ)y/i] (6)

Substituindo (6) em (4) vem:

h
Ynt1 = Ynt E [f(xnayn) + f(xnayn) + hfac(xna yn)

h2
+fy(xna yn)hy; + ? [fa:a:(aa ﬁ) + 2f(xn7 yn)f;ty(aa ﬁ) + fyy(Oé, ﬁ)fQ(xm yn)}:|

que pode ser escrita como:

N
7 N

2
Unt1 = Yo+ hf(Tn,yn) + % fe(@n, yn) + fy(@n, yn) f (s Yn)]

3
O [Fanl@,8) 4 20 () fo 0 8) - Fi0,B) P 2]

Logo, o método de Euler modificado concorda com o mét. da série de Taylor de ordem 2,
mostrando assim ser um método de ordem 2.



Forma Geral dos Métodos R-K

Os métodos de R-K (explicitos) para a solucao de eq. dif. ordinarias consiste em calcular
valores aproximados ¥, ¥y, - -, numa malha x; = z¢ + jh, a partir da condi¢ao inicial
Yo = y(xp). Os valores de y;1; sdo calculados recursivamente pela férmula

T
ijrl:yj“‘h(ZaiKi); J=0,1,-- (7)
i=1

onde os coeficientes K; sao calculados por:

Ky = f(zj,y;) @)
Ki = f(xj + hug,y; +h <Z:;:11 )\imkm)
Em (7) e (8) acima, os valores de a, ft; € Ny, 1 <m <i—1, 1 <4 <T  sdo parametros

a serem escolhidos de maneira a fazer o método mais preciso possivel. O no. T determina
o no. de estagios do método.

ALGUNS METODOS RUNGE-KUTTA

1. Método de Euler (R-K la. ordem)
Yir1 =y + h fz5,5)

2. Método Euler modificado (R-K 2a. ordem)
Ky = f(zj,y;),  Ko= f(x;+ h,y; + h Ky),
Yis1 =y + 5[ + K
3. Método de Heun (R-K 2a. ordem)
Ki = f(z;,y;),  Ko= f(z; + 3h,y; + 3h Ky),
Yis1 =y; + L[ K1 + 3K5]
4. Método R-K 4a. ordem
Ki = f(z,y;),  Ko= f(z;+ ih,y; + 3h Ky),

K3 = f(x; 4+ 5h,y; + 5h Ky),  Ky= f(z; +h,y; + h K3),
Y1 =y + 2| Ky + 2Ks + 2K5 + Ky



EX: Considere o PVI abaixo:

y/ — 1 2y2’ 0 S T S 1 ' - -
{ y(0) :+<6 sol. exata: y(x) = 2

Calcule y(1) pelos seguintes métodos:

i) Mét. Euler

ii) Mét. de Euler Modificado

iii) Mét. de R-K 4a. ordem

SOLUCAO: Seja h = 0.2. Pelo Mét. de Euler temos:

Yirr = Jj +h f(z5,;), Yo = 0.0
]—0 I'()—OO yO—OO
y1 = Yo + h f(x0,%0) = 0.0+ 0.2 [5555 — 2.0 % (0.0)] = 0.2000

j=1:21 =02y =0.2000
Yo = y1 + h f(x1,31) = 0.2000 + 0.2 [ 15505z — 2.0 % (0.2000)] = 0.3763

J=2:129=04,y,=0.3763
ys = Y2 + h f(22,92) = 0.3763 + 0.2 [ 7555z — 2.0 % (0.3763)] = 0.4921

j=3:23=0.06,y3 = 04921
y1=1ys+h f(w3,y3) = 04921 + 0.2 [ 285 — 2.0+ (0.4921)] = 0.5423

j=4:2,=08,ys=0.5423
Ys = ya + b f (24, 94) = 0.5423 + 0.2 [ 15535 — 2.0 % (0.5423)] = 0.5466

Usando mét. Euler modificado obtemos:

Y1 = Ji + 2 [f(@y, ) + f@i0 05000 = v + 2 (25,95), 5o =00
j=0:25=0.0y=0.0

Uy =Yyo+ hf(xo,y0) = 0.0+ 0.2 [W 2.0 (0.2)] = 0.2000

f(zo,90) = [15585 — 2.0+ (0.0)] = 1.0, f(xl,yl) (1555 — 2.0 % (0.20)] = 0.8815,
y1 =yo+ 2 [f(zo,y0) + flz1,91)] = 0.0 + £ [1.0 + 0.8815] = 0.18815

Yo =1 + hf(ajl, yl) — 0.18815 +0.2 [15505 — 2.0+ (0.18815)] = 0.3663
flz1,m) = [1ois — 2.0% (0.18815)] = 0. 8907 f(x2,75) = 15502 — 2.0 % (0.0)] = 0.5937,
Y2 = y1 + 2 [f (2o, yo) + f(z1,7;)] = 0.18815 + %2 [0.8907 + 0.5937] = 0.3366

ya = 0.4774
ys = 0.4911



3. Métodos de Passo Multiplo

Os métodos de passo simples requerem informacao sobre a solucao apenas em = = x,,
para achar a solugao em x = x,,,. Para isso, sao necessarios calculos das derivadas de
f(z,y) em pontos intermediarios. Por outro lado, os métodos de passo multiplo requerem
informagoes sobre a solugao em varios pontos.

Suponhamos que conhecemos a solugao para y(z) em xg,xy,- -+ ,T,, onde x;\; =
x; +h. A idéia basica dos métodos de passo multiplo é baseada na integracao da eqluagao
diferencial y'(x) = f(z,y) de z,, até x,,1, isto é,

Tn+1 Tn41 Tn+1
| v@de= [ feyeds = ) =y + [ Sy ©)
A integral em (9) pode ser calculada de vérias maneiras como segue:

3.1 Métodos Explicitos

Estes métodos sao derivados quando usamos as solugoes em ., 1, , Tph_m para
aproximarmos a integral acima. Aproximamos f(x,y(z)) por um polinomio de grau m,
pm(x)v que interpola f(l', y(l‘)) €M T, Tn—1," " s Tn—m- L0g07

Tn+1
mer =t [ paods (10)
In

Por exemplo, fazendo m = 3 na integral acima, aproximamos f(z,y(x)) por seu poli-

nomio interpolador nos pontos (ZL‘n, f(xm yn))a (xn—la f(xn—h yn—l))7 (xn—% f(xn—% yn—2))
e (2n_3, [(Tn_3,Yn—3)) e integramos ps(z) em [z, Tpy1).

fn-2
X f ,

| n-
! X
f ' |
n-3 ' [
|
X | | f,
I ! I X
| ! ! [
| ! | |
I ! ! [
B T ] 1
X3 Xn-2 X1 X,
Fig. 1. Pontos usados no cédlculo de ps(z).

Chamando f,—; = f(@n—j, Yn—;), teremos:

[, y(2) =v'(2) = p3(x) = L_g(x) fu—s + Lo(x) fuo + L_1(2) fu_1 + Lo(z) fu



L-slo) @;ng(f ;fiféfj: 7;:)1( ; éfz)— o) 7 = 2a-2) (o = ) o = )
bty - G e e e e
R e T
e et R
Logo, ’ i h

Ynt1 & /IHH(LS(»T)fn:'» + Loo() fa2 + L_1(x) fa1 + Lo(x) fr)dz = yp +

s / @) dr + fos / (@) daf s / (@Yo + £ / " Lo ()

n n n n

Calculando essas integrais vem:

Tn+1 _1 Tn+1
/% L_3(z)dx = o /. (x — zpo)(x — Tp_1)(T — xp)dx

Introduzindo a mudanga de variaveis: 5= =u = 1z =uh + x,,dr = hdu temos:

T — T3 =uh+x, —x,_3=uh+3h=(u+3)h
T —Tpo=uh+x, — 2, 9=uh+2h=(u+2)h .
r—2Zy 1 =uh+xz,—x, 1 =uh+h=(u+1)h

Logo, a integral acima se reduz a:

Tni1 _1 1
/x L_3(x)dx = e (u+ 2)h(u+ 1)huhdu
—1 /! —h [ut  3ud 3u?]!
- (u3+3u2+2u)du:—{—+— —}
6% J, 6 |43 2|,
—h —h —h —9h
- a1+ =4+ = o) = 2
Pajarien =gy = Lo =2

Analogamente, obtém-se:
f;:“ L_y(z)de = 55 f;n"“(x — Zp_3) (T — Zn1)(x — 2y)dT = 535 fol(u +3)(u + ludu

4 271
:%fol(u3+4u2+3u)du:g[%+%+%]O:g[1/4+4/3+2/3]:gh

S —1 [ 59
/% L_y(x)dx = e 5 (x — Tp3)(x — Tp_o)(x — xp)dr = ﬂh



Tnt1 1 Tn+1
/ Lo(z)dr = — (x — zp3)(x — 2po)(x — xp_q)dx =

6h3 /..

Substituindo o valor dessas integrais em (11) obtemos:

37h 29h 55h

9h
Ynt+l = Yn — ﬂfn73+—fn72 fnfl_‘_ﬂ

24 24 I

ou seja

h
Yn+1 = YUn + ﬂ [55fn - 59fn—1 + 37fn—2 - 9fn—3]

10

95
—h
24



4. Sistema de equacgoes e equagoes de ordem superior

Em muitas aplicagoes praticas, é necessario obter a solugao de um sistema de equacoes
diferencias de la. ordem em varias varidveis. Os problemas de valor inicial para esses
sistemas de equagoes podem ser expressos na forma:

yi(z) = filz,y1(2), ya(x), -, yn(x)), y1(Zo0) = Y10,
Yo() = falz,y1(2), ya (), -, yn()), Y2(Z0) = Y20,
y3(2) = fa(z,y1(2), v2(2), -, yn()), y3(z0) = Yo,

\ %(I) = falz,y1(2), y2(2), - -+, yn(2)), Yn(Z0) = Yno,

que pode ser escrito na forma vetorial, definindo:

[ yi(7) ] [ fi(x, Y (2)) ] [ Y10(z) ]
Y2 () fo(z, Y (z)) Y20(T)
y3() fs(z, Y (x)) Y3o(T)
Y(x) = : , F(z,Y(x)) = : , Yo(z) = :
| yn(a) | | @ Y (@) | yno(a) |

Com essa notagao, o sistema (I) pode ser escrito na forma:

Yj(x) = F(, Y (1))
(I11) { Y(x5) = Yo :

Observamos que os métodos vistos até agora para resolver problemas de valor inicial
(métodos da série de Taylor, Runge-Kutta, multi-passo) podem ser facilmente aplicados
para resolver um sitema de equagoes diferenciais de la. ordem dado por (II).

4.1 Transformagao de um sistema PVI de ordem K em um sistema de EDQO’s

Um problema de valor inicial de ordem K tem a seguinte forma:

(I1T) { y () = fl@,y(), y'(@),y" (@), -, y* H(2), a<2 <Db
YD (z) =y, 0<j<k—1

Por exemplo, um PVI de ordem 2 tem a forma:

{ y'(x) = f(2,y(x),y'(2), a <2 <D
y(zo) = vo , y'(w0) = o

ex:
{ yv'(z)=yy + (¥)? +xsin(z), 0<z <1
y(0)=0, ¢(0)=1

11



Equacao (IIT) pode ser transformada em um sistema de equagoes diferenciais la. ordem
fazendo a seguinte mudanca de variaveis:

() =y(x), va(z) =y (2),

Com essas definigoes, montamos o seguinte sistema de EDO’s la. ordem:

(IV) S

() = y2(z),
yé(.flf) = 93(35)7

L ve(@) = flmoynye o uk), ye(@o) = g

ys(w) = y"(x), yu(x) =

n (xo) = Yo,
yz(xo) = yéa

(

y* D (z).

k—1)

Podemos escrever o sistema acima (Eq. (IV)) na forma vetorial dada pela Eq. (II),

definindo:
[ yl(x) | [ yo(xo) i
y2() Yo (o)
ys(z) Yol (o)
Y(I‘) == . y YO - : ) F(I‘,Y(ZL‘)) -
L yk;(f) i BAG —‘1)(950) i

Y2 ()
ys()

L f(xaylay%'” 7yk) .

Com essa notagao, o sistema (IV) toma a forma da Eq. (II), ou seja:

Yo(z) = F(z, Y(2)),
Y(ZE()) = YO ’

4.2 Solucao de um PVI de 2a. ordem pelo método de Euler

Counsidere o PVI de 2a. ordem:

y' = flz,y,y), a<x<b,
(A) y(a) = Ya,
y'(a) =y,

Transformando esse PVI em um sistema de duas eqs. de la. ordem, vem:

{ y(r) =y(x) = yi(z) =1,
p(x) =y'(x) = yy(x) = f(x,91,92),

Fazendo

Y (z) = { z;(xg } : Y, = { Ya

(x

Y,

o PVI dado pela Eq. (A) se transforma em:

(v

Yo

F(x,Y(x)), a<z<b '

yl(@) = Ya
y2(a) =y,

| revey =] 0

z, Y1, y2)

Dado h = (b—a)/N, z; =a+jh,j=0,1,2,---, N, asolucao desse PVI pelo método de

Euler fornece:

Y]+1:Y]+hF($J,Y]), j:O,l,,N—l

onde Y; = { (yl)i } . F(z;,Y)) = { i

(?/2)3'

zj, (Y1), (Y2);)

12



