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Integrais Improprias

Seja f(t) uma funcao definida para todo t > a tal que
exista a integral
b

f f(t) dt

a
qualquer que seja b > a.
Definicao: A integral imprépria de f é definida por

oo b
J-f(t)dt:bleooff(t)dt;

caso o limite exista e seja finito, f é integravel no
sentido improéprio em [a, +o0) ou a integral imprépria
é convergente. Caso contrario, a integral imprépria é
divergente.
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Aula Passada
Sistemas de EDs

» Sistemas Lineares Nao Homogéneos:

X)) =AM X))+ 7 ()
> Método dos Coeficientes a Determinar (MCD);
> Método de Variacao dos Parametros (MVP):

Xp(t)=X(O)T (), XOU(t)=7(t)
> Exemplos.
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Integrais Improprias (cont.)

Exemplo: Determine se as seqguintes integrais
impréprias sao convergentes ou divergentes:
oo

(a) [e"2tdt = CONVERGENTE

0
2t . e2t g . e2b 1 1
e “'dt= Ilim |— = lim |— + ===

b—oo

—

0

= DIVERGENTE

m [
t

I—'%8 o

b
. dt . b .
bILmoof i bILmoo [In |f.‘|]|1 = bILmoo [In(b) — 0] = 0.
1
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Integrais Imprdéprias (cont.)

[oe]

Exemplo: Mostre que a integral g—ff é convergente se
1
p > 1 edivergentese p<1.

Solucao: Podemos escrever

[ee] b Xl_p b
dx ! J dx limp— oo [ﬁ] ;. Sep #1;
— = |im — =

J XP b—oo J xP limp—oo [In |x|]|§’, sep=1.

Entdo, se p =1, a integral é divergente (ver exemplo
anterior); se p £ 1, temos dois casos:
[oe] —_p—(p—1

ax [ Jim [ = 2
f x| lim [5552
1 b—oo P
Entao mostramos convergéncia parap>1e
divergéncia para p < 1.
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sep>1 = convergente;

] — o, sep<1 = divergente.

Transformada de Laplace (cont.)

(2) f(t) =t, t> O

o0 b
e Si(st+1
Sy Y sy
b—o0 52 0
0
1—e b (sh+1) 1
= lim =—
b—oo 52 52
para s > 0.
(3) f(t) = sen(wt), t> O:
oo
F(s)= Je‘“sen(wt)dt:
0
—e St (wcos(wt) +ssen(wt)) g w
= lim = , s>0.
b—co s2 4+ w? o SEtw?
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Transformada de Laplace

Vamos trabalhar com integrais impréprias da forma

(o]

F(s) = f e~Stf(t)dt,
0

com o dominio de F(s) sendo valores de s onde a
integral é convergente.

Vejamos alguns exemplos/casos para valores de f(t) e
F(s) correspondentes.

(1) f(t) =1, t>0:

F(s) = Je—stldt: lim [— } = lim [—] _
0

para s > 0. A integral é divergente para s < 0.
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Transformada de Laplace (cont.)

(4) f(t) =cos(wt), t=0:

F(s)= f e Stcos(wt)dt =
0
i le—“(wsen(wt)—Scos(wt))]
s2 +w?

b

b—)OO

(5) f(t) =ect, t>0:

e}

F(s) = f estectdt =
0

—e—(s—o)t
i |
b—co s—cC 0
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b

{1—e—<s—c)b] 1
= lim = ,S>C
b—oo s—cC sS—C




Transformada de Laplace (cont.)

Definicao: a funcao F(s), definida por

[oe]

F(s)= f e Stf(t)dt,
0
com f(t) definida para todo t > 0, € chamada de
Transformada de Laplace de f(t), e € denotada por
LIft)].

Entdo, de acordo com os exemplos anteriores, temos

1 1 " 1
C[l]z—,5>0; ﬁ[t]:—2,5>0; [,[ec]:—,5>c;
S S S—C

L[sen(wt)] = §>0; Llcos(wt)]= 2w s> 0.

w

Transformada de Laplace (cont.)

Propriedades:
1. (Linearidade) Se L[f(t)]=F(s), L[g(t)]=G(s) e a, b
sao constantes, entao
Llaf(t)+bg(t)l =aF(s)+bG(s)=acLl[f(t)|+bLlg(t)].
2. Se L[f(t)] =F(s) para s > sp, entao
Lle?tf(t)]=F(s—a), paras>so+a.
3. Se L[f(t)] =F(s), entao

n

d
L[t"f(t)] = (—1)”@F(s).

Note:
q" dan 7 an
—F(s)= — | e stf(t)dt = | — (et f(t)dt.
ds,,() ds,,f (t) Jasn( )f(t)
0 0
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Se n é inteiro positivo entao, para s > 0,

L[t = I|m J.e‘“t”dt

—sttn b
= lim —|— fe_Stt"_ldt =
b—vOO
0

n
— —sttn 1dt tn—l
- j Defe)

0

o

n(n—1)

S L[t - ’; ] = 2] = =
(nN)(n—1)...(2) n!
= Sn—l E[] n+1
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Transformada de Laplace (cont.)

Exemplos:
(1) £[e_tcos(3 t)]
f(t) = cos(3t) = F(s) = L[cos(3t)] = s/(s?> +3?), s> 0.

Lleteos(3)] Z F(s+1)= (s+1)/[(s+1)2+9], s>—1.
(2) c[e?tt?]

cle?'t?]: c[t’]=F(s)=2[s®,s>0.
L[] B Fis—2)=2/(s—2),5>2
c[t?e?t]: rl[e*']=F(s)=1/(s—2),s>2.
(et BF(s)=2/(s—2)%,5>2
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