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Sistemas de Equacoes Diferenciais

Teoria Geral:
Sistemas de EDs de primeira ordem podem geralmente
ser escritos como

X1 (t) = LL(t) = Fa(t, X1, X2, - -, Xm)
Xo(t) = L2(t) = Fa(t, X1, X2, - .., Xm)

Xm(t) = L2 (t) = Fn(t, X1, X2, . . ., Xm)

Solucao do sistema num intervalo J: m funcdes
x1(t), x2(t), . .., xm(t) diferencidveis em J que satisfazem
simultaneamente o sistema para todo t €.

Exemplo:
O par x1(t) = cos(t), x2(t) =sen(t), t € R, é solugao de

Xl =—X?2
Xz = X1 ’
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I E NS ES

EDs de Ordem n

> Teorema;

» EDs Lineares Homogéneas/Nao Homogéneas:
Y™ tan_1ym Y 4 tay” a1y +aoy =g(t)

» Generalizacdo do Método Geral para ordem n.

» Generalizacao de MCD e MVP para ordem n.
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Sistemas de EDs (cont.)

PVI:

(%1(t) = F1(t, X1, X2, . .., Xm)
X2(t) = F2(t, X1, X2, ..., Xm)

Xm(t) = Fm(t, X1, X2, ..., Xm)
| X1(to) = X%, xa(to) = X3, ..., Xm(to) = x°

0 40 0
com x, x5,..., X €R, to €J.
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Sistemas de EDs (cont.)

Podemos escrever a equacao de ordem m

yM=F(ty.y,....ym 1)
como um sistema de m equacoes de ordem 1:

definir
X1 = y: X7 = y” cer, Xm—1 = y(m—Z), Xm = y(m—l)
(5(1 = X2
X2 = X3
=
Xm—1 = Xm
Xm = F(t, X1, X2, ..., Xm)
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Sistemas de EDs (cont.)

Se as funcgdes F1, Fy, ..., Fy do sistema sao lineares em
X1,X2,...,Xm, €ntao o sistema de equacoes é linear.

Sistema mais geral de m equacoes lineares de primeira
ordem:

x1=a11(t)x1+ -+ aim(t) Xm + 91(t)
X2 = az1(t)x1 + -+ +axm(t) Xm + g2(t)

Xm = am1(t) X1+ + amm(t) Xm + gm(t)

Se gj(t) =0 para todo 1 <j < m, entdo o sistema é
homogéneo; sendo, ele é nao homogéneo (se pelo
menos um g;j(t) assume valor nao nulo para t €)).
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Sistemas de EDs (cont.)

Exemplo: Escreva o PVI
y®+y'=0
{y(O) =0,y(0)=2, y”(0)=0
na forma de um sistema de EDs.
Solucao: Sendo

/ 4
X1=Y, Xo2=y, Xa=Yy,

temos
Xl = X2
5(2 = X3
X3 = — X2

X1(0) =0, X2(0) = 2, X3(0) =0
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Sistemas de EDs (cont.)

Sistema linear — notacao matricial:
X =A()X +9(t) (1)
ai(t) - aim(t) 91(t)
At=| + . i LLado=| |
ami(t) -+ amm(t) Im(t)
X]_(t) ) Xl(t)
XO=| : [ . X®=]| :
Xm(t) Xm(t)
Teorema (Existéncia e Unicidade de Solucoes):
Suponha que as fungdes ajj(t) e gj(t), 1 <i,j < m sejam
continuas num intervalo J. Entdo dados typ €/ e
X0 e RM, existe uma Unica solucdo X (t) de (1),
definida em J, tal que X (to) = X °.
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Sistemas Homogéneos

Sistemas Homogéneos (cont.)

Teorema: Se
— T — T
X H(t) =[x () (0] e X2t =[x3(t) -+ xZ(D)]
sao solucdes do sistema homogéneo

X —ADX,

~ . ~ . —_ —_
entdo qualquer combinacdo linear c1 x 1(t) + ¢z x 2(t),
em que C3 e ¢ sao constantes arbitrarias, também é
solugao.

Teorema (Teste para Independéncia Linear):
Sejam X 1(t),..., XX(t) solucdes do sistema
homogéneo e seja to €. Entdo X 1(t),..., X K(t) séo
s_o)luc;c")es LI imj se e somente se os vetores

X 1(to),..., X K(to) séo LI em R™,
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Exemplo: Determine a solucao geral de
)(1 = X2 PN ? . 0 1 7»
X2 =—2X1+3X2 =2 3 ’

Solucao: Sistema obtido de y”’— 3y’ + 2y =0. Como
y1(t) = €t, ya(t) = e?t, t € R, sdo solucdes da ED, entdo:

-1, [vi®] _[ef] =2, [v2O)] [ et
X (t)_ |:y1(t)i| —|:et , X (t)— y;(t) = 2e2t ’ tER,
sao solucdes do sistema (sao LI?) e a solucao geral sera

X0=[20] a0 raT0-

[ cret+coe?t

= |:Clet—|—2C2€2ti|' t,ci,c2 €R.
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Sistemas Homogéneos (cont.)

Teorema: A dimensao do espaco S de todas as
solucdes do sistema homogéneo é m, isto é, se
conhecemos m solugdes linearmente independentes
—)1 —)m . . N ~
X *(t),..., xM(t) do sistema linear homogéneo, entao
toda solucao serd da forma

Xt)=c1 XYt)+...+cm X™(t),
a solucao geral do sistema homogéneo.

Exemplo: Determine a solucao geral de
Xl = X2 PN 7» - 0 1 7
X2 =—2X1+3x2 12 3 '

Solucgao: Sistema obtido de
y”" =3y’ +2y=0.
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Sistemas Homogéneos (cont.)

Definicdo: Uma matriz m x m X(t) é matriz solucao

do sistema X =A(t) X se cada coluna de X(t) é solucdo
do sistema.

Definicao: Uma matriz m x m X(t) é matriz
fundamental (MF) para o sistema X =A(t)X se é uma
matriz solucao e det[X(t)] £ O para todo t no intervalo
de existéncia. Ou seja, suas colunas sdo solucdes LI do
sistema no intervalo.

ot @2t

Exemplo: Verifique se X(t) = [et 2 @2t

_).3:[ 0 1]7 parat eR.

]éMFde

-2 3
Solucao: X(t) é matriz solugao (ver exemplo anterior).
Para ser MF, verifiquemos se det [X(t)] #0 para t € R:
det[X(t)] = 2ete?t—ele?t =e3t £0 parateR. & MF!
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Sistemas Homogéneos (cont.)

Lema: Se X(t) é uma MF do sistema linear homogéneo,
ent&o a solucéo geral do sistema sera dada por X(t)C,
onde T =[c1 -+ cm].

Teorema (Férmula de Jacobi-Liouville): Se X(t) é
uma matriz solucdo do sistema homogéneo em algum

intervalo J e se tp €, entao
t

det [X(t)] = det [X(to)] exp ftr(A(s)) ds

to

Teorema: Seja X(t) uma matriz solugao do sistema
homogéneo em J. X(t) € MF se e somente se
det [X(to)] # O para algum tp €.
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Sistemas Homogéneos (cont.)

Exemplo: Verifique se

1+t 5et t
Xt)=| 0 et 0
—t —2et 1-—t

€ uma MF para o sistema

1 2 1
X=|0 1 0]|X comteR.
-1 1 -1

DICA: Verificar se X(t) &€ matriz solugdo primeiro, e
depois mostrar se det [X(to)] # O para algum tp € R.

Solucao: na lousa.
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