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EDs de Segunda Ordem

Forma geral:

d?y
Frche y'=f(ty.y)

com f sendo uma fungao definida em um subconjunto
Ac R2,
EDs de segunda ordem surgem com frequéncia em:

» problemas de Fisica (2a. Lei de Newton);

» problemas de Eletricidade (Leis de Kirchhoff).

Focaremos na solugao de EDs lineares de segunda
ordem e depois faremos uma generalizacao para EDs
lineares de ordem n.
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Aula Passada

EDs de Primeira Ordem

y' +a(t)y =b(t)

M(t,y)+N(t y)y’ =0

> AplicacOes de EDs de ordem 1 a problemas;
> Exemplos.
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EDs Lineares de Ordem 2

Forma geral:

y”+a(t)y +b(t)y =9(t),
com a(t), b(t), g(t) fungdes continuas em um intervalo /.
Quando g(t) =0, temos uma ED linear homogénea;
senao, a ED é ndo homogénea.

Teorema (Existéncia e Unicidade): Se as funcdes
a(t), b(t), g(t) forem continuas num intervalo /, entdo
dados tp €/ e yo, zo €R, 0 PVI

y”+a(t)y’+b(t)y =g(t)

y(to) =Yo

y'(to) = 2o
possui uma Unica solugdo y = y(t), a qual esta definida
para todo t €.
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EDs Lineares de Ordem 2 (cont.)

Vamos comecar analisando as EDs lineares
homogéneas.

Para a ED linear de segunda ordem
y”"+a(t)y +b(t)y =0,

se y1(t) e y2(t) sao duas solucdes da ED
convenientemente escolhidas, entao podemos escrever
a solucao geral da ED linear de segunda ordem
homogénea como

y(t):Clyl(t)+C2y2(t), Ci,CeR, tel.
Principio da Superposicao: Se ¢i(t) e ¢,(t) sao
solucdes da ED linear homogénea, e se c3, ¢ sao

constantes reais, entao a funcao @(t) = c1@1(t) + c202(t)
também é solugao.
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EDs Lineares de Ordem 2 (cont.)

Teorema: Sejam y;(t) e y»(t) solugdes de
y"+a(t)y’ +b(t)y =0

() ya(t
w0 (o) 40

para todo t € /. Entdo toda solucao da ED é dada por
y(t)=Ciyi(t) +Caya(t), tel.

tais que

Observe gue, se tomarmos um tp € I qualquer, e sendo
yo =Y(to), 2o = y’(to), devemos ter
C1y1(to) + C2y2(to) = Yo o [Y1(t0) Y2(fo)] [Cl] _ [}/o]
C1 Y/ (to) + C2y(to) = 2o yi(to) y5(to)||C2| |20
yi(to) ya(to)
0.
yi(to) yi(to)]7

Para o sistema ter solucao, det|:

EDs Lineares de Ordem 2 (cont.)

Exemplo: AED

t2y
possui y1(t) =t e y2(t) = tin(t) como solugdes
(MOSTRE!)

1’7

—ty’+y=0, t>0

Entdo podemos escrever a solucédo (geral) da ED como
y(t)=C1t+Catin(t), t>0, C1,C€eR.
(MOSTRE!)

Como sabemos que essas solugdes foram
apropriadamente escolhidas para escrever a solucao
geral?
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EDs Lineares de Ordem 2 (cont.)

Definimos como o Wronskiano de y;(t) e y,(t)

- Wiyl -au[ 26 728

Entao, a solucdo geral da ED linear homogénea é dada
por

y(t) = Crya(t) + C2 ya(t)
quando W y1, y2] # 0. Isto ocorre quando as fungbes
y1, Y2 sao solucdes linearmente independentes da ED.

Observacao 1: Duas fungdes fi(t), f2(t) nao
necessariamente possuem W/(fi, ;] #0 para tel,
exceto se forem solugées da ED linear homogénea.
Exemplo: fi(t) =t, f(t) =t% parateR.
Observacao 2: W(t) = 0 ndo implica que as funcdes
sao linearmente dependentes.
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EDs Lineares de Ordem 2 (cont.)

Teorema: Sejam y;(t), y2(t), t €1, solucdes da ED linear
homogénea e ty €/ fixado. Seja W(t) o wronskiano de
y1 e y2. Entao

t
W(t) = W(to)e J0®®@%  wrel.

Em particular, como a funcao exponencial nunca se
anula, segue-se que se W(tp) # 0, entdo W(t) £ 0 para
todotel.

Observacao: O intervalo / é o intervalo onde as
fungdes a(t) e b(t) da ED linear homogénea

y"+a(t)y'+b(t)y=0
sdo continuas.
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Método da Reducao de Ordem

O Método da Reducao de Ordem supde que
conhecemos uma solucao yi(t) da ED e queremos
achar uma outra solugao y;(t) tal que a solucao geral
da ED é escrita como

y(£)=Ciy1(t) +Caya(t), C1,C2€R, tel

Se y1(t) é solucao da ED linear

y"+a(t)y’ +b(t)y =0,
entao Cy;(t), com C sendo uma constante real,
também é, mas nao é L.I. de yi(t).

Assim, para obter uma segunda solucao y»(t) que seja
linearmente independente da solugao yi(t), deve-se
assumir que

y2(t) = v(t)yi(t), com v(t) ndo constante.

Obs.: Wy1, y2| (t) = v/(t) y3(b).

EDs Lineares de Ordem 2 (cont.)

Teorema: Suponhamos que a(t) e b(t) sejam fungdes
continuas no intervalo /. Entdo existem duas solucdes
y1(t) e y2(t) da equagao

y” +a(t)y’ +b(t)y =0
tais que Wy1, y2] # 0 para todo t € /. Além disso, a
solucdo geral desta equacao é dada por

Ci1y1(t)+ Cay2(t), em que C1, C; sao constantes
arbitrérias.

Isso nos garante que o espaco das solucdes da ED é um
espaco vetorial de dimensao 2.

Veremos em seguida métodos para determinar as
solucdes LI y1, y2> da ED linear homogénea:

> Método da Reducao de Ordem;

» Método Geral para EDs com Coef. Constantes.
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Reducao de Ordem (cont.)

Sendo y,(t) = v(t) y1(t), entao temos:

Yo (£) = V() y1(t) + v(t) y7 (t);

y5 () =v"(t)y1(t) + 2V (1) y1(t) + v(t) yT (8);
e assim, escrevendo v = v(t) e y1 = y1(t),

[v”yl +2 v’yi + vy’l’] +
+at) [V y1+vy,]+b(t) vyl =0

= vy +a(t)y, +b(t)y1]+
+V'[2y, +a(t)y1]+ v y1=0
= y1v'+ [Zy’1 + a(t)}’1] v/ =0.
Substituindo z(t) = v/(t),

y1(t)Z +[2y(t) +a(t)y1(t)|z=0. (ordem 1)




Reducao de Ordem (cont.)

Resumindo:
Conhecendo uma solugao y1(t) da ED

y” +a(t)y’ +b(t)y =0,
para determinar uma segunda solugao y>(t), LI de yi(t),

1. Definir y,(t) = v(t) y1(t) com v(t) nao constante;
Substituir y2(t), y5,(t) e y5 (t) na EDO e simplificar;
Assumir z(t) = v/(t) e substituir na EDO;

Resolver EDO de ordem 1 para z(t);

Calcular um v(t) = [ z(t)dt;

Calcular uma solugao y;(t).

o u s wN

A solucao geral da EDO seréa dada por
y(t)=Ciyi(t)+ Cay2(t), C1,C2€R, tel.
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Reducao de Ordem (cont.)

Exercicio: Determine a solucao geral de
y'—4y' +4y=0
com yi(t) =e?, teR.

Solucao:

y(t)=Cre?t +Crte?, teR, Ci,CeR.
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Reducao de Ordem (cont.)

Exemplo: Determine uma outra solucao de
ty” _ 2y/ — 0
sabendo-se que y;(t) =1, t £0.
Solugao: Verificando se yi(t) =1 é solugao:
Para t £0,
yi)=1 = y(t)=y](t)=0
= t(0)—2(0)=0 y1 € solugao
Entdo:  ya(t) = v(t)ya(t) =v(t), v#c
yo () =Vv'(t), yj(t)=v"(t)
tv/=2v =0 = Zz(t)=V/(t)
t3
tz/—2z=0---2(t)=K1t?, t£0 .- v(t)=K1§+K2, t£0
(basta um v(t)): v(t)=t3 =y (t), t£0.
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