CONJUNTOS E ALGEBRA

12 SEMESTRE

Neste curso, recordaremos inicialmente a teoria ingénua de conjuntos e um pouco de légica. Depois,
estudaremos alguns rudimentos de dlgebra: relacoes de equivaléncia e de ordem, reticulados, grupos,
anéis, modulos e categorias. Finalmente, aprenderemos um pouco de dlgebra linear.

1. Simbolos légicos e conjuntos

Batize o Bicho Papdo para domesticd-lo.
Sabedoria infantil

A légica matemética e a teoria de conjuntos sdo ciéncias bastante sérias. Tendo ajudado a superar
uma “crise de contradigoes” no inicio do século passado, estas passaram a constituir uma base sélida para
a matemética moderna' e servem como uma linguagem para expressar conceitos, ideias e demonstracdes.

Aqui, tratamos as mencionadas dreas de maneira simplificada (primitiva e ingénua), a qual é entre-
tanto suficiente, tomando-se um certo cuidado, para o estudo da matemética (pelo menos, em &reas
diferentes das préprias 16gica e teoria de conjuntos). Assim, “recordamos” a matéria que é melhor
talvez nomear (pato)ldgica e teoria ingénua de conjuntos.

1.1. Significado de simbolos 16gicos. Uma proposicao P (=uma afirmacao que faz sentido) pode
ser falsa (=invdlida), que denotamos por 0, ou verdadeira (=vélida), que denotamos por 1. Dadas propo-
sicoes P, Py, P>, podemos formar novas proposicoes:

- P, ou seja, a negacdo de P;

PV Py, ou seja, Py ou Ps;

P A Ps, ou seja, Py e Ps;

P, = P5, ou seja, Py implica Ps;

P, & Py, ou seja, Py € equivalente a Ps.

Em termos de validade/invalidade, temos
-0=1, -1=0; 0v0=0,0vi=1v0=1v1i=1; 0A0=0A1=1A0=0, 1A1=1;
(1=0)=0, (0=0=0=1)=(1=1)=1 (0=1)=(1<0=0(00)=>1<1)=1.
1.1.1. Exercicio. Usando as “tabelas de multiplicacao” acima, verifique as seguintes leis de Morgan:
-—P < P, PV-P& 1, PA-P <+ 0, PYP& P, PANP << P, PLVPy <> P,VP, PPAP, < PoA Py

(Pl \/PQ)\/Pg (—>P1V(P2 \/133)7 (Pl /\PQ)/\Pg (_>P1/\(P2 /\133)7 Pl/\(PQ \/Pg) — (Pl /\PQ)\/(Pl /\‘Pg)7
Pl\/(Pg/\Pg)(—>(P1\/P2)/\(P1\/P3), _\(Pl\/Pg)(—)_'Pl/\_'PQ, _‘(Pl/\PQ)H_\Pl\/_\PQ,

Hoje em dia, a teoria de conjuntos estd sendo pouco a pouco substituida pela teoria de categorias, uma lingua mais
moderna, eficiente e adequada para a matemaética.
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ﬁPl\/P2<—)P1:>P2, P1<:)>P2<—)(P]_:>P2)/\(f)1<:f)2)7 P1:>P2<—)ﬁP1<ZﬁP2,

onde P, Py, P>, P3 sao proposigoes e o simbolo < diz que as proposi¢oes envolvidas sao simultaneamente
vélidas/invélidas.

Uma proposi¢ao P(z) pode depender de um pardmetro z (por exemplo, P(x) pode afirmar que
“o ntmero inteiro x é par”). Nestes casos, podemos formar novas proposigoes que independem do
parametro x:

Jz P(x), ou seja, existe x tal que vale P(x);
Vx P(z), ou seja, para todo x, vale P(x).

Os ultimos dois simbolos l6gicos se chamam quantificadores, os restantes sao elementares.

A proposigao 3z P(z) se trata como verdadeira exatamente quando existe um z tal que a proposicao
P(z) é valida. A proposi¢do Va P(x) é verdadeira exatamente quando, para todo x, a proposigao
P(z) é valida. Os limites de variagdo do parametro x sdo normalmente claros pelo contexto ou podem
ser indicados explicitamente. Por exemplo, a proposicao “todo numero inteiro é par” se escreve como
Vo € Z P(z). De fato, as proposi¢oes 3z € C' P(z) e Vo € C' P(z) significam 3z © € C A P(x) e
Vz x € C' = P(z), respectivamente.

A leitura dos simbolos 1égicos no idioma usual admite tipicamente varios sinonimos. Por exemplo,
as proposicoes P, = P, e Va P(z) podem ser lidas como “P, vale sempre que P; vale” e “qualquer
que seja x, vale P(z)”. Do ponto de vista formal, a escolha de um sinénimo néao altera o significado
matematico.

1.1.2. Exercicio. Seja P uma proposicao que independe de x (isto significa que a validade de
P(z) sempre é a mesma, independente da escolha de x), seja C' um conjunto e sejam Q(z) e R(x,y)
proposicgoes que dependem respectivamente de x e de x,y. Convenca-se que

3z Q(z) « Iy Qy), Yz Q(x) <> Yy Q(y), IxIy R(z,y) «» Jy3r R(z,y), VaVy R(z,y) < Yy¥r R(z,y),

Vo Q(z) < Iz -Q(z), -3z Q(z) <> Vo -Q(z), PVIx Q(z) <> Jx PVQ(z), PVVz Q(z) <> Vz PVQ(z),
PAJr Qx) <> 3z PAQ(x), PAVx Q(z) <> Vo PAQ(x), P= 3z Q(z) <> Iz P = Q(z),
P =Vz Q(z) & Vz P = Q(z), (JaVy R(z,y)) = VyIz R(z,y),
onde o simbolo <+ diz que as proposigdes envolvidas sao simultaneamente validas/invalidas.

Quais das implicagoes

(Jz € C Q(z)) = Vo € C Q(z), (V€ C Q(z)) = Fz € C Q(z), (VyIzr R(z,y)) = JaVy R(z,y),
(BreC Q@) =P)= (BreCQ@) = P), (reC Q@) =P)=((BreC Q@) =P),

((¥2€C Q@) = P) = (Yr e C Q)= P), (Yz€C Q)= P) = ((Vr e C Q) = P)
sao sempre validas e por qué?

1.1.3. Exercicio. Seja P(z) uma proposi¢ao dependente de z. Usando os simbolos 1égicos intro-
duzidos acima, expresse a proposigao 3!z P(zx) cujo significado é “existe um tnico = tal que P(x)”.

Os Exercicios 1.1.1-2, que utilizaremos em seguida sem referéncia, servem como regras para manipular
proposicoes formalmente. Isto é especificamente 1itil quando nao hd como (ou quando é muito dificil)
perceber o sentido das afirmagoes envolvidas.

Observe que basta usar apenas os simbolos l6gicos =, V, 3, pois os restantes se expressam em termos
de —, V, 3 pelos Exercicios 1.1.1-2.
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Além dos introduzidos, usaremos o simbolo := que significa “igual por defini¢ao”.

1.2. Conjuntos. Em vez de definir o que é um conjunto, aceitamos a visao ingénua de que é
razoavel imaginar um conjunto como um saco de elementos. Escrevemos e € E quando e é um elemento
do conjunto E (e estd no saco E). Para descrever um conjunto C' usamos a notagao C' := {e | P(e)}
ou C :={e € E | P(e)}, onde P(z) é uma propriedade (de elementos) e E é um conjunto dado. Isto
se 1& assim: o conjunto C é formado por todos os e (ou por todos os elementos e do conjunto E) que
satisfazem a propriedade P(e).

1.2.1. Notagao padrao.

C :={c | ¢ é um nimero complexo} é o conjunto de todos os nimeros complexos;

R := {r | » é um ntmero real} é o conjunto de todos os niimeros reais;

Q :={g € R| ¢ é um niimero racional} é o conjunto de todos os nimeros racionais;

Z :={z € Q| z é um ntmero inteiro} é o conjunto de todos os nimeros inteiros;

N:={n €Z|n >0} é o conjunto de todos os niimeros naturais;

R?%:={r e R|r > 0} é o conjunto de todos os niimeros reais nao-negativos;

R>0:={r e R|r >0} é o conjunto de todos os niimeros reais positivos;

[a,b) = {r e R |a < r <b} (a,b)  ={r eR|a<r<b} [ab) :={r e R|a<r<b}
(a,b] :=={r e R| a < r < b} sdo os intervalos fechado, aberto e semiabertos entre a,b € R;

(—o0,b] :={r e R|r < b}, (—o00,b) :={r eR|r <b}, [a,00):={reR|a<r} (ag,00) :={r eR|
a < r}, (—oo0,00) := R intervalos (semi)infinitos;

@ :={e|e# e} o conjunto vazio (saco vazio).

Note que [a,b] = @ se a > b.

1.2.2. Paradoxos. Na visao ingénua da teoria de conjuntos, ha alguns perigos. Considere os
seguintes paradoxos.

Paradoxo do barbeiro. O barbeiro é um homem da cidade que faz a barba de todos aqueles, e somente
daqueles, homens da cidade que nao barbeiam a si mesmos. Quem barbeia o barbeiro?

Paradoxo de Russell. Definimos C :={x | x ¢ x}. Se C € C, entdo C ¢ C. Se C ¢ C, entdo C € C.
Paradoxo de Richard. O menor niimero natural que nao pode ser descrito por uma frase em Portugués
contendo no maximo cem letras.

A receita de como evitar os perigos deste tipo é simples. Basta ndo fazer auto-referéncias e nao formar
conjuntos de todas as coisas possiveis. Considerando, por exemplo, o paradoxo de Richard, imagine que
escrevemos ao lado de cada frase que determina um numero natural concreto este mesmo numero e
analise o que acontece quando chega a hora de associar um numero a frase em questao.

Tomando tal cuidado, assumimos a convencao que as relagoes do tipo z; € 9 € --- € z, € 21 S30
proibidas.?

1.2.3. Operagoes com conjuntos e relagoes entre conjuntos. Sejam C; e (s conjuntos.
Dizemos que Cp estd contido em Cs ou que Co contém Cp ou que C; é um subconjunto de Co se
Ve z € C; = x € Cy e escrevemos C; C Cs ou Cy D C7. Em outras palavras, para verificar que
C, C (s, precisa-se provar a implicagao = € C; = z € (Cs.

Dois conjuntos Cp,Cy sdo considerados como iguais se eles tém os mesmos elementos. Em outras
palavras, C; = Cy é equivalente a C; C Cy A C1 D Cs.

Denotamos por C; N Cy a intersecdo de Cy e Coq, isto 6, C1 N Co :={z |z € C1 Az € Ca}.

Denotamos por C; UCy :={z |z € C1 Va € C3} a unido de Cy e Cy. Caso C; NCy = &, temos a
uniao disjunta C1 U Cy := C1 Uy, que é a uniao usual com énfase na disjuncao C; N Coy = O.

2De fato, o axioma de regularidade padrao da axiomatica de Zermelo-Fraenkel exige mais do que isto: para qualquer
conjunto nao-vazio C # O, existe um elemento ¢ € C tal que cNC = @.
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Denotamos por C; x Cy = {(01702) |1 € CiANeg € C’g} o produto cartesiano de Cy e Cy. Este
produto é formado por todos os pares ordenados (c1,¢3), onde ¢; € Cy e ¢ca € Co. Nao é necessdrio
saber o que é um par ordenado. E suficiente saber apenas a propriedade que caracteriza este conceito:
(c1,c2) = (c),c5) < (1 =) Aea = ¢). (Um exemplo: [0,1] x [0, 1] pode ser visto como um quadrado.)
De modo andlogo, podemos definir o produto cartesiano C; x Cy X - - - X C,, de conjuntos C1,Cs,...,C,.

Denotamos por Cy \ Cy :={z € C1 | ¢ Cy} o complemento de Cy em Cf.

Para os fins de nao poluir a notagdo, com frequéncia escrevemos p no lugar de {p} quando nao
hé grande perigo de confusdo. Por exemplo, R\ 0 é o conjunto de todos os nimeros reais nao-nulos,
R\ 0:=R\{0}.

Sejam C, C7,Csy, C3 conjuntos e S, .51, 52 C C subconjuntos. As relagoes

C\(C\S) =8, SU(C\S)=C, CUC=C, CNC=C, CLUCy=CoUCy, C;NCy=ConCh,

(CLUC)UCs = CLU(CoUCs), (C1NC2)NCs = C1N(CanCy), C1N(CaUCs) = (CrNCa)U(CiNCs),
C1U(C2NC3) = (C1UC)N(C1UCs), C\(S1US3) = (C\S1)N(C\S2), C\(S1NS3) = (C\S1)U(C\ Sa),
(C\Sl)USQZC<Z>Sl CSQ, 01:CQ<:>(01 CCQ)/\(Cl DCQ), S CSQ@(C\SﬁD(C\SQ)

sao consequéncias imediatas das correspondentes leis de Morgan e podem ser obtidas através da assim
chamada “demonstracao por definicao”. Ja que qualquer defini¢ao é nada mais do que uma abreviagao,
tal método consiste simplesmente em “decifrar a abreviagao”. Para exemplificar, mostramos a identidade
C1U(CanC3) = (Cy UCe) N (Cy UC3). Por definigdo de unido, x € C; U (Cy N C5) é equivalente a
x € C1Vx € CoNCs. Por definigao de intersegao, isto pode ser reescrito como x € CyV(z € CoAx € Cs).
De forma andloga, € (C; U C2) N (Cy UC3) é equivalente a (x € Cy Vo € Co) A(xz € Cy Vo € Csy).
Resta aplicar a correspondente lei de Morgan, onde P; é x € C; para i = 1,2, 3.

1.2.4. Exercicio. Prove as relagoes
ge{o}, {040, 0Cc{v},{g|o£o}=0,8CC, aUuC=C, snNnC=g, C\C=2g,

(C1CCanNCyCC)=CrCC3, CLCCiUCy, C1DC1NCy, (CiCCAC,CC)=CLUCyCC,
(CCcCiNCCCy)=CCcCinNCy, C1UCy =0y C CCye 01Ny =Ch,
IxC=a, (C1 xCo)N(C] xCh) =(CiNCY) x (ConCy), (CLUC)) xC = (Cy xC)U(Cy xC),
Cx (CaUCh) =(CxCr)u(CxCy), (C1\C) xC=(Cy xC)\(C] xC),

(C1 % Co)\ (C) x Ch) = ((C1\ C}) x Co) L ((C1NCY) x (CI\CY)), Crx Cy = Cyx Cy # @ = Cy = Cs.

para quaisquer conjuntos C, C1, C}, Cs, C}, Cs.

1.2.5. Familias de conjuntos. Seja I um conjunto (de indices). Se, para cada i € I, é dado um
conjunto C;, temos uma familia de conjuntos Cjy, i € I.

A wnidgo da familia é o conjunto formado por todos os elementos que pertencem a pelo menos um
dos membros da familia, |J C; == {z | 3i € [ z € C;}. Caso C; N Cy = & para quaisquer distintos

il
i,i’ € I, 1 +# 1, isto é, caso a familia seja disjunta, temos a unido disjunta | | C; := |J C;, a unido usual
i€l i€l

da familia com a énfase em que a familia é disjunta.

A interse¢do da familia é o conjunto formado por todos os elementos que pertencem a todos os
membros da familia, (( C; :={zx € U |Vi € I x € C;}. (Aqui U é um conjunto-universo. Se I = &,

iel

a restricdo x € U é necesséria, pois, sem esta, enfrentamos um paradoxo.)
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Seja C; € X, i € I, uma familia de conjuntos. Qualquer subconjunto I’ C I determina uma
nova familia C;, ¢ € I’, chamada subfamilia da original. Podemos considerar também uma familia de
subfamilias. Formalmente, seja I; C I, j € J, uma familia de subconjuntos de I. Entao temos uma
familia cujo j-ésimo membro ¢é a familia C;, ¢ € I;, onde j percorre J.

1.2.6. Exercicio. Sejam C;, i € I, e Cl,, i’ € I', familias de conjuntos, seja I; C I, j € J, uma
familia de subconjuntos de I e seja C' um conjunto. Prove as seguintes formulas:

C\UQ‘ZQ(C\Q‘)’ C\mCiZU(C\Ci)v CQUCiZU(CﬂCi)’ CUﬂQ’:ﬂ(CUCi),

i€l el i€l i€l i€l i€l i€l i€l
(Uc)n(Uc)= U @nan, (Na)u(Nc)= N (@uch),
i€l iel’ iel, i’ el’ el iel’ iel, i’ el’
U(Ua)= U a N(Na)= N o
jeJ i€l; z‘ejLEJJIJ jeJ i€l; iengIj

1.3. Funcoes. Uma funcio f : D — C de D para C' é uma lei pela qual a cada elemento d € D
estd associado um tnico elemento ¢ € C, denotado por ¢ = f(d) e chamado a imagem de d. Escreve-se

também D L> C. Dizemos que D é o dominio e C é o codominio de f. Note que, por definigao,
consideramos duas fungoes f : D — C e f' : D' — C’ como diferentes se os dominios ou codominios
sao diferentes, isto é, se D # D’ ou C # C’, mesmo se a lei parece a mesma. Por exemplo, temos duas
funcoes f:R =R, f:r =12, e f/: R = R2% ' :r— r2 que sao diferentes embora dadas através da
mesma lei r — 72, (Escrevendo f : d +— ¢, enfatizamos como f “age” sobre elementos; isto é equivalente
a escrever f(d) = c.)

Seja f : D — C uma funcgio. Denotamos por I'y := {(d,f(d)) ceDxC|de D} o grdfico da
fungao f.

Seja f : D — C uma funcéo e sejam D' C D e C' C C. Entdo fD' := {f(d) | d € D'} é a imagem
de D' por fe f71C":={de D| f(d) € C'} é a imagem inversa (ou pré-imagem) de C’ por f.

Definimos a restri¢io f|p : D' — C de f para D’ C D pela regra ébvia f|p : d' — f(d'). A fungao
de inclusdo i : D' — D é dada pela regra i : d’ — d’ para todo d’' € D’.

Sejam C1 ELN Co LN C5 duas fungoes dos formatos indicados. Definimos a fungao composta ou a
composi¢do fa o fi : C1 — Cj pela regra (f2 o f1)(z) := f2(fi(z)) para todo z € Cy. Essa operagao é

associativa: é facil verificar que (f3 o f2) o fi = f3 0 (f2 0 f1) para fungdes C; i> Cy LN Cs LN Cy.
Podemos observar também que a restricao f|ps da fungéo f : D — C para D’ C D é a composic¢ao f o1,
isto é, f|pr = foi,ondei: D' < D é a func¢ao de inclusdo. Para qualquer conjunto C, temos a fungao
idéntica 1¢ : C — C dada pela regra 1¢ : ¢ — c. Essa fungao satisfaz as identidades f1 o1 = f1 e
1o o fo = f3 para quaisquer fungoes f1 : C — Cy e fo : Cy — C.

Uma funcdo f : D — C é dita injetora ou uma inje¢ao se Vdy,ds € D f(d1) = f(d2) = di = do.
Enfatizando que uma funcao f : D — C é injetora, escrevemos f : D — C. A fungao de inclusao
considerada acima é um exemplo de uma func¢ao injetora. Uma funcao f : D — C é dita sobrejetora
ou uma sobrejecdo se todo elemento de C é a imagem por f de um elemento de D, isto é, se V ¢ € C
3d e D f(d) = ¢. Equivalentemente, f é sobrejetora se e sé se fD = C. Uma fungdo f : D — C
simultaneamente injetora e sobrejetora é dita bijetora ou uma bijecdo.

1.3.1. Exercicio. Sejam f: D — C e Cy ELN Co ELN C5 funcoes. Mostre que

e f é sobrejetora se e s6 se possui uma inversa a direita g : D + C, isto é, fog = 1¢;
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e supondo que D # O, f é injetora se e s6 se possui uma inversa a esquerda g : D < C isto é, gof = 1p;
e f é bijetora se e s6 se possui uma inversa bilateral g : D < C, isto é, fog=1c e go f = 1p; tal
inversa é tinica se existir e é denotada por f~!;

e se fi e fo sdo bijecdes, entdo fo o f1 é uma bijecdo e (fao f1)7! = fl_1 o f2_1.

1.3.2. Exercicio. Sejam f: D — C, f': C — B funcbes, sejam D; C D, i€ I, e C; C C, j € J,
familias de subconjuntos e sejam D’ C D, C' C C e B’ C B subconjuntos. Prove as seguintes férmulas.

fUDi =i, fO\Dic(\Di, (f o HD' = F(fD), (f'o f)"1B = ("B,

el i€l i€l iel

e =Urte, it G=N 16, e\ C) =D\ i

JjeJ JjeJ JjeJ jeJ

Planejando omitir em seguida demonstracoes por definicao, exemplificamos pela tdltima vez como
provar, digamos, a férmula (f' o f)"1B’' = f_l(f’le’). Por definicao de imagem inversa, a afirmacao
que = € f~(f "' B’) significa que € D A f(z) € f'~'B’ e, pela mesma razdo, que x € D A (f(x) €

C A f’(f(x)) € B’). Sendo f(x) € C para todo = € D, podemos retirar essa parte, obtendo z €

D A (f' o f)(z) € B’ por defini¢ao de composta. Por defini¢do de imagem inversa, isto significa que
re (o)) B.

O produto cartesiano Cy x Cs estd munido de projecées m; : C1 x Co — C;, i = 1,2. Estas obviamente
sdo sobrejetoras. Mais geralmente, seja C;, ¢ € I, uma familia de conjuntos. Definimos o produto
cartesiano dessa familia pela férmula [ C; := {I N UCi|Viel f(i) e Ci}. Os elementos de [] C;

iel i€l il
s@o tipicamente denotados por (¢;);cr em vez de T EEIN U Ci, onde ¢; := f(i) para todo ¢ € I. Para
i€l
cada i € I, temos a proje¢io m; : [[ C; — C; (claramente sobrejetiva).
iel

1.3.3. Exercicio. Seja f; : C — C;, ¢ € I, uma familia de fungoes. Mostre que existe uma unica
fungao f: C — [] C; tal que m; o f = f; para todo i € I. [diagramal]

iel

1.3.4. Exercicio. Seja C;, i € I, uma familia disjunta de conjuntos e seja f; : C; — C, i € I, uma
familia de fungoes. Mostre que existe uma tdnica funcao f : | | C; — C tal que f o; = f; para todo

icl
t1€1,onde ;: C; — || C;i, i €1, sdo as fungoes de inclusdo. [diagrama)
i€l

1.3.5. Exercicio. Seja f : D — C uma funcdo e sejam ¢ : C' < C e /) : f~1C’ — D funcoes de
inclusdo. Note que existe uma tnica funcdo f': f~1C’ — C’ tal que fot =10 f'. Sejam g: X — C’
j: X — D funcdes tais que f oj = 1o g. Mostre que existe uma tnica funcao h : X — f~'C’ tal que
floh=geioh=j. [diagrama]

1.4. Cardinalidade. Grosso modo, a cardinalidade de um conjunto mede quao grande é o conjunto,
isto é, “quantos elementos” ele possui. Dizemos que os conjuntos C; e Co tém a mesma cardinalidade
se existe uma bijegdo entre C; e Cy. (Nao importa se C; — Cs ou se C; + Cy, pois a inversa de uma
bijecdo é uma bijegdo; em simbolos, C1 ~ Cy é uma bijecao entre C; e Cs.) Denotamos por |C| ou por
#C' a cardinalidade de C.

Assim, os ntimeros naturais sao as cardinalidades de conjuntos finitos. Por defini¢do, o conjunto N é
enumeravel. Esta é a menor cardinalidade infinita. Dizemos que |C;| < |Cy] se existe uma fungao injetora
Cy — Cs. E possivel mostrar (mas nao é trivial) que, dadas cardinalidades c1, ¢a, vale ¢; < ca ou¢1 = ca.
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Cardinalidades admitem vérias operagoes: adigdo, multiplicagao, poténcias, etc.: |Cy|+]|Ca| := |C1UCy|,
|C1]-|Cy| = |C1 x O], |Co|I€1] := |C$], onde CS™ := {Cy — Cy}. Na verdade, |Cy|+|Cs| = |C1]-|Ca| =
max (|C1],|Ca|) se |C1| # 0 e |Cs| ¢ infinita.

Denotamos por 2¢ := {X | X C C} o conjunto das partes de C' ou o booleano de C. A cada
subconjunto X C C, podemos associar a func¢do caracteristica de X. Tal fungdo xx : C — {0,1} é dada

pela regra yx :cr—>0secé X e xx :cr 1sece X. A férmula f — f~11 estabelece uma bijegao
2¢ ~ 0,1},

1.4.1. Exercicio. Sejam C,C}, Cy conjuntos. Note que 2617¢2 = 261 12C2 ¢ O} C Cy = 201 C 2¢2,
Estabeleca as seguintes bijegoes:

2C ~ {071}6'7 QClLJCQ ~ 201 X 202’ CCﬂJCQ ~ C6‘1 % 0027 (201)02 ~ 201><C2, (C01)02 ~ CClXCQ.

1.4.2. Exercicio. Prove que 2| # |C| para qualquer conjunto C. (Dica: se b: C' — {0,1}¢ é uma
bijegao, entdo a funcao f : C' — {0,1} dada pela regra f : ¢ — 1—"b(c)(c) deve ter a forma f = b(c¢') para
algum ¢’ € C; calculando o valor f(c¢’) chegamos a uma contradigdo. A ideia apresentada, o argumento
da diagonalizagdo de Cantor, foi de fato utilizada no paradoxo de Russell no item 1.2.2.)

1.4.3. Teorema (Cantor-Schroder-Bernstein). Sejam A e B conjuntos tais que |A| < |B] e |A] > |B|.
Entao |A| = |B.

Demonstragao.®> Temos duas bijecoes f : A — B’ eg: A’ + B, onde A’ C Ae B' C B.
Definamos indutivamente Cy := A\ A’ e Cp,11 := gfCy. Sejam C := |J C, e C':= |J Cpy1. Segue

neN neN
de A\C = A"\ C que

g ANO) =g~ (AN Cunr) = B\ |J 97" Cua =

neN neN
=B\ g gsca=8\UJ fCa=8\r(JC)=B\rsC
neN neN neN

Em outras palavras, g estabelece uma bijecéo entre B\ fC e A\ C e f estabelece uma bijegao entre C'
efCm

1.5. Conjuntos enumeraveis. Se um conjunto C' ¢é finito ou tem a cardinalidade de N, ele é dito
enumerdvel.

1.5.1. Lema. |N x N| = |N|.

Demonstragao. Seja ¢ : N x N — N a funcao definida pela regra ¢ : (m,n) — (2m 4+ 1)2". Suponha
que (2m +1)2" = (2m’ 4+ 1)2"% com n < n’. Entdao 2m + 1 = (2m/ + 1)2%' =", Dai concluimos que
n = n’, pois, caso contrario, 2m + 1 seria par. Logo, 2m + 1 = 2m’ + 1, implicando m = m’. Em outras
palavras, ¢ € injetora. Resta aplicar o Teorema 1.4.3 g

Os seguintes exercicios podem ser resolvidos usando os Teorema 1.4.3 e Lema 1.5.1.

1.5.2. Exercicio. Mostre que C = |J C,, é enumerével se cada C,, é enumergvel.
neN

1.5.3. Exercicio. Mostre que os conjuntos Z, Q e Q[x] sdo enumerédveis. Aqui Q[z] denota o conjunto
de todos os polindmios de uma varidvel x com coeficientes em Q, isto é, de todas expressoes formais da
forma qo + q1x + - - - + gpx™, onde qo,q1,--.,q, € Q e n € N estao variando.

3Esta demonstracio explora uma ideia de Misha Verbitsky.
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1.5.4. Exercicio. Mostre que |R| = [2V].

1.6. Axioma da escolha. Tal axioma (AE) afirma que qualquer fungéo sobrejetiva f : D — C
possui inversa & direita g : D + C, isto é, f o g = 1¢ (vide o Exercicio 1.3.1). Em outras palavras,
a fungao g efetua uma escolha g(c) de um elemento na imagem inversa f~!c nao-vazia para todo ¢ € C,
ou seja, g(c) € f~tc. O AE parece ébvio. Porém, possui algumas consequéncias surpreendentes. Por
exemplo, AE implica que uma bola de raio 1 em R? pode ser decomposta na unido disjunta de 5
subconjuntos, os quais, sendo movidos (como pecas sélidas) dentro de R3, formam duas bolas disjuntas
de raio 1 (o paradoxo de Banach-Tarski). Por outro lado, assumir AE nao faz mal: se isto leva a
uma contradigdo, entdo assumir a negacdo de AE também leva a uma contradigdo. Entretanto, vérios
matematicos evitam usar AE, pois toda demonstracdo usando AE é nao-construtiva, isto é, apela a
objetos construidos implicitamente.

Em seguida, aceitamos AE.

2. Relacgoes
Uma pessoa decente nunca escreveria
uma epigrafe sob tal titulo
P. Decente
Sejam C1,...,C), conjuntos. Uma correspondéncia n-dria é simplesmente um subconjunto R C C7 X
- X Cp. Em vez de (c1,...,¢,) € R, podemos escrever R(cy,...,c¢,), dizendo assim que R(cy,...,¢p)
vale. Caso C := Cy = --- = C,, obtemos uma relagio n-dria sobre C. Para uma relacao binaria

R C C x C, podemos escrever c¢1Reg no lugar de R(cy,c2). Associando a uma fungdo f : D — C seu
grafico I'y C D x C, de fato, tratamos a fungao como uma correspondéncia binaria. Neste sentido,
a relagao binaria de igualdade = sobre um conjunto C, também chamada diagonal A := Ac C C x C,
corresponde a funcao idéntica 1¢ : C' — C.

2.1. Relacoes de equivaléncia. Com frequéncia, quando afirmamos que objetos matematicos sao
iguais, nao temos em mente uma igualdade plena. E bem possivel que pensamos em “igualdade num
certo sentido”, considerando como irrelevantes alguns aspectos dos objetos em consideragao. A relagao
bindria de equivaléncia definida abaixo é uma formalizagao desta visao.

2.1.1. Definicao. Seja ~ uma relagao binaria sobre um conjunto C'. Dizemos que ~ é uma rela¢do
de equivaléncia (ou simplesmente equivaléncia) sobre C se ela é reflexiva, simétrica e transitiva. Isto
quer dizer que
e Ve e C ¢~ c (reflexividade);

e Vey,co € C ey ~ ¢y = o ~ ¢y (simetria);
o Vey,co,c3 € C (¢1 ~caANea ~c3) = ¢ ~ cg (transitividade).

Seja ~ uma equivaléncia sobre C' e seja S C C' um subconjunto. Entao temos a equivaléncia induzida
~ |s sobre S. Frequentemente, tal equivaléncia se denota pelo mesmo simbolo ~.

2.1.2. Definigao. Uma particao do conjunto C' é uma decomposicao de C' na uniao disjunta de
subconjuntos nao-vazios, C = | | C;, tal que C; # Cy para quaisquer distinos 4,7’ € I, i # i’. Equiva-
i€l
lentemente, toda particao de C' pode ser interpretada como uma funcgao sobrejetiva f : C' — I, onde
C; := f~ % para todo i € I.

2.1.3. Definigdo. Seja ~ uma equivaléncia sobre C' e seja ¢ € C. Entao o subconjunto [c] :=
{z € C | c~ 2z} é uma classe de equivaléncia de ~ e ¢ € [c] é um representante desta classe.

2.1.4. Lema. Seja ~ uma equivaléncia sobre C e sejam K, K' C C classes de equivaléncia de ~.
Entao
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1. K # o,
2. K =[] para qualquer ¢’ € K,
3. K=K ouKNK' =g.

Em outras palavras, as classes de equivaléncia formam uma particao de C.

Demonstragao. 1. Sendo K = [¢| para algum ¢ € C, temos ¢ € K pela reflexividade de ~.

2.Se K =[c]ed € K, entdo ¢ ~ ¢. Mostraremos que ¢ ~ ¢’ implica [c] D [¢/]. Com efeito, se z € [¢'],
entdo ¢’ ~ x e, pela transitividade de ~, obtemos ¢ ~ x, ou seja, x € [¢]. Pela simetria de ~, ¢ ~ ¢/
implica ¢ ~ ¢. Logo, [¢] C [¢].

3. Se KN K' # @, entdo existe um elemento ¢ € K N K’. Pelo item 2, K =[] = K' n

2.1.5. Definigdo. Seja ~ uma equivaléncia sobre C. A funcao sobrejetivam: C — C/ ~, 7w : c— [c],
relacionada com a partigao de C nas classes da equivaléncia de ~ é dita a projecao candonica do quociente
C/ ~ de C pela equivaléncia ~, onde o quociente C/ ~ é formado por todas as classes de equivaléncia,

C/~={[d]]|ceC}.

2.1.6. Resumo. Nao hd muita diferenga entre equivaléncias, particées e fungoes sobrejetivas. E um
mesmo conceito visto por diferentes angulos.

2.1.7. Equivaléncia gerada por uma relagao binaria. Seja F; C C' x C, i € I, uma familia de
equivaléncias. E facil ver que [ E; é uma equivaléncia.

iel
Seja R C C' x C' uma relagao bindria qualquer sobre C. Entao R:= (1 E é a menor equivaléncia
equiv_a-
BSE
que contém R. Tal R é dita a equivaléncia gerada por R.
Podemos descrever R explicitamente. Seja R°P := {(c1,c2) € C x C | coRer}. Entdo a relagao

R := A¢c U RU R ji é reflexiva e simétrica. Resta dizer que cRc’ vale se e s6 se existem n € N e
€1,...,¢, € C tais que ¢ = ¢1, ¢, = ¢ e valem ¢;Re;4q para todos ¢ = 1,...,n — 1. Deste modo,
a equivaléncia gerada por R é simplesmente o fecho de R pelas reflexividade, simetria e transitividade.

2.2. RelagGes de ordem. Relagoes de ordem (parcial) aparecem com frequéncia. Um tipico exemplo
¢ a ordem dada pela inclusao de subconjuntos de um conjunto.

2.2.1. Definicao. Seja < uma relagdo binaria sobre um conjunto C'. Dizemos que < é uma relagdo
de ordem parcial (ou simplesmente ordem) sobre C' e que C' é um conjunto (parcialmente) ordenado se
esta relagao é refleriva, anti-simétrica e transitiva. Isto quer dizer que

o Ve e C ¢ < c (reflexividade);
o Vey,c0 € C (c1 S caNeg < 1) = ¢ = co (anti-simetria);
e Vey,co,c3 €C (1 < caNea < e3) = ¢ < cs (transitividade).

E imediato que a relagao dual <°P também é uma ordem. Isto possibilita dualizar todos os conceitos,
consideragoes, afirmagoes etc. sobre ordens, ou seja, fazer os mesmos para a ordem dual.

H& duas convengoes tipicas sobre relagdes de ordem. Convencionalmente, escreve-se as vezes co > ¢1
no lugar de ¢; < c3. Além da relacdo ¢; < c¢o, a gente usa a relagdo ¢; < c¢o, cujo significado é
c1 < caANey # e

Seja < uma ordem sobre C e seja S C C um subconjunto. Entdo temos a ordem induzida < |g
sobre S. Frequentemente, tal ordem se denota pelo mesmo simbolo <.

2.2.2. Definicao. Para S C C e c € C, escrevemos S < ¢ e dizemos que ¢ é uma cota superior de
S se Vs € S s < ¢. Analogamente, definimos uma cota inferior. Escrever S < ¢ (analogamente, ¢ < .S)
significa Vs € S s < c.
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2.2.3. Definigao. Um elemento m € C' é mazximal se Ve € C m < ¢ = m = ¢. De modo semelhante,
define-se um elemento minimal. Em alguns casos, quando temos C' < ¢ para um ébvio elemento ¢ € C,
as palavras “um elemento maximal de C” pressupdem um elemento maximal em C'\ c.

2.2.4. Definigao. Dizemos que uma ordem < sobre C' é linear ou que C é linearmente ordenado se
Ver,e0 € Cep €< caVea < ¢p. Um subconjunto S C C é uma cadeia se S (com sua ordem induzida)
é linearmente ordenado.

2.2.5. Definigao. Dizemos que uma ordem < sobre C satisfaz a condi¢ao de cadeia descendente
ou a condi¢gdo de minimalidade se qualquer subconjunto nao-vazio S de C, @ # S C C, possui um
elemento minimal em S. Analogamente, formula-se a condi¢do de cadeia ascendente ou a condi¢do de
mazimalidade. Tais condi¢bes servem para agir (demonstrar, construir, etc.) por induc¢do. Por exemplo,
a ordem usual em N satisfaz a condigao de minimalidade e ai baseia-se o glorioso método da indugao
matematica.

Uma ordem linear que satisfaz a condigdo de minimalidade é dita total e o correspondente conjunto
é totalmente ordenado. Para um conjunto totalmente ordenado C' com o elemento minimal m € C,
denotamos por [m,c)c :={x € C'| m < z < ¢} o segmento inicial de C limitado por c € C.

2.2.6. Lema. Seja < uma ordem parcial sobre C. Entao < satisfaz a condi¢cao de maximalidade se e
s6 se qualquer sequéncia crescente se estabiliza. Isto significa que, para qualquer familia ¢; € C, i € N,
com ¢; < ¢;41 para todo i € N, existe n € N tal que c¢; = ¢, para todo j > n.

Demonstragao. Suponha que < satisfaz a condigao de maximalidade. Dada uma familia ¢; € C,
1 € N, com ¢; < ¢;41 para todo i € N, fazendo S := {¢; | i € N}, encontramos um elemento maximal
cn € S. Obviamente, ¢; = ¢, para todo j > n.

Reciprocamente, suponha que toda sequéncia crescente em C se estabiliza e seja @ # S C C' um
subconjunto nao-vazio que nao possui um elemento maximal. Segue de S # @ que existe ¢ € S. Ja que
co nao é maximal em S, existe ¢c; € S tal que ¢y < ¢1, e assim por diante. Deste modo, construimos
uma sequéncia crescente ¢y < ¢; < -+ < ¢; < ¢jy1 < ... que nao se estabiliza g

2.2.7. Teorema (lema de Zorn). Seja (C, <) um conjunto parcialmente ordenado tal que qualquer
cadeia totalmente* ordenada em C possui uma cota superior em C. Entdo, para todo cq € C, existe
um elemento maximal m € C com ¢y < m.

Demonstragao. Considerando o conjunto {x € C' | ¢y < x} no lugar de C, basta supor que ¢y < C
e mostrar que C' possui um elemento maximal. Suponha que nao h4 tal elemento em C.

Denotamos por 7 C 2 o conjunto de todas as cadeias totalmente ordenadas em C, T := {T € 2 |
T é uma cadeia totalmente ordenada}. Pela hipGtese do teorema, para todo T € T, existe um ¢’ € C
tal que T' < ¢/. Mas ¢’ ndo é maximal. Logo, existe ¢ € C com ¢’ < ¢, implicando T < c.

Como foi observado acima, a restricao f : S — T da projecao T x C' — T para o subconjunto
S C T xC dadopor S :={(T,c) € TxC | T < c} é sobrejetiva. Pelo AE, existe uma fungao g : § < T
com fog = 1y. Compondo g com a projegdo 7 x C — C, obtemos uma funcdo c : 7 — C tal que
T < ¢(T) para todo T € T. Podemos supor que ¢ = ¢p.

Seja To := {T €T |co € TAVEET cleg,t)r = t}. Entao {co} € Ty, pois ¢@ = ¢g. Sejam T, T € Ty.
Entao [co,t)r = [co,t')7 implica t = ¢’ para quaisquer t € T e t' € T’ pela definigdo de Ty. Supondo
que T e T’ sao distintos, T # T’, mostraremos que um dos T e T’ é um segmento inicial do outro.
(Em particular, 7y serd uma cadeia relativamente & inclusdo.)

Realmente, caso, por exemplo, T' C T’ existe um elemento minimal ¢’ € T’ \ T pela condi¢ao de
minimalidade para T”. Logo, [co,t' ) C T. Se [co,t' ) # T, existe um elemento minimal ¢ € T'\ [co, t')

4Na versao padrio do lema de Zorn, é exigida a existéncia de uma cota superior em C para qualquer cadeia em C, nao
necessariamente totalmente ordenada. A presente versao juntamente com sua demonstragao pertencem a Misha Verbitsky.
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pela condi¢ao de minimalidade para T. Entao [cg,t") = [co,t)7, pois T C T”; implicando ¢t = ' e uma
contradi¢ao. Portanto, T' = [cg, ) 7.

Caso T ¢ T' e T' ¢ T, existem elementos minimais t € T\ T’ e t/ € T \ T pela condi¢ao de
minimalidade para T e T”. Logo, [co,t)r C T' e [co,t')r» C T. Se [co,t)r = [co,t' )1/, entdo ¢ =
cleo, )T = cleo,t' ) =t € TNT' pela definigdo de To; uma contradi¢ao. Assim, pela simetria entre
T e T', podemos supor que existe um elemento tg € [co,t)7 \ [co,t’)7 . Pela condi¢do de minimalidade
para T, podemos supor que ty é minimal com esta propriedade. Dai, [co,to)T \ [co,t' )T = &, ou seja,
[Co,t/)T/ D) [CO,tO)T- De g ¢ [Co,t/)T/, tg € [Co,t)T cT' et eT eT segue t < tg. Concluimos de

[co,t" ) C T que [co,t' ) C [co,to)r. Como acima, [co,t' ) = [co,to)r implica t' =ty € T. Uma
contradigao.
Observemos agora que Ty := |J T € To. Sendo Ty uma cadeia relativamente & inclusio, a ordem
T€eTo

sobre T} ¢ linear. Para mostrar a condicao de minimalidade para Ty, usamos o fato dual ao Lema 2.2.6 :

dada uma familia t; € Ty, i € N, com t; > t;11 para todo i € N, temos ty € T para algum T € Tp; ja que

t; € T' para algum T” € Ty e um dos T e T’ é um segmento inicial do outro (ou T" = T”), concluimos

que t; € T'; a condicao de minimalidade para T implica que a sequéncia em questao se estabiliza.
Resta notar que Ty ¢ Tp U {cTp} € Tp. Uma contradicao m

2.2.8. Exercicio (teorema de Zermelo). Mostre que qualquer conjunto admite uma ordem total.
(Dica: Dado um conjunto C, considere o conjunto 7 C 2 de todos os subconjuntos nao-vazios total-
mente ordenados de C, isto é, T := {(T,<) | @ # T C C A < ¢ uma ordem total sobre T'}. Introduza
uma ordem em 7T escrevendo (T, <) < (T3, <) se e s6 se Ty = [m,t)y, C T» para algum ¢ € T com a
ordem em 7T} induzida pela ordem em 75, onde m € o elemento minimal de T5. Verifique a hipétese do
lema de Zorn mostrando que a unido de qualquer cadeia em 7 é uma cota superior desta cadeia.)

2.3. Pré-ordem. Omitindo a segunda exigéncia na Defini¢ao 2.2.1 de ordem, obtemos o conceito de
pré-ordem. De fato, tal conceito é uma mistura dos conceitos de equivaléncia e de ordem. Com efeito,
seja < uma pré-ordem sobre C'. E facil verificar que a relacdo bindria ¢; < ca Aca < ¢1 (esta é a relagao
binédria < N <°P), denotada por ~, é uma equivaléncia.

O quociente C/ ~ é naturalmente munido de uma ordem: [c1] < [c2] vale exatamente quando ¢; < cz.
Tal definicao estd correta: se ¢f ~ c¢1, ¢1 < ca e ca ~ ¢h, entdo ¢ < ¢1 e ca < ¢ implicam ¢] < d.
As reflexividade e transitividade de < se verificam no nivel de representantes. Se [c1] < [c2] e [e2] X [e1],
entao ¢; < ¢z e ¢g < ¢1, implicando ¢1 ~ ¢, ou seja, [c1] = [ca].

Reciprocamente, se f : D — C' é uma funcao sobrejetiva para um conjunto parcialmente ordenado
(C,=X), entdo a relagdo bindria d; < da, vélida por definigao se e s6 se f(d1) < f(dz), é uma pré-ordem
sobre D cuja equivaléncia ~ corresponde a f.

Grupos e suas agoes



