Calculo May 2, 2018

1 Definigao de limite (lembrete)

Se f: Dy — R e péponto de acumulagao de Dy
e lim f(x) = L significa

=P
Ve>03>0tal quex € Dfe 0 < |x—p| <9 implica |f(x) —L| <¢
(por vizinhangas:

V'Y vizinhanca de L 3.X vizinhanca de p tal que
reD;NX\{p} implica f(x)eY

e se a afirmacao acima ¢ falsa para todo L € R dizemos que

lim f(z) nao existe
T—p

2 Vizinhancas de infinito

Definimos:
e vizinhanga de +o0o: uma qualquer semireta aberta do tipo (a, +00)

e vizinhancga de —oco: uma qualquer semireta aberta do tipo (—oo, a)

3 Limites infinitos: definicao

Se f: Dy — R e p ¢ ponto de acumulagao de Dy
e lim f(x) = L significa

T—p

Ve>03d>0tal quex € D e 0 < |x—p| <9 implica |f(x) —L| <e¢

e lim f(x) = 400 significa
T—p

VM € R 3§ >0 tal que x € Dy e 0 < |x — p| < ¢ implica f(x) > M

e lim f(z) = —oo significa
T—Dp

VM e R 3§ >0 tal que x € Dy e 0 < |[x — p| < ¢ implica f(x) < M
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4 Limites no infinito: definicao

Se f: Dy — R e Dy nao é limitado superiormente

e lim f(x)= L significa

X—+00

Ve >0 3JH € R tal que x € Dy e x > H implica |f(x) — L| < ¢

e lim f(x)= +oo significa
X—+00

VM € R dH € R tal que x € Dy e x > H implica f(x) > M

o Xgrfmf(x) = —oo significa

VM e R 9H € R tal que x € D¢ e x > H implica f(x) <M

Se f: Dy — Re Dy nao é limitado inferiormente

e lim f(x)= L significa

X——00

Ve>0dH € R tal que x € Dy e x < H implica |[f(x) —L| < ¢

e lim f(z)= +oo significa
X——00
VM e R 9H € R tal que x € Dy e x < H implica f(x) > M
e lim f(x)= —oo significa

X——00

VM € R dH € R tal que x € Dy e x < H implica f(x) < M
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5 Propriedades dos limites infinitos
Sejam f,g: D — R e considere limites para x — p, ou x — p* ou  — Fo0o0.

e se f — +00, g — +00 entao f + g — +o0, fg — +oo

ese f—> —00,g— —occentao [+ g— —o0, fg— +o0

e se f — +00,g— —oc entao f + g DUVIDA! fg— —

(400 se L >0
esef— L, g— t+ooentao f+g— 400, fg— < —0 se L <0

(DUVIDA! seL =0

4

—00 se L >0
sef—>L g— —occentao f+g— —o0, fg — < +00 se L <0
| DUVIDA! se L =0

se f > +o00 ou f— —occentao 1/f —0
(respectivamente, 1/f — 07 ou 1/f — 07).

se f — 0" entao 1/f 5 100 (desde que o limite de 1/f faca sentido)

ge f — 0~ entao 1/f 00 (desde que o limite de 1/f faca sentido)
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Teorema (de confronto com limites infinitos).
Sejam f,g: D — R e seja p ponto de acumulagao de D. Suponha que

dr>0: zeDel0<|z—p|<r = f(z) <g(x)

Entao:
se lim f(z) = 400 entao limg(x) = +o0
T—p T—p
se limg(x) = —oo entao lim f(z) = —o0
T—p T—p
Ainda,

e no Teorema do Limite da composta, podemos ter +0o0 no lugar de a ou no

lugar de L;

e 0s teoremas de unicidade e de permanéncia do sinal valem também se os
limites valem +o0;

6 Propriedades dos limites no infinito

Todos os teoremas vistos ainda valem

e substituindo
— X — p por x — +00,
~3Ir>0: ...0<|z—p|<r.. por dHeR: ... x> H ..,
— p de acumulacao de Dy por Dy nao limitado superiormente

e substituindo
— I — p por xr — —00,
~3Ir>0: ....0<|z—p|<r.. por dHER: ... x<H ..,
— p de acumulacao de Dy por D; nao limitado inferiormente

PS também valem andlogos com limites laterais.
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7 Assintotas

Dada uma funcao f: D — R

e a reta y = L é dita Assintota horizontal (do gréafico) de f se

lim f(x) =1L ou lim f(z)=1L

T—00 T——00
e areta y = ax + b é dita Assintota obliqua (do grafico) de [ se

lim f(z) — (axz +b) =0 ou lim f(x)— (ax+b)=0

T—00 T——00

e a reta x = p é dita Assintota vertical (do grafico) de f se

lim f(z) = +o0 ou lim f(x) = £o0 ou lim f(x) = +o0

T—=p x—pt T—p~
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8 Teoremas sobre funcoes continuas

Teorema (de conservagao do sinal para fungoes continuas).

Seja f : D — R, seja p € D um ponto de acumulacao de D e seja f continua
em p.

Se f(p) >0 (resp. f(p) <0), entao

dr>0: x€Delx—p <r = f(r)>0 (resp. f(x) <0)

Teorema (Teorema de Bolzano (ou dos zeros)).
Seja f : [a,b] — R continua, com f(a)f(b) <0,
entao existe c € (a,b) : f(c) =0.

Corolario (Teorema do valor intermediario).
Seja f : [a,b] — R continua, e seja v € R tal que

fla)>~>f(b) ou  fla) <y < [f(b)

entao existe c € (a,b) : f(c) =1.
Em particular f assume todos os valores entre f(a) e f(b).

Teorema (Teorema de Weiestrass).
Seja f : [a,b] — R continua,
entao existem x1, x5 € [a,0] 1 f(21) < f(x) < f(x2) YV € [a,b].

Corolario.
Seja f : [a,b] — R continua,
entao

Im(f)=[m, M],
onde m, M sao, respectivamente, o minimo e o maximo de f.

bisec.c
bisec.exe


bisec.c
bisec.exe
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9 Alguns limites para saber!

lim S0 _
z—0 T
- 1 — cos(x) 1
x—0 2 2
v
lim —— =1
x—0 X
In(1
lin% —n( +2) =1
T—r €T
1 P—1
lir% (1+ ) _,
T—r i
: lz _ . T __
:1612%(1 + ) e J;Erfoo(l +1/x)" =e
lim (1 + kx)Y/* = e lim (1+k/x)" = ¢

z—0 r—+o0o
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