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1 Definicao de limite

e Seja A C R: p é dito ponto de acumulagao de A se

Vi>0dx e Atal que 0 < |z —p| <6

Seja f: Dy — R e p um ponto de acumulagao de Dy

e lim f(x) = L significa

T—p

Ve>03d>0tal quex € Dfe 0 < |x—p| <9 implica |f(x) —L| <e¢

e se a afirmacao acima ¢ falsa para todo L € R dizemos que

lim f(z) nao existe
T—p

2 Definicao de continuidade
Seja f: Dy — R
e se p € Dy, dizemos que [ é continua em p, se
Ve> 039 >0 tal que x € Dy e |x — p| < § implica |[f(x) — f(p)| < ¢ (%)
Temos duas possibilidades:
m se p ¢ ponto de acumulagao de Dy, entao

f é continua em p < lim f(z) = f(p)

.’L'-)p
m se p nao ¢ ponto de acumulagao de Dy, entao f é continua em p

e se p € Dy, dizemos que f é descontinua em p, se a propriedade (x) é
falsa

e se p & Dy, nao se fala em continuidade ou descontinuidade.

e se f é continua em p para todo p € A dizemos f é continua em A

e se f ¢ continua em p para todo p € Dy dizemos f é continua
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3 Limite por vizinhancas

Dados p € R e r > 0, definimos:
e vizinhanca de p: um qualquer intervalo aberto que contém p

e vizinhanca de p de raio 7: o intervalo V,(p) := (p —r,p+ 1)

Seja A C R:
e p é dito ponto de acumulacao de A se

Vo>0doxeA: O0<|z—p|<é

Vo >03ze AnVi(p)\ {p}

V X vizinhanca de p Jx € AN X\ {p}

Seja f : Dy — R e p um ponto de acumulacao de Dy

e lim f(x) = L significa

=P

Ve>03dd>0talquex € Dyfe0<|z—p| <6 implica [f(x) — L| <e

Ve>036>0tal quex € DN Vs(p) \ {p} implica f(z) e V(L)

V'Y vizinhanca de L 4 X vizinhanca de p tal que
re DN X\ {p} implica f(x)eY
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4 Teoremas sobre operacoes com limites

Teorema (Operagoes com limites).
Sejam

f:Dy—=R, g:D,— R, ppontodeacumulagao de Dy N D,,

lim f(z) = Ly, lim g(x) = L.

Entao
lim, ., f(z) £ g(z) =Ly £ L,,

limg, f(2)g(x) = LyLy,
lim, ., f(z)/g(x) = Ly/L, desde que L, # 0.

Corolario (Operagoes com fungoes continuas).
Sejam

f:Df—=R, g:D,—R, ppontodeacumulacao de D;ND,,
além disso seja p € Dy N D, e sejam f e g continuas em p. Entao

f(x) £ g(z) é continua em p,
f(x)g(x) é continua em p,

f(x)/g(x) é continua em p, desde que g(p) # 0.




Calculo I March 26, 2015 4

Teorema (Limite da composta).
Sejam
f:D; >R, g:D,—R, Im(f)CD,

p ponto de acumulacao de Dy, a ponto de acumulagao de D,

lim f(x) = a, limg(y) = L.
y—a

T—p

Além disso, valha pelo menos UMA entre

(a) a€ D, e g continua em a,

(b) Ir>0: ze€Dsrel<|z—p|<r= f(zx)#a.
Entao

limgo f(z)=1L.

T—p

Corolario (Continuidade da composta).
Sejam
f:Df—=R, g:D,—R, Im(f)C Dy,

p ponto de acumulacao de Dy, f(p) ponto de acumulacdo de D,,
além disso seja p € Dy, (= f(p) € Dy) e sejam

f continua em p e ¢ continua em f(p).

Entao go f é continua em p.

Teorema (limite da inversa).

Seja f : A — B bijetora. Se f é continua e A é um intervalo entao f~! é

continua.

Corolario (Continuidade das composigoes de continuas).

Qualquer funcao obtida via soma, diferenca, produto, divisao composicao ou in-

se o dominio é um intervalo

versaol ) de funcbes continuas, é continua no seu dominio

natural.
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5 Limites laterais: definicao
Seja f: Dy =+ R

e se p é ponto de acumulacao de Dy, lim f(z) = L significa
T—p

Ve>03dd>0tal quex € Df e 0 < |x—p| <9 implica |f(x) —L| <e¢

e se p é ponto de acumulagao de Dy N (p,00), lim f(z) = L significa

Xx—pT

Ve>03§d>0talquex € Dfe p <x < p+ 9 implica |f(x) —L| < ¢

e se p é ponto de acumulagao de Dy N (—oo,p), lim f(z) = L significa

X—p~

Ve>030>0talquex € Dfep— 9 <x < pimplica |f(x) —L| <e¢

e se p é ponto de acumulagao de Dy, lim f(z) = L™ significa
T—p
Ve>0d0>0talquexeDre0< |x—p|<dimplica L <f(x)<L+e¢
e se p é ponto de acumulacao de Dy, lim f(z) = L~ significa
T—p

Ve>03)>0talquexeDre0 < |x—p|<dimplica L—ec<f(x) <L

Teorema.
Seja f : Dy — R e seja p ponto de acumulacao de DyN(p, 00) e de DN (—00, p).
Entao vale a seguinte equivaléncia:

Jlimf(x) =L = 3 lim f(x) = lim f(x) =L

X—p x—pTt X—p~
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Também valem andlogos dos teoremas sobre operacoes com limites e limite
da composta:

e substituindo x = pporx = pTel0<|r—p|<rporp<z<p+r

e substituindo x - pporz —p e0<|z—p|<rporp—r<z<p

e substituindo y — a por y — a™ e a por a™

e substituindo y — a por y — a~ e a por a~

Exemplo:

Teorema.
Sejam
f:D; =R, ¢g:D,—R, Im(f)CD,
p ponto de acumulagao de D N (p,00), a ponto de acumulacao de D, N (—o0,a),
lim f(z)=a", lim g(y) = L.
x—pt y—a~

Além disso, valha pelo menos UMA entre

(a) a€ D, e g continua em a,

(b) Ir>0: x€Drep<z<p+r= f(z)#a.
Entao

lim go f(x) = L.

r—pT
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6 OQOutros teoremas sobre limites

Considere funcoes f,g,h : D — R e seja p ponto de acumulacao de D.

Teorema (Unicidade do limite).
Se
3 lim f(x) = L4 e 3 lim f(x) =Ly

entao L1 = L2

Teorema (de conservagao do sinal).
Se
3 lim f(x) =L >0 (resp. L <0)

T—DP

entao

dr>0: zeDel<|z—pl<r = f(zr)>0 (resp. f(x) <0)

Teorema (de comparacgao).

Se
dr>0: z€Del0<|z—p|<r = f(z) <g(z)

3 lim f(z) = Ly e 3 glcligg(x) =L,

T—p

entao L; < L,

Teorema (de confronto).
Se
dr>0: zeDel<|z—p|<r = f(z) <glz) < h(x)

3 lim f(z) = limh(x) = L

=D =P

entao 3 lim,_,, g(z) =L

Os mesmos valem
e substituindo x - pporx - pTel0<|zr—p|<rporp<z<p+r

e substituindo xt - pporz —p e0<|z—p|<rporp—r<z<p



