1 Algumas primitivas

Simples...
/cdt:cx—l—k, kEeR
xn+1
/:c”dx— +k kEelR
/Sin(az) dr = — cos(x) + k, / x)dr =sin(z) + k, k€ R

/Sh(m)d:z::Ch(:c)Jrk, /c )dv = Sh(z) +k, k € R

1
/1+$2 dx = arctan(z) + k, / e dr = SetSh(x) + k,

1
dx = arcsin(x) + k, keR
— (z)

outras (cuidado: definir um apropriado intervalo!)

xa+1
/xadx: +k keR se a # —1

a—+1

SN

der = In(z)+k, k€R, em (0,00)
In(—x) +k, k€eR, em (—o00,0)

/ ! dr =tan(x) + k, k € R

cos?(z)

/ 21 - dr = SetCh(z)+k, em (1, 00)
2 _
= —SetCh(—x) + k, em (—o0,—1)
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2 Técnicas para calcular primitivas

Linearidade
Sejam f, g continuas, Entao

foem=s(J3)+ (-8

Férmula de integracao por partes
Sejam f, g continuas e derivaveis com derivadas continuas. Entao

[ £os(t) dt = g0 - [ £ 0)de.

Formula de integracao por substituigao
Sejam ¢ continua e derivavel com derivada continua, h continua. Entao

sendo H(y) = [h.
Interpretagao como mudanga de variavel:

[neegdx = Hy) 1k keR

y=g(x)

= /h(y) dy

y=8(x)
podemos interpretar assim:

— substituimos g(x) =y e ¢'(x)dx = dy,

— calculamos a primitiva,

— pomos de volta y = g(x).

mais em geral, se a mudanga é f(z) = g(y), entao f'(x)dx = ¢'(y) dy
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Para as integrais definidas:
e Sejam f, g continuas, Entao

[ossm=a([)=([ ¢

e Sejam f, g continuas e derivdveis com derivadas continuas em [a, b]. Entao

b b
/ f'g = [fg]';’—/ fg/

/ £(x)g(x) dx = £(b)g(b) — F(a)g(a) - / F(x)g(x) dx

e Sejam g continua e derivavel com derivada continua em [a, b] e h continua
em Im(glp), entao

b
/ h(g(x))g'(x)dx = [H(g(x))], = H(9(b)) - H(g(a))

podemos interpretar assim:
— substituimos g(x) =y e ¢'(x)dx = dy,
— substituimos g(a) e g(b) como extremos de integrac¢ao,
— calculamos a integral.
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3 Integral de fungoes racionais (método das fragoes par-
ciais)

Estas fungoes podem sempre ser integradas explicitamente: veja roteiro na lista
de exercicios.
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4

Dicas de integracao

produto z"h(x) onde conhega primitivas de h:

integre por partes pondo g(x) = z", assim na integral que sobra terd
g (x) = na" ... continuando até eliminar a poténcia.

Funciona para z"e”, x" cos(x), ....

Exemplo:
fa:2exd3:—3:e —f2xe da:—:cex—Qscez—l—fZexd:C:
= 2%e" —2xe* + 2"+ k, kER

produto z"h(z) onde h tem derivada racional:

integre por partes pondo g(x) = h(z), assim na integral que sobra terd
apenas uma racional.

Funciona para z" In(z), z"atg(z), ...

Exemplo:
[2?In(z)de = 23In(z)/3 — [(2*/3z)dz = 2*In(x)/3 —2®/9+ k, k €R

quadrado de trigonométrica ou hiperbdlica:
integre por partes e depois use identidades...

Exemplo:

[ Ch*(z)dx = Sh(x)Ch(z) — [ Sh*(x) dx =

= Sh( )Ch( ) — [(Ch*(x) — 1) dx

logo 2 [ Ch*(z) dx = Sh(z)Ch(x) + [1dx = Sh(z)Ch(x) +x+ k, k €R

trigonométrica com exponencial:
integre por partes duas vezes e leve do outro lado...
Funciona também para Sh(z) cos(z), ....

Exemplo:
[ e* cos(z) dz = e” sin(x fe sin(x dx =
= e”sin(z) — [e"(— cos(z)) — [ e*(— cos(z)) dz]

logo 2 [ e cos(z) dx = €” sm( )+ e” cos(x )+k keR
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e substituicao trigonométrica ou hiperbdlica: quando aparece o termo
V+a? £+ 22, se nao tiver substituicao melhor:
m 10 caso Va? — 22, substitua x = asin(t), t € (—7/2,7/2);
m 10 caso Va? + 22, substitua z = a Sh(t), t € R;
m 10 caso V&2 — a?, substitua = +a Ch(t), t > 0.

isso leva a eliminar a raiz usando relagoes trigonométricas-hiperbdlicas.

Exemplo:

[VA+a?de = (z = 25h(t), dz = ,QCh )dt) [ \/4 1+ Sh2(t)2Ch(t) dt
= [ JACR*(t)2Ch(t)dt = [AChA(t)

Alernativa:

Também pode funcionar integrar por partes:

[VA+2?2de = V4 + 2?— fx = do :x\/4+x2—f%dx:|—.fﬁdx
agora a primeira integral é igual ao lado esquerdo, a segunda é imediata
(SetSh)

, +1
e Caso [z" (vV+a?+ 2?)
m Se n é par use a substituicao trigonométrica ou hiperbdlica acima.

m Se n é impar, também as substituicoes y = +a?+2? ou z = v/+a? + 22
podem funcionar.

Exemplo:

[23VI+a?de = (y =9+ 27, dy=2zdz) [(y—9)/ydy/2=
_f 3/2 9\/— dy/2—

[2VI+22de = (2 = VI + 2%, 22dz = 2z dx)
[(z2=9)zz2dz = [(2* — 92%)dz = ...
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4.1 Casos que podem ser reduzidos a racionais

Seja R|[a,b,..] uma funcéo racional nas variaveis a, b, ..
e [Risin(x)] cos(x)dx = [ R(t)dt pondo t = sin(x).
O mesmo funciona para R[cos(z)] sin(x) dx e andlogos hiperbdlicos.
também os casos R[sin(x), cos(x)?] cos(x) e andlogos encaixam pois pode
ver como R[sin(z), 1 — sin(z)?] cos(x)
Exemplo:

/ Sin(':v)2 — 3sin(x) ) cos(z) dz / 2 — 3t gt

1 — sin(z) + cos?(x l—t+1—1¢

e [ R[sin(x),cos(x)] dx sempre pode ser tratada da maneira seguinte (mas
deixar como ultima tentativa, pois as contas sao feias!)
ponha t = tan(z/2), assim sin(z) = 2t/(1 + t?), cos(z) = (1 — t*)/(1 + t?)
e dr = 2dt/(1+ t?).

Para o caso [ R[Sh(x),Ch(x)|dx ponha t = Th(x/2), assim Sh(z)
2t/(1 —t?), Ch(z) = (1 +3) /(1 — t?) e dz = 2dt/(1 — t?).
Exemplo:

/ sin(x)? — 3 cos(x) dp — / 442 /(14+12) — 3(1 —t%) 2dt
1 — sin(z) + cos(x) e 1=2t4+(1—12) 141+

o [sin"(z)cost(z)dz, (n,k € Z):

m se n ou k é impar, substitua a outra:
Exemplo
fsm cos x) dx = (t = sin(x), dt = cos(z) dz)
[(1 = ...
m se ambas st par, use as formulas de duplicacao para baixar o grau:
Exemplo
[ sin®(x) cos?(z) dx = [(1 — cos(2x))/2 - (1 + cos(2z))/2 dx =
= [(1 = cos?(2z))/4dx = ...

o [sin(nz)cos(kz)dx ou [sin(nz)sin(kz)dr ou [ cos(nz)cos(kx) dr:
use férmulas trigonométricas
Exemplo:

[ sin(nz) cos(kx) dx = [(sin(nx — kx) + sin(nx + kx))/2 dx =
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