1 Algumas definicoes sobre funcoes

e Dados dois conjuntos A, B é dito produto cartesiano de A com B o

conjunto
AxB={(a,b): a€ A, be B}.

e Dados dois conjuntos A, B, uma funcao de A em B é uma lei que associa
a cada elemento de A um elemento de B.
Usaremos a notacao

fi: A —- B
a — f(a)

e A ¢ dito dominio da funcao, B ¢é dito contradominio da funcao.

Dada
f:A—>B

e Imagem de [ é o conjunto
Im(f)={beB: Jac A: f(a) =1}
e Grafico de [ é o conjunto
G(f) ={(a,0) e AxB: b= f(a)}
e Dado C C A é dita restricao de f a (' a funcao

fle:C — B:x— f(x)

e Composicao de funcoes:
dadas f: Dy = Beg: D, — C,se Im(f) C Dy, podemos definir
“g composto {7 assim:

gof:Dy—=C:xm— g(f(z)).
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Dada
f:A—B

e [ é dita sobrejetora se Im(f) = B. Isto é,

Vbe B3daeA: f(a)=0.
e f ¢é dita injetora se

x1, Ty € A com x1 # x9 implica f(x1) # f(x9)

equivalentemente,
f(ﬂfl) = f(il?g) = I = I9.

ou também

dado b € B, se existir a € A: f(a) = b, é unico.

e f ¢é dita bijetora se é sobrejetora e injetora. Isto é,

Vbe B3lae A: f(a) =0.

e f: A— B édita invertivel se existir g : B — A tal que
gof=idy e  fog=idp,

isto é,

g(f(x))=axVreA e flgly)=yVYyeB.

Se existir esta ¢, é tnica, logo a chamamos de inversa de f e denotamos
por f

Teorema. f: A — B ¢ invertivel < f € bijetora
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2 Propiedades de funcoes reais

Dada f: D — C com D,C CR.

e f é dita limitada superiormente se

existe L € R tal que f(z) < L para todo = € D.

e f é dita limitada inferiormente se
existe L € R tal que f(z) > L para todo z € D.
e f é dita limitada se

existe L € R tal que |f(x)| < L para todo x € D.

Convencao:
A partir de agora,

e quando um conjunto A C R nao for limitado superiormente diremos
sup(A) = 400

e quando um conjunto A C R nao for limitado inferiormente diremos

inf(A) = —o0

Definimos também

e supremo de f: sup(f) = sup(Im(f))

® sc existir
xo € D tal que f(xg) = sup(f)

entao chamamos
— xy “ponto de maximo (absoluto/global) de f”
— f(zo) “maximo (absoluto/global) de f”.

e infimo de [: inf(f) =imnf(Im(f))

e se existir zp € D tal que f(zg) = inf(f) entdo chamamos
— zy “ponto de minimo (absoluto/global) de f”
— f(z9) “minimo (absoluto/global) de f”.
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e f ¢é dita crescente se

z,y € Dex <yimplica f(x) < f(y).

e f é dita estritamente crescente se

z,y € D ex <yimplica f(x) < f(y).

e f é dita decrescente se

r,y € D ex <yimplica f(x) > f(y).

e f é dita estritamente decrescente se
zr,y € Dex <yimplica f(x) > f(y).

e f ¢é dita mondtona se vale uma das anteriores.

3 Simetrias de funcgoes

Dada f: D — C com D,C CR.
e Suponha que D seja simétrico com respeito a origem, isto é,
sex € D entao —x € D.

m f é dita par se f(r) = f(—=x) para todo z € D.
m f é dita impar se f(z) = —f(—=x) para todo = € D.

e Suponha que D tenha a propriedade que
existe T'e R tal quese x € D entaox + T € D.

m [ é dita T-periddica se f(z) = f(x +T) para todo x € D.

m 0 menor 7" > 0 tal que f é T-periddica (se existir) é dito periodo
minimo de f
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4 Algumas funcoes tipicas

e funcao constante: f: R — R: z — k com k fixado.
e funcao identidade: f: A — A:x +— x.

e funcao linear: f: R — R : 2z — ax com a fixado.

e funcao afim: f: R — R : 2+ ax + b com a,b fixados.

e funcao polinomial: f: R — R : z — p(x) com p polinémio: p(z) =
™ + apy_ 12" 4 o+ asx® + a1z + ap.

e funcao racional: f: D — R : x — p(z)/q(zr) com p,q polinémios,
D={xeR: g(x)#0}.

e funcao algébrica: f : D — R definida compondo as 4 operacoes e radi-
cais. Neste caso

D = {z € R : nunca divido por 0 nem pego raiz de indice par de um negativo}

Exemplo:

Vi —1+x
r— T

com D = (1,400).
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5 Relacoes entre funcoes trigonomeétricas

cos?(x) + sin?(x) = 1,
cos(x) = sin(x + 7/2)
cos(zr) = cos(—z), sin(z) = —sin(—x)

cos(x) = —cos(x +7) sin(z) = —sin(x 4 )

cos(z + ¢) = cos(x) cos(¢) — sin(x) sin(¢)
sin(z + ¢) = cos(z) sin(¢) + sin(z) cos(¢)

em particular

cos(2x) = cos?(x) — sin?(x), sin(2x) = 2sin(x) cos(x)

coso) = LBy fLcoo®)

2 cos(x) cos(¢) = cos(x + @) + cos(x — )
2 cos(x) sin(¢) = .....

cos(z) + cos(¢) = 2 cos (x ; ¢> cos (x _ d))

cos(x) + sin(¢) = .....
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Mais funcgoes trigonométricas

tan(x)=sin(z)/cos(z): D={x € R: x #7/2+ kn, k € Z}

sec(vr)=1/cos(z): D={x e R: v #7/2+km, k € Z}
cosec(x)=1/sin(z): D={x €R: v #knr, ke Z}

arcsin: a inversa de sin® : [—7/2,7/2] — [-1,1] : x > sin(x)
arccos: a inversa de cos* : [0, 7] — [—1,1] : & > cos(x)

arctan: a inversa de tan® : (—7/2,7/2) — R : z +— tan(x)
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6 Poténcias (resumo)

b

Definimos a” nos seguintes casos:

eparaa>0ebeR

e para a < 0 e b € Q com denominador impar

e paraa=0eb>0 (0°nfs.)

Funcao poténcia
D — R : z — x% onde os requisitos para o dominio sao:

e se @ € Q com denominador par, ou « € R\ Q, precisa por = > 0

e se a < 0 precisa por x # 0

Funcao exponencial
R—R:z+~a"ondea>0

Funcao logaritmo
(0,00) = R : y +— log,(y) onde a > 0, a # 0: inversa de a” : R — (0, 00)
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7 Funcgoes hiperbdlicas

Definicao:
e —e* e*+e™* Sh(x)
) =" =2 ) = Ghe
Relagoes:

Ch?(x) — Sh?*(x) =1,
Ch(2x) = Ch?(x) + Sh?(x),  Sh(2x) = 2Sh(x)Ch(x)

Inversas:

SettSh = Sh™
SettCh = (Ch*)™* onde Ch* : [0,00) — [1,00) : x — Ch(x)

SettTh = (Th*)™! onde Th* : R — (=1,1) : x — Th(x)

Formula explicita para as inversas:

SettSh(y) =In(y + Vy?2 + 1
SettCh(y) = In(y + /9% — \

SettTh(y) = ~1n (1Y
AR Ty ) P
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8 Graficos de funcoes trigonométricas

SeNo € COSSeno
seno, cosseno e tangente
tangente e cotangente
cosecante e secante
arcoseno e arcocosseno
arcotangente
parametrizacao do circulo

9 Graficos de poténcias

x, ¢, 23, x*
T, \/T, T°
U, 1 1R, 1R 1V,

10 Graficos de funcoes exponenciais, logaritmicas e hi-
perbdlicas

exponencial e logaritmo natural
27 e 4"

2" e 4" com Inversas

seno hiperbolico

cosseno hiperbolico

as tres hiprbolicas

as tres hiprbolicas inversas
parametrizacao da hipérbole
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