Calculo I June 12, 2015 1

1 Maximos e minimos
Seja f: Dy +Repe Dy
e p é ponto de maximo global (absoluto) de f se
Ve Dy vale f(z) < f(p)
— f(p) é maximo global (absoluto) de f.
e p é ponto de maximo local de f se
36 :Vz e DynVs(p) vale f(z) < f(p)
— f(p) é maximo local de f.
e p é ponto de minimo global (absoluto) de f se
V€ Dy vale f(x) > f(p)
— f(p) é minimo global (absoluto) de f.
e p é¢ ponto de minimo local de f se
36:%a € Dy V(p) vale f(z) > f(p)
— f(p) é minimo local de f.

e p é ponto extremal (local ou global) de f se for ponto de méximo ou
de minimo (local ou global) de f.

e p é ponto critico de f se vale f'(p) = 0.
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o Seja A CR:
m p é dito ponto interior de A se
36>0 :Vs(p) CA;
m p é dito ponto exterior de A se
36>0 :Vs(p)NA=0;
m p é dito ponto de fronteira de A se

Vo>0 3JgeVi(p\A e 3dreVip)nA.

Teorema (de Fermat).
Seja f derivavel em (a,b): se p € (a,b) é ponto extremal, entao f'(p) = 0.

Consequeéncias:

e todo ponto extremal que seja ponto interior do dominio da derivada € ponto
critico;

e se p € ponto interior do dominio da derivada e f'(p) # 0 entdo p nao é
ponto extremal.

RESUMO: Possiveis pontos extremais:

e pontos interiores de Dy que sejam criticos,
e pontos onde f nao ¢ deriwadvel,

e ponto na borda de Dy,

e pontos onde f nao é continua.
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2 Uso da derivada primeira

Teorema 2.1 (de Rolle).
Seja f continua em [a, b] e derivavel em (a,b): se f(a) = f(b)
entao existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Teorema 2.2 (do valor médio).

Seja f continua em [a, b] e derivavel em (a, b):

entao existe c € (a,b) tal que f'(c) = f(bl)):g(a).

Teorema 2.3 (de Cauchy).
Sejam f, g continuas em [a, b] e derivaveis em (a, b):
entao existe ¢ € (a,b) tal que f'(c)[g(b) — g(a)] = ¢'(c)[f(b) — f(a)].

Corolario 2.4.
Seja f continua em [a, b] e derivavel em (a, b):

, entao f é estritamente crescente em |a, ],

, entao f é crescente em |a, 0],

, entao [ é decrescente em |a, ],
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Também vale: se f é continua em [a, b] e derivavel em (a, b):
e se f é crescente (ou estr. cresc.) em [a,b] entao f'(x) >0 em (a,b),

e se f é decrescente (ou estr. decresc.) em [a,b] entao f'(z) <0 em (a,b).

Corolario 2.5 (teste da derivada primeira).

Seja ¢ € (a,b), e f continua em [a, b] e derivavel em (a,b) \ {c}:

se f'(x) > 0em (a,c) e f/(x) < 0 em (c,b), entao ¢ é ponto de maximo
local;

se f/(x) < 0em (a,c) e f(x) > 0 em (c¢,b), entao ¢ é ponto de minimo
local.
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3 Uso da derivada segunda

NOTACAO:
denotemos por T,(x) = f(p)+ f'(p)(x —p) a reta tangente no ponto p ao grafico
de f.

Seja f derivavel em (a,b): dizemos que
e [ tem concavidade para cima em (a,b) se

V,p€ (a,b), ©#p, vale f(x) > T,(x);

e / tem concavidade para baixo em (a,b) se

Va,p € (a,b), x #p, vale f(x) < T,(x).

Teorema 3.1.
Se f é derivavel em (a,b) e

e f' é estrit. crescente em (a,b), entao f tem concavidade para cima
em (a,b),

e f é estrit. decrescente em (a,b), entao f tem concavidade para baixo
em (a,b).

Corolario 3.2.
Se f é duas vezes derivavel em (a,b) e

e //>0em (a,b), entao f tem concavidade para cima em (a,b),

e /" <0em (a,b), entao f tem concavidade para baixo em (a,b).

Corolario 3.3 (teste da derivada segunda).
Seja f duas vezes derivavel em (p — d,p + ), f'(p) = 0 e f” continua em p:

e se f’(p) > 0 entao p é ponto de minimo local,

e se f’(p) < 0 entao p é ponto de maximo local.
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Definicao: p é dito ponto de inflexao de f se existir um ¢ > 0 tal que:

e f é continua em (p—9,p+6), derivavel em (p—4d,p) e em (p,p+9), e vale
uma das seguintes:

m f tem concavidade para cima em (p — 4, p) e para baixo em (p,p + 6),

m f tem concavidade para baixo em (p — d,p) e para cima em (p,p+9).
Além disso, se f é derivavel em p, classificamos em
e ponto de inflexao horizontal, se f'(p) =0,

e ponto de inflexao obliqua, se f'(p) # 0.

Vale o seguinte:
e se f é duas vezes derivavel em (p—d, p+9) e p é de inflexdo entao f”(p) = 0,

e se [ é trés vezes derivavel em (p — d,p+9), f"(p) =0e f"(p) # 0 entao
p é de inflexao.



Calculo I June 12, 2015

Teorema (Regra de 1"Hopital).
Sejam f, g derivaveis e ¢'(x) # 0 no conjunto (p — &,p+4) \ {p}.
Se
lim f(z) =limg(z) =0 ou lim f(z) = lim g(z) = o0

T—p T—p T—p T—p

3 im L)
z—p g'(x)
entao
3 lim flz) _ L
=p g(x)
OBS:

e vale também se L é +00 ou —o0;

e vale também para limites do tipo x — p* ou z — +o0.
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4 Polinomio de Taylor

Lembrando:
Se existe f'(p) entdo a reta tangente

Ty(x) = f(p) + f'(p)(x — p)

satisfaz
f(x) — Tp(x) :=ep(x) = 0o(x — p) quando x = p.

Isto é, T),(z) € o unico polinomio de grau (até) 1 tal que
T(p) = flp),  Typ) = f(p),
mas também € o unico polinomio de grau (até) 1 tal que

f(z) = Ty(x) :=ey(z) = o(r — p) quando x — p.

Pergunta 1) Se f é k vezes derivavel em p, existe polinomio P tal que
PY(p) = fU)(p) para todo j=0,....k ?

Resposta) SIM: de fato, existe um tnico polinémio de grau (até) k satisfa-
zendo o pedido:

k .
f(J)(p) .
i =3 00y
J=0 '
chamado Polinémio de Taylor de ordem £k, da funcao f, no ponto p.

OBS Por convencao (deira as formulas mais simples) consideramos z° = 1 para todo = € R;
também. definimos 0! = 1
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Pergunta 2) vale uma propriedade andloga a
f(x) = Tp(x) := ep(x) = o(x — p) quando = — p

para o polinémio de Taylor?
Resposta) SIM:

Teorema (P.d.T. com resto de Peano).
Se f é k vezes derivavel em p, entao

f(@) = TF,(2)

bt = 0.

i
wop (- p)

Em outras palavras,
f(x) — Tlffp(x) = o((x — p)¥) quando x — p.

Além disso, TJ’fp(x) é o tunico polinémio de grau (até) k com esta propriedade.

Pergunta 3) vale uma propriedade andloga ao teorema do valor médio para o polinémio de

Taylor?
Resposta) SIM:

Teorema (P.d.T. com resto de Lagrange).

Se, para um § > 0, f é k+ 1 vezes derivavel em Vs(p), entao dado = € Vs(p)\ {p} existe ¢, € (p,x)

se x > p (resp. ¢, € (z,p) se x < p) tal que

f(z) = Tf,(z) =

Observe que se k =0 é o T.V.M: f(z) — Tjg’p(x) = f(z)— f(p) = (<) (x — p).
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4.1 Alguns exemplos de Polinomio de Taylor
sin(z) com T, T3, T°, T, TY In(x) com T, T*, T7, T zoom In(x) com T%, T*, T7, T T13

[(k-1)/2]

Ts]?n,O = Z (_1)]m

7=0
A
[k/2] 2
Tckos = —1)’
,0 ]z;( ) (2])'
[[kz/?]] 2
k —
Ch,0 — |
= (29)
k gl
T = D (-1 =
=1 J
k

T im0 = D _(—1)a?
=0

=1+x+x2/2+23/3 +2t/4 4 ...

=z —23/3 + 2% /5! — 2T /71 + 2% /9) + ..

=z 4 2%/3! + 25 /5 + 27 )TV + 22/9! + ..

=1—x2%/2+ 2" /4! — 25/6! + 28 /8! + ...

=14 2%/2 + 2 /4! + 28/6! + 28/8! 4 ..

= —22/2+23/3 -2 /A+ 255 —2%/6 4 ...

=l-a+22 -4zt -5+ 25+ ..

(4.1)

(4.2)


http://graphsketch.com/?eqn1_color=1&eqn1_eqn=sin(x)&eqn2_color=2&eqn2_eqn=x&eqn3_color=3&eqn3_eqn=x-x%5E3%2F6&eqn4_color=4&eqn4_eqn=x-x%5E3%2F6%2Bx%5E5%2F120&eqn5_color=5&eqn5_eqn=x-x%5E3%2F6%2Bx%5E5%2F120-x%5E7%2F(120*42)&eqn6_color=3&eqn6_eqn=x-x%5E3%2F6%2Bx%5E5%2F120-x%5E7%2F(120*42)%2Bx%5E9%2F(120*42*72)-x%5E11%2F(120*42*72*110)%2Bx%5E13%2F(110*12*13*120*42*72)&x_min=-17&x_max=17&y_min=-10.5&y_max=10.5&x_tick=1&y_tick=1&x_label_freq=5&y_label_freq=5&do_grid=0&do_grid=1&bold_labeled_lines=0&bold_labeled_lines=1&line_width=2&image_w=850&image_h=525
http://graphsketch.com/?eqn1_color=1&eqn1_eqn=ln(1%2Bx)&eqn2_color=2&eqn2_eqn=x&eqn3_color=3&eqn3_eqn=x-x%5E2%2F3%2Bx%5E3%2F3-x%5E4%2F4&eqn4_color=4&eqn4_eqn=x-x%5E2%2F3%2Bx%5E3%2F3-x%5E4%2F4%2Bx%5E5%2F5-x%5E6%2F6%2Bx%5E7%2F7&eqn5_color=5&eqn5_eqn=x-x%5E2%2F3%2Bx%5E3%2F3-x%5E4%2F4%2Bx%5E5%2F5-x%5E6%2F6%2Bx%5E7%2F7-x%5E8%2F8%2Bx%5E9%2F9-x%5E10%2F10&eqn6_color=3&eqn6_eqn=&x_min=-5&x_max=5&y_min=-5&y_max=5&x_tick=1&y_tick=1&x_label_freq=1&y_label_freq=3&do_grid=0&do_grid=1&bold_labeled_lines=0&bold_labeled_lines=1&line_width=2&image_w=850&image_h=525
http://graphsketch.com/?eqn1_color=1&eqn1_eqn=ln(1%2Bx)&eqn2_color=2&eqn2_eqn=x&eqn3_color=3&eqn3_eqn=x-x%5E2%2F3%2Bx%5E3%2F3-x%5E4%2F4&eqn4_color=4&eqn4_eqn=x-x%5E2%2F3%2Bx%5E3%2F3-x%5E4%2F4%2Bx%5E5%2F5-x%5E6%2F6%2Bx%5E7%2F7&eqn5_color=5&eqn5_eqn=x-x%5E2%2F3%2Bx%5E3%2F3-x%5E4%2F4%2Bx%5E5%2F5-x%5E6%2F6%2Bx%5E7%2F7-x%5E8%2F8%2Bx%5E9%2F9-x%5E10%2F10&eqn6_color=2&eqn6_eqn=x-x%5E2%2F3%2Bx%5E3%2F3-x%5E4%2F4%2Bx%5E5%2F5-x%5E6%2F6%2Bx%5E7%2F7-x%5E8%2F8%2Bx%5E9%2F9-x%5E10%2F10%2Bx%5E11%2F11-x%5E12%2F12%2Bx%5E13%2F13&x_min=-1.5&x_max=1.5&y_min=-5&y_max=5&x_tick=1&y_tick=1&x_label_freq=1&y_label_freq=3&do_grid=0&do_grid=1&bold_labeled_lines=0&bold_labeled_lines=1&line_width=2&image_w=850&image_h=525
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