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1 Introducao

Problema:
Dada f: Dy —+ R e p € Dy um ponto de acumulacao de Dy, queremos deter-

minar a reta tangente ao grafico de f no ponto (p, f(p)).

Consideracoes:

e por um ponto passam infinitas retas, que podem ser distinguidas pelo
coeficiente angular: y = m(z — p) + f(p).

e 0 que exatamente define uma reta tangente?

Definicao:
Sejam f,g: D — R e p um ponto de acumulagao de D.
Diremos
“f(x) = 0(g(x)) quando = — p”
(f é ozinho de g quando = tende a p),

(f é infinitésima com respeito a ¢ quando = tende a p),

se
lim M =0.
== g(x)
Exemplos:
In(1 +z) =o(1) quando = — 0
= o(x) quando z — 0
sin(z) = o(z) quando x — o

Cuidado:
o(x) quando = — 0

8
I

r = o(2*) quando x — 400
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Definicao:
Reta tangente em p ao grafico de f:
é a inica (se existir) reta r(x) que passa por (p, f(p)) com a propriedade
que
f(x) —r(z) =0o(xr — p) quando = — p.

Isto é, tal que
x)—r(x
@)
T—p r—0p
E a reta que (neste sentido) melhor aproxima a func¢ao, quando x esta perto
de p.
comparacao tangente secantes

Se r(x) = f(p) + m(x — p) temos

g f@) —rl@) . f(@) - fp) —m(z—p)
T—=p r—p T—p r—0Dp
o (@I

Logo a reta tangente é a com

i ) = ()
top  t—p

(se o limite existir).

OBS: isso pode ser visto como o limite quando t — p, do coeficinete angular
my: da reta secante ao grafico de f em (p, f(p)) e em (¢, f(¢)):

_f() = f(p)
uma secante
outra secante

.Jimite
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2 Definicao de derivada

Seja f: Dy —+ R e p € Dy um ponto de acumulacao de Dy.

e Se existir

f(t)—f
i T ZE®)
t-p t—p
entao dizemos que
m f é derivavel em p,
m L é a derivada de [ em p; notagao: f'(p) := L.

e Se o limite nao existir (ou for infinito), dizemos que

f nao é derivavel em p.

Dado um conjunto A C R
e se f é derivavel em p para todo p € A dizemos f é derivavel em A,

e se f ¢ derivavel em p para todo p € Dy dizemos f é derivavel.

Podemos entao definir uma nova funcao: a funcao derivada de f :
f': Dy - R:p+— f(p)

onde Dy ={p € Ds: p é de acumul. de Dy e f é derivavel em p}

Teorema.
Seja f: Dy —+ R e p € Dy um ponto de acumulacao de Dy.
Se f é derivavel em p entao f é continua em p.
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3 Regras de derivacao

Teorema (Operagoes com derivadas).
Sejam
f qg: DS R derivaveis em p (p € D um ponto de acumulagao de D)
Y * Y
ekeR
entao

e kf f+g, fgsao derivaveis em p,
e f/g é derivavel em p, desde que g(p) # 0,

e vale

Teorema (Derivada da composta (regra da cadeia)).
Sejam
f:D; >R, g:D,—R, Im(f)CD,

f derivavel em p, g derivavel em f(p).
(p € Dy um ponto de acumulagéo de Dy, f(p) € D, um ponto de acumulagéo de D)

Entao go f é derivavel em p e vale

(go f)(p)=4(f(p)- f(p).

Corolario (Derivabilidade das composi¢oes de derivaveis).
Qualquer funcao obtida via soma, diferenca, produto, divisao ou composicao de
funcoes derivaveis, é derivavel.

Teorema (Derivada da inversa).
Seja f : A — B continua e bijetora onde A é um intervalo.
Se f derivavel em zq e f'(z) # 0

entao ! é derivavel em y := f(z) e vale

—1\7 I 1 — 1
(f7) (vo) = f'(xo)  f'(fYwo))
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4 Tabela de derivadas

D(e*) =¢€"
D(z®) = az®?
1
D(ln(z)) = —
Ll >0

D(sin(x)) = cos(z), D(cos(z)) = — sin(x)
D(sinh(z)) = cosh(z), D(cosh(x)) = sinh(z)

1
D(tan(z)) = cos2(z)
1
D(tanh(z)) = cosh?(2)
D(arcsin(z)) = \/11_73:2 D(arccos(x)) = 1__1 = D(arctan(x)) = ] —&xQ
D(SetSh(z)) = \/117 D(SetCh(z)) = $21_1 1 D(SetTh(z)) = 1_1:62 o
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2 sin(1/x)
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5 Derivadas de ordem superior

Seja f: Dy — R derivavel em Dy e p € Dp um ponto de acumulacao de Dy

e Se existir

f'(t) — 1’
i T =F®) _p g
top  t—p
entao dizemos que
m f é duas vezes derivavel em p,
m L é a derivada segunda de [ em p; notacgao: f’(p) := L.

e Se o limite nao existir (ou for infinito), dizemos que

f nao é duas vezes derivavel em p.

Podemos entao definir uma nova funcao: a funcao derivada segunda de f :
£ Df// —R: P — f”(p)

onde
Dy ={pe Dp: péde acumul. de Dy e f é duas vezes derivivel em p}

Seja f : Dy — R derivavel k vezes em Df(k) ep € Df(k) um ponto de
acumulagao de D )+

e Se existir

&) () — £k
L E(8) — £ (p)

=L €R,
t—p t—p

entao dizemos que

m f é k+ 1 vezes derivavel em p,

m [ é a derivada (k + 1)-ésima de f em p; not.: f&+Y(p) = L.

e Se o limite nao existir (ou for infinito), dizemos que

f nao é k + 1 vezes derivavel em p.
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Podemos entéao definir uma nova fungao: a funcao derivada (k+ 1)-ésima
de f :
£ Digeny = R p — £ (p)

onde
IDNES {p € Dyw : p é de acum. de D iy € f é k+ 1 vezes deriv. em p}

Dado um conjunto A C R

e se f é k vezes derivavel em p para todo p € A dizemos f é k vezes
derivavel em A,

e se f & k vezes derivdvel em p para todo p € Dy dizemos [ é k vezes
derivavel.
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6

Outros significados da derivada

derivada é a inclinacao da reta tangente ao grafico da funcao

se f(t) indica a posigao ao longo de uma reta de uma particula em fungao
do tempo, entao

- /" indica a velocidade instantanea

- f” indica a aceleracao instantanea

mais em geral, se f(¢) indica uma certa quantidade fisica em funcéo do
tempo, entao

- f’ indica a taxa di variacao desta quantidade.

exemplo ¢(t) concentracao de um reagente numa solugado — ¢(t) taxa de
variagao da concentracao.

se f(x) indica uma certa quantidade fisica A em funcao de outra quantidade
B, entao

-’ indica a taxa di variacao de A com respeito a B.

exemplo V' (P) volume de um gas em fungao da Pressao — V’(P) taxa de
variacao do volume em funcao da pressao
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7 A diferencial

Seja f: Dy — R derivavel em p.
A diferencial de [ em p é a funcao (linear)

dfy: R=>R: h— f'(p)h
Pelo que vimos possui a propriedade que

f(z) = f(p) = dfp(z — p) + o(x — p) quando = — p.

(t)—f(p)

n entao
—p

Resumo: se existir (real) f/(p) := limy_,, £
e Derivada de f em p: é o nimero f'(p).

e Diferencial de f em p: é a fungao linear df,: R—=R: h — f'(p)h
e Reta tangente ao grafico de f em p: é a funcao afim

Ty(z): R=R: z— f(p)+ f'(p)(z —p) = f(p) + dfy(x — p)
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