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Introducao

% +V-(pv)=0.

a a

E[”“‘) + V- (pviv) + 8_:ni) =0,
L P 12 oo
F (5,(”\4\ + j) +V { (5;)|v\ + 5 +plve=0

Matematica e Engenharia




Equacdes de movimento de um gas
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Equacdes de

movimento de Consideremos um gds: podemos descrever seu estado através de
um gas fun(l:aes:

pREXR = R:(x,t) = p(x,t): densidade do gds
p:REXR = R:(x,t)— p(x,t): pressdo do gés
VIR X R = R (x,t) > v(x, t) : velocidade do gés
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O gés deve respeitar as leis da fisica:

NIO MASSA

A massa contida em um volume V é

M(t) = /Vp(x, t)dV..

Equacdes de
movimento de
um gas

Ela sé pode variar por causa do fluxo de massa que passa através da
fronteira S = 0V

F(t) = ]{5 16 D) (6 ) - e

Obtemos
d

— dvV = — -ndS.
pm Vp ?gpv ndS
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Obtemos

Equacdes de
movimento de
um gas
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d
— pdV:ffpv'ndS.
dt Jy s

Equacdes de

movimento de

g Se V é fixo e as funcdes sio regulares, podemos passar a derivada
&
para dentro da integral, aplicar o teorema do divergente e obter

/ [pt + dive(pv)]dV =0,
1%
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d
— pdV:ffpv'ndS.
dt Jy s

Equacdes de

movimento de

g Se V é fixo e as funcdes sio regulares, podemos passar a derivada
&
para dentro da integral, aplicar o teorema do divergente e obter

/ [pt + dive(pv)]dV =0,
1%

como isso deve valer para qualquer V C R3, implica

pt + dive(pv) = 0.
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d
— pdV:ffpv'ndS.
dt Jy s

Equacdes de

movimento de

g Se V é fixo e as funcdes sio regulares, podemos passar a derivada
&
para dentro da integral, aplicar o teorema do divergente e obter

/ [pt + dive(pv)]dV =0,
1%

como isso deve valer para qualquer V C R3, implica

pt + dive(pv) = 0.

Obtivemos a chamada Equacao de continuidade.
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ST _
movimento de

o e O momento linear contido em um volume V' sé pode variar por causa
do fluxo de momento linear que passa através da fronteira S =0V e
das forgas aplicadas sobre o gas que estd em V:

Isto é,

d pvdV = —]{pv(v -n)dS + j{ pdS +/ FdVv,
dt Jy s s v
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Equaces de A energia total contida em um volume V' sé pode variar por causa do
movimento de . ’ .

T fluxo de energia total que passa através da fronteira S = 9V, do
trabalho das forgas aplicadas sobre o gas que estd em V/, e do calor

que o gas que esta em V troca com o que esta fora:

Isto €,

d 1, B 1.,

dt/v<2pv| +pe) dv = -7£<2p|v| +pe> (v-n)dS+

—I—%p-vdS—I—/F-vdV—]{q-ndS.
s v s
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Equacoes de Navier-Stokes

Equacdes de
movimento de

um gés @ =+ le(pV) = Oa

ot
0 . 0 0
a(pv;) + div(pviv) + B p = plAv; + )\a div(v) + F;,

9 2 2 P o
8t< plv| + 1>+d1v{<2p|V| +7_1+p>v}— .....
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Equacoes de Navier-Stokes

Equacdes de
movimento de

um gés @ =+ le(pV) = Oa

ot
0 . 0 0
a(pv;) + div(pviv) + B p = plAv; + )\a div(v) + F;,

9 2 2 P o
8t< plv| + 1>+d1v{<2p|V| +7_1+p>v}— .....

Premio de um milhao de dolares!
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Equacoes de Euler

Equacdes de
movimento de
um gas

% + div(pv) = 0,

0 . 0
52ovi) + div(pviv) + 5-p =0

o (1 p ) 1 5 p B
5 (2p|v +71)+d/v{<2p|v| —I—nyl—i—p v, =0.

aD an
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um gas

Equacdes de movimento de um gas

O que podemos fazer com estas equacdes?

m Matemdticos puros procuram condigBes para ter existéncia e/ou
unicidade de solucdes, propriedades das solugdes...

m Matemdticos aplicados / Engenheiros procuram maneiras de
aproximar solugbes numericamente.
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Equacdes de
movimento de
um gas

Equagdes de movimento de um gds

O que podemos fazer com estas equacdes?
m Matemdticos puros procuram condigBes para ter existéncia e/ou
unicidade de solucdes, propriedades das solugdes...
m Matemdticos aplicados / Engenheiros procuram maneiras de
aproximar solugbes numericamente.
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Equacdes de
movimento de
um gas

#CFD asa# # galeria asa(3:24)#
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https://www.youtube.com/watch?v=Ti5zUD08w5s
https://www.youtube.com/watch?v=q_eMQvDoDWk #t=204

Escoamento plano ao redor de um perfil de asa
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Perfil de asa
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Perfil de asa

Mais simplificacGes:
m duas varidveis: x,y,
m sem viscosidade,

m sem variacdo de densidade div(v) = 0
m rotacional nulo: rot(v) =0
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div(v)=0 emQ
rot(v)=0 emQ

Perfil de asa
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{div(v) =0 emQ

rot(v) =0 em Q (3:1)

m Se Q) simplesmente conexo poderia por v = V¢ e obter
Perfil de asa div(V¢) = A¢ = 0: equagio de Laplace!
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{div(v) =0 emQ

rot(v)=0 emQ (3:1)

m Se Q) simplesmente conexo poderia por v = V¢ e obter

Perfil de asa div(V¢) = A¢ = 0: equagio de Laplace!

m No caso geral, podemos explorar a teoria das funcoes
holomorfas: se f(z) = f(x + iy) = ¢(x,y) + iv)(x, y), entdo
o f é holomorfa e '(z) = ¢y + i
se e sb se

‘be:wyegby:*"/)m
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Escoamento plano ao redor de um perfil de asa
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{div(v) =0 emQ

rot(v)=0 emQ (3:1)

m Se Q) simplesmente conexo poderia por v = V¢ e obter
Perfil de asa div(V¢) = A¢ = 0: equagio de Laplace!
m No caso geral, podemos explorar a teoria das funcoes
holomorfas: se f(z) = f(x + iy) = ¢(x,y) + iv)(x, y), entdo
o f é holomorfa e '(z) = ¢y + i
se e sb se
‘be:wyegby:*"/)x:
Isso implica que o campo vetorial v = (v, w) = (¢x, ¢, ) satisfaz:
div(v) = dxx + by = hyx — 1ty =0 e
rot(v) = ¢yx — dxy = Uxx + by =0,
isto é, v satisfaz (3.1), ¢, sdo fungdes harmdnicas
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CONCLUIMOS:

Dada uma funcao complexa holomorfa
ol f(z) = f(x +iy) = o(x,y) + ih(x, y),
0 campo vetorial

(x,¥) = (9x(x,¥), by (x,¥))

representa a velocidade de um escoamento plano
incompressivel e irrotacional.
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Escoamento plano: exemplos
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Engenharia mf(x+iy)=x+iy < v=(1,0)

) escoamento uniforme horizontal

Exemplos

)+i0 = v=(xy)/(x*+y?)
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Escoamento plano: exemplos
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SR = f(pe) = in(pe®) = 0 +iln(p) & v=(y,~x)/(2+y?)

vOrtice

Exemplos

f(x +iy) =1/(x +iy) = (x = iy)/(* + %)
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Exemplos

Escoamento plano: exemplos

somando dip6lo com uniforme:

= |l

Fig. 2% Stream lnee :Jmul-nni ryknde t) For thewe Effervat flow

Matematica e Engenharia



Escoamento plano ao redor de um perfil de asa

e ... agora um pouco de magica: se mudo de variavel pondo
z = g(w), sendo g também holomorfa (transformacao conforme),
entdo f(g(w) também representa um escoamento....

Exemplos
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Escoamento plano ao redor de um perfil de asa

e ... agora um pouco de magica: se mudo de variavel pondo
z = g(w), sendo g também holomorfa (transformacao conforme),
entdo f(g(w) também representa um escoamento....
com oportunas transformagdes conformes posso transformar a
regiao externa ao circulo em regioes mais complicadas:

Exemplos
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Escoamento plano ao redor de um perfil de asa

e ... agora um pouco de magica: se mudo de variavel pondo
z = g(w), sendo g também holomorfa (transformacao conforme),
entdo f(g(w) também representa um escoamento....
com oportunas transformagdes conformes posso transformar a
regiao externa ao circulo em regioes mais complicadas:

Exemplos
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Escoamento plano ao redor de um perfil de asa

e ... agora um pouco de magica: se mudo de variavel pondo
z = g(w), sendo g também holomorfa (transformacao conforme),

entdo f(g(w) também representa um escoamento....

com oportunas transformagdes conformes posso transformar a

regiao externa ao circulo em regioes mais complicadas:

— . - T " @ Conformal Mapping Research

Exemplos o) Joukowski Transformation Center

otating Cylinder

o) Use complex variables
to map from one geometry
to another
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Escoamento plano ao redor de um perfil de asa

e ... agora um pouco de magica: se mudo de variavel pondo
z = g(w), sendo g também holomorfa (transformacao conforme),

entdo f(g(w) também representa um escoamento....

com oportunas transformagdes conformes posso transformar a

regiao externa ao circulo em regioes mais complicadas:

Joukowski Transformation Center

— . - T " @ Conformal Mapping Research

Exemplos

ISR SRS SN SR ———

o)

otating Cylinder

- Use complex variables
to map from one geometry
=4 to another

Uma vez que temos a velocidade podemos calcular a pressao:

Calculamos a sustentacao gerada por esta asa!
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Mecanica de um sistema elastico
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|—-+ Displ ’—- + Displacement

x=0 % =0

Vamos escrever as equagoes do
movimento deste pequeno sistema:

mix{ = —kix1 + ka2 — x1) +

Mecaénica de um
sistema eldstico

myxy = —ka(x2 — x1) — ksxo + o

em forma matricial

Mx'=—-Kx+F &

m 0| x| _ |kthk —k ||x fi
[0 m2:| |:X£/:| = |: —ky Ky + ks| |0 + . (4.1)
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Mecanica de um sistema elastico

Wil @ Se fossem 3 massas e 4 molas

Engenharia

m 0 0 ki + ko —ko 0
M = 0 my 0 5 K = —k2 k2 + k3 —k3
0 0 ms 0 —k3 k3 + k4_

IVVWMNGWVWVVWI

Mecénica de um

e | o Se fossem n massas e n+ 1 molas

kitks —ko 0 0 0 0
—ky ko+ks —ks 0 0 0
0 —k3  ks+ky —kq 0 0
K = ,
0 0 7kn72 kn72+kn71 k*nfl 0
0 0 0 —kn—1  kn—1tks —kn
0 0 0 0 —kn  kntkns1
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Mecanica de um sistema elastico

ikt it Procuremos solucées de Mx"” = —Kx:

Engenharia

Mecaénica de um
sistema eldstico
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Mecanica de um sistema elastico

ikt it Procuremos solucées de Mx"” = —Kx:

Engenharia

m Suponha a solugdo seja um vetor x(t)na forma
x(t) = X cos(wt).

Mecaénica de um
sistema eldstico
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Mecanica de um sistema elastico

ikt it Procuremos solucées de Mx"” = —Kx:

Engenharia

m Suponha a solugdo seja um vetor x(t)na forma
x(t) = X cos(wt).

m Substituindo obtemos —w?MX cos(wt) = —KX cos(wt),
logo X # 0 se e s6 se wW?MX = KX, i.é,

M™1KX = w’X :
Mecaénica de um
sistema eldstico

X autovetor e w? autovalor de M~1K.

Matematica e Engenharia



Matemética e
Engenharia

Mecaénica de um
sistema eldstico

Mecanica de um sistema elastico

Procuremos solucées de Mx"” = —Kx:
m Suponha a solugdo seja um vetor x(t)na forma
x(t) = X cos(wt).
m Substituindo obtemos —w?MX cos(wt) = —KX cos(wt),
logo X # 0 se e s6 se w>MX = KX, i.é,

MTKX = w?X :

X autovetor e w? autovalor de M~1K.

Observe que M~1K é simétrica definida positival logo é
diagonalizavel e existem n autovalores positivos e n autovetores
independentes.
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Mecanica de um sistema elastico

Ratomaticale Em particular, existem A matriz diagonal e I matriz invertivel tais que

Engenharia

M™IKT =TA.

Mecaénica de um
sistema eldstico
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Mecanica de um sistema elastico

Ratomaticale Em particular, existem A matriz diagonal e I matriz invertivel tais que

Engenharia

M™IKT =TA.

Vamos mudar de incdgnita, pondo X(t) = 'V(t): V serd entdo o
vetor das componentes de X nas direcGes dos autovetores.

Mecaénica de um
sistema eldstico
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Mecanica de um sistema elastico

Ratomaticale Em particular, existem A matriz diagonal e I matriz invertivel tais que

Engenharia

M™IKT =TA.

Vamos mudar de incdgnita, pondo X(t) = 'V(t): V serd entdo o
vetor das componentes de X nas diregcGes dos autovetores. Temos

Mecénica de um

sistema eldstico M. [ —KX + F (42)
v’ = —M1KTV+MIF=-TAV+MIF (43)
V' = —AV+TIMIF (4.4)
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Mecanica de um sistema elastico
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V= -AV+:

as componentes nas direcdo dos autovalores satisfazem equacoes
desacopladas do tipo

"o 2
Vi = —wiv; + ¢;

pessstsbill  onde ¢; é a componente do vetor das aceleracdes que age sobre o
autovetor considerado.

Os autovetores e autovalores s3o chamados modos de vibracao e as
frequéncias proprias do sistema!

#desenho modos#
#ponte0:154# #pontel:10# #pontel:504#
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http://www.acs.psu.edu/drussell/Demos/multi-dof-springs/multi-dof-springs.html
https://www.youtube.com/watch?v=uWoiMMLIvco#t=17
https://www.youtube.com/watch?v=uWoiMMLIvco#t=70
https://www.youtube.com/watch?v=uWoiMMLIvco#t=110

A ponte de Tacoma, Flutter, problemas abertos
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Ultimo problema: A queda da ponte de Tacoma.
#Tacoma Bridge0:14# #Flutter Piper0:46#

A ponte de
Tacoma
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https://www.youtube.com/watch?v=OhwLojNerMU#t=14
https://www.youtube.com/watch?v=qpJBvQXQC2M#t=48

A ponte de Tacoma, Flutter, problemas abertos |
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Bibliografia matematica (parcial) sobre a ponte de Tacoma:

m Glover, J. ; Lazer, A. C. ; McKenna, P. J. Existence and stability
of large scale nonlinear oscillations in suspension bridges. Z.
Angew. Math. Phys. 40 (1989), no. 2, 172-200.

m McKenna, P. J. Large torsional oscillations in suspension bridges
revisited: fixing an old approximation. Amer. Math. Monthly
106 (1999), no. 1, 1-18.
A ponte de

Tacoma m McKenna, P. J. ; 0 Tuama, C. Large torsional oscillations in
suspension bridges visited again: vertical forcing creates torsional
response. Amer. Math. Monthly 108 (2001), no. 8,
738-745.

m Humphreys, L. ; McKenna, P. J. When a mechanical model goes
nonlinear: unexpected responses to low-periodic shaking. Amer.
Math. Monthly 112 (2005), no. 10, 861-875.
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Ehestiaia Lazer, A. C. ; McKenna, P. J. On travelling waves in a
suspension bridge model as the wave speed goes to zero.
Nonlinear Anal. 74 (2011), no. 12, 3998-4001.

m McKenna, P. J. Oscillations in suspension bridges, vertical and
torsional. Discrete Contin. Dyn. Syst. Ser. S 7 (2014), no.

4, 785-791.
m Al-Gwaiz, M. ; Benci, V. ; Gazzola, F. Bending and stretching
A ponte de energies in a rectangular plate modeling suspension bridges.
facoma Nonlinear Anal. 106 (2014), 18-34.

m A. Ferrero, F. Gazzola, A partially hinged rectangular plate as a
model for suspension bridges, to appear in Disc. Cont. Dyn.
Syst. A

m G. Arioli, F. Gazzola, A new mathematical explanation of what
triggered the catastrophic torsional mode of the Tacoma
Narrows Bridge collapse, to appear in Appl. Math. Modelling
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m E. Berchio, F. Gazzola, A qualitative explanation of the origin of
torsional instability in suspension bridges, arXiv:0967187

m F. Gazzola, M. Jleli, B. Samet, On the Melan equation for
A ponte de suspension bridges, to appear in J. Fixed Point Theory Appl.

Tacoma
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