
Exercício de Aplicação

João Paulo Casagrande Bertoldo & Prof. Eduardo Fontoura Costa

1 Introdução

Vamos estdar um pouco um braço robótico de 3 graus de liberdade (Figura 1).

Figura 1: Desenho esquemático da geometria do robô.

Para a execução de uma tarefa, por exemplo pegar um objeto em uma mesa e
posicioná-lo em uma máquina, cada articulação ativa deve executar uma série de
movimentos ao longo do tempo. Digamos que a articulação entre o braço azul e
o verde deve partir de um certo ângulo num certo momento (aqui nesse exercício,
θb = 0 no instante zero) e, depois de um intervalo de tempo especi�cado (aqui, 5
segundos), chegar a um ângulo desejado (aqui, θb = π/2 no instante 5). Na prática,
temos que responder o seguinte:

Quais comandos de tensão devem ser aplicados na entrada
dos motores e como o sistema se comporta durante a

transição?

2 Modelo

Por simplicidade, vamos tratar da dinâmica de apenas um braço isolado e seu
acoplamento com um motor de corrente contínua (�motor CC� ou �motor DC�).
Também vamos considerar que cada braço pode ser tratado como uma barra rígida
de faces retangulares feita de aço (Figura 2).
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Figura 2: Desenho de um braço simpli�cado.

O modelo mecânico deste sistema resulta em uma inércia equivalente Jeq e um
coe�ciente de atrito equivalente feq. Sob a inércia Jeq é aplicado o torque gerado
pelo motor DC, criando uma aceleração angular θ̈b, conforme a Equação 1 (veja a
Figura 3).

τm = Jeqθ̈b + feqθ̇b (1)

Figura 3: Modelo mecânico.

O sistema elétrico é composto por uma fonte ideal, uma resistência, uma indu-
tância e uma força eletromotriz; todos em série, resultando na Equação 2 (veja a
Figura 4). O acoplamento eletromecânico é modelado com relações lineares entre
o torque e a corrente do circuito (τm = Kmim) e entre a velocidade de rotação do
braço e a força eletromotriz (em = Km

re
θ̇b).

vm = Rmim + Lm
dim
dt

+
Km

re
θ̇b (2)
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Figura 4: Modelo elétrico.

3 Espaço de estados

!ATENÇÃO! A partir daqui até o �nal da Seção 4, trata-se de uma explica-
ção simpli�cada da elaboração matemática do problema. ESTAS PARTES SÃO
OPCIONAIS! Se você quiser ir direto para o exercício de implementação do mé-
todo numérico, vá para a Seção de Exercícios (5) Caso você queira entender como o
problema foi formulado (altamente recomendado), leia tudo (não é muito).

De�nimos um espaço de estados de dimensão três da seguinte maneira:

xxx =

θbθ̇b
im

 =⇒ ẋ̇ẋx =


θ̇b

θ̈b

dim
dt


A partir das Equações 1 e 2, obtemos a seguinte expressão para o vetor ẋ̇ẋx:

ẋ̇ẋx =



θ̇b

−feq
Jeq

θ̇b +
Km

Jeq
im

− Km

reLm

θ̇b −
Rm

Lm

im +
1

Lm

vm


=



0 1 0

0 −feq
Jeq

Km

Jeq

0 − Km

reLm

−Rm

Lm


︸ ︷︷ ︸

A


θb

θ̇b

dim
dt


︸ ︷︷ ︸

xxx

+


0

0

1

Lm


︸ ︷︷ ︸

B

[
vm
]︸︷︷︸

uuu

ẋ̇ẋx (t) = Axxx(t) +Buuu(t) (3)

Ou seja, conforme mostra a Equação 3, obtemos uma expressão para a derivada
do espaço de estados com termos lineares que dependem do próprio espaço de esta-
dos (xxx = [θb θ̇b im]

T ) e do vetor de comando (uuu = [vm]).

O vetor comando é o input do sistema; isso signi�ca que ele é a única coisa que
podemos controlar diretamente - todo o resto apenas reage às mudanças do input.
Esta equação é continua no tempo, o que exige a resolução de uma equação diferen-
cial ordinária. Porém, podemos discretizar o sistema e obter uma equação diferença.
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A discretização temporal é feita com intervalos de Ts segundos ("s"de "sam-
pling", que signi�ca "amostragem"em inglês). Isso signi�ca que passaremos a ana-
lisar o sistema nos em instantes de tempo t = k Ts, para k = 0, 1, ..., K. Ou seja:

xxx(t) = xxx(k Ts), k = 0, 1, ..., K. (4)

Desta forma descrevemos o sistema em instantes de tempo discretos e em um
intervalo �nito. Para simpli�car um pouco a escrita, usaremos a seguinte notação:

xxx(t) = xxx(k Ts), k = 0, 1, ..., K (5)

Então:

xxxk+1 = axxxk + buuuk (6)

Usando a formulação discreta, em vez de resolver a Equação 3, calcularemos
os valores numéricos da Equação 6 em k = 0, 1, ..., K, onde as matriz a e b serão
obtidas usando uma função de discretização do MATLAB - as transformações feitas
por esta função fogem do escopo desta formulação; para mais informações, consulte
a referência da função "c2d"do MATLAB.

4 Sistema linear

Ok, vamos ao que interessa...

Conhecemos, por suposição, os valores iniciais de θb, θ̇b e im; portanto conhece-
mos xxx0. No instante de tempo t = K Ts, queremos que θb = θF , θ̇b = 0 e im = 0. A
corrente deve ser nula para que o torque seja nulo (τm = Km im).

Substituindo k por 0 e K em 6 e rearranjando os termos, obtemos:

xxx1 − buuu0 = axxx0, onde xxx0 =

00
0

 (7)

axxxK−1 − buuuK−1 = −xxxK , onde xxxK =

θF0
0

 (8)

Fazendo o mesmo para um k genérico tal que k = 1, ..., K − 1, temos:

xxxk+1 − axxxk − buuuk = 0, para k = 1, ..., K − 1 (9)

Vamos usar as Equações 7, 8 e 9 para montar um sistema linear onde as incógnitas
são x1, x2, . . . , xK−1, xK .

Neste mesmo sistema linear, também incluiremos equações de restrições quanto
aos valores numéricos de uuuk, sendo que, na metade do pecurso, este deve inverter de
sinal (a primeira parte é a aceleração e a segunda é a desaceleração).

Assim, podemos transformar o problema em um sistema linear com o seguinte
formato:
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

I . . . −b . . .
−a I . . . −b . . .

−a I . . . −b . . .
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

. . . I . . . −b

. . . −a I . . . −b

. . . −a . . . −b

. . . 1 −1 . . .

. . . 1 . . .

. . . . . .
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

. . . . . . −1

. . . . . . 1 −1



∗



xxx1
xxx2
xxx3
...

xxxK−3

xxxK−2

xxxK−1

uuu0
uuu1
uuu2
...

uuuK−3

uuuK−2

uuuK−1



=



axxx0
0
0
...
0
0
−xxxK
0
0
0
...
0
0
0


(10)

Chamaremos a matriz deste sistema deM , o vetor independente de vet e o vetor
de variávels de Sol (de "Solução").

M ∗ Sol = vet (11)

Atenção: a notação utilizada em aula foi A ∗ xsol = b. Aqui, a A e b são variáveis
referentes ao espaço de estados. Porém, "M ∗ Sol = vet"e "A ∗ xsol = b"signi�cam
a mesma coisa. Comparando as duas notações: M , Sol e vet (aqui) são equivalentes,
respectivamente, a A, xsol e b (das aulas).

5 Exercício

Em resumo, o objetivo é controlar o braço (encontrar u0, . . . , uK−1) de forma a
levar o braço até a posição desejada, com um comportamento �suave� (sem tensões
acima de 20V, sem picos de tensão, sem �trancos�, ou seja, mudanças bruscas na
evolução do estado).

Instruções: abra, leia e execute MotorDCshort.m. Ele já monta o sistema
linear e encontra uma solução. Dentro do mesmo arquivo há, no �nal, as atividades
a serem realizadas - basicamente, implementar um outro método de solução, traçar
grá�cos e analisar o resultado, e se necessário realizar modi�cações.

Instruções para envio de sua resposta para o professor: envie seu arquivo
de código para efcosta@icmc.usp.br com o assunto "Adicional 01 SME300

2017 xx", onde "xx"é o seu nome completo.

Bom divertimento!
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