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Solug¢des globais hiperbdlicas sdo isoladas

Seja f : R x X — X uma funcdo continuamente diferenciavel.
Suponha que f, juntamente com o processo de evolugdo linear
{L(t, ) : (t,7) € Pr}, definam um processo de evolugio
semilinear {T¢(,7) : (t,7) € P} e que £ : R — X seja uma solugdo
global para {T¢(,7) : (t,7) € Pr}.

Consideramos o processo de evolugdo linear {L¢(t,7):(t,7) € Pr}
C L(X) dado por
t

Le(t, 1) = L(t,7) +/ L(t,s)Dxf(s,&(s))Le(s,7)ds. (1)

T
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Solugdes globais hiperbdlicas

Definicao

Diremos que £ : R — X € uma solugdo global hiperbdlica para
{T¢(,7) : (t,7) € Pr} se {Le(t,7): (t,7) € Pr} tem dicotomia
exponencial.
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Observacao

Se ¢, & : [T, 7+ o] — X forem solugBes da equagdo
t
6(t) = L(t, 7)o(r) + / L(t,5)F(s, 6(s)) ds,

T

entao

o= Lt V) Lot (5, 6(5) D Dol ds. (2
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Caracterizacao das solucoes globais limitadas

Suponha que £ : R — X seja uma solugdo global hiperbdlica
limitada para {T¢(,7):(t,7)€Pr}. Entdo {L¢(t,7):(t,7)EPr}
dado por (1) tem dicotomia exponencial com constante M,
expoente w e projecdes {Q(t) : t € R}. De (2), da limitagdo de
¢ :R — X e da dicotomia de {L¢(t,7) : (t,7) € Pr} temos que,
para t > 7, se ¢ : R — X for uma solucdo limitada de

{T¢(,7): (t,7) € Pr}, entdo

o) = [ Z Ge (£, 9)[F(s. 9(5)) — Duf(s,£(s))é(s)] ds
onde

Le(t,8)(I — Q(s)), t>=s
Gr(t,s) = {—Lfc((t, s))(Q(s), (t)é)s (3)
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Suponha também que p(e) %0, onde

o0 sup sup (SO F(ELEO) -DALEDx

lIxll<e teR [[xlx

Com a caracterizacdo de solugdes globais limitadas e a hipdtese
acima, é facil ver que £ : R — X é isolada no espago Cp(R, X) das
funcGes continuas e limitadas de R em X.
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Permanéncia e Continuidade por Perturbacoes

Seja f : R x X — X uma fun¢do continuamente diferencidvel,
{L(t,7): (t,7) € Pr} um processo de evolugdo linear. Suponha
que f e {L(t,7): (t,7) € Pr} definam um processo de evolugdo
semilinear; isto é, paratodo t > T e Vx € X

t

Te(,7)x =L(t, 7)x + /L(t, s)f(s, T¢(s,7)x)ds. (5)

T

e que £ : R — X seja uma solugao global hiperbdlica limitada para
{T¢(,7) : (t,7) € Pr}.
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Assim, o processo de evolucdo linear definido por
t
Le(t.7) = L(t,7) + / L(t, $)Def(s, £(s))Ls (s, 7) ds.
T
tem dicotomia exponencial com constante M e expoente w > 0 e

é(t)Z/Oo Gr(t,5)[f(s,£(s)) — Dxf(s,&(s))é(s)lds.  (6)

—00
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Se sup|l€(t)]|x <My <oo e 0<e< My —sup||&(t)| x, suponha que
teR teR

sup [[F(£, x)lx + [ Dxf (8, x)]l2(x) < o0, (7)
ell<mn

que, se g : R x X — X satisfaz as mesmas hipéteses que f,

sup 17(t, %) — g(t, ) |x+1D<(t,%) = Dag (X)) < g5 (8)
[Ixl<My

e que g e {L(t,7): (t,7) € Pr} definam um processo de evolugdo
semilinear {Sg(t,7): (t,7) € Pr}.

Entdo, {Sg(t,7): (t,7) € Pr} tem uma tnica solugdo global
hiberbdlica limitada n : R — X tal que

sup [|£(2) —n(t)llx <e
teR
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De fato, se y : R — X é uma solucdo global limitada de
{Sg(taT) : (taT) € PR}'

HO=Le(t )+ [ Lot gl 1(5)) - Dif (s ()] s
t (9)
§(1)=Le(t, T)é(T)Jr/Lf(R s)[f(s.&(s))— Dxf(s,&(s))&(s)] ds
e, se definimos ¢(t) = y(t) — &(t), t € R,

o0) = Li(e.)otr) + [ Lt 9)E(s, (4(s) s, (10)
onde &(t,6) = g(t, 6(t) + £(8)) — F(£,E(1)) — Def(£.E(2))o(0).
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Projetando (10) com /| — Q(t) e tomando o limite quando
T — —o0 temos que

(I = Q(2))e(t) = /_t Le(t,s)(I — Q(s))&(s, (#(s))) ds.
Projetando (10) com Q(t) temos que, para t > T,

Q(t)o(t) = Lf(tﬁ)Q(T)(b(T)Jr/ Le(t,5)Q(s)&(s, (¢(s))) ds

e, consequentemente,

Le(r, 1) Q(8)(t) = Q(7)o(7) + /t Le(7,5)Q(s)&(s, (¢(s))) ds.
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Tomando o limite quando t — oo obtemos que

Qo) =~ [ Li(r9)Q(s. (6(5)) ds
Dai, existe uma tnica solugdo global limitada de (10) em
B.:={¢p:R— X:¢écontinua e sup||¢(t)||x < €}
teR

para € pequeno se, e somente se,

T = - [ " Li(t.5)Q(s)E (. (6(s)))ds
[ttt 9 - Qs (ols)s

_ / " Gr(t 52 (s, (6(s))) ds

tem um unico ponto fixo em B,.
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Usando a dicotomia exponencial de {L¢(t,7) : (t,7) € Pr} e 0
Principio da Contracdo de Banach obtemos que existe uma unica
solugdo global limitada de (10) em B.. De fato:

IT@Olx <M [ eitsljg(s,(6(s)) x ds
< 2Mw™? sup lg(t,y(t)) — f(t,y(£))]lx

f ot sup suplFEED) +20 = F(EE(1)) — DA(e E(E)xlx

Ixll<e teR [[xlx

+ 2Mw ™t p(e)e,

€

<
2

onde usamos (4). Escolhendo € tal que 2Mw™!p(€)e < § temos
que 7 leva B, nele mesmo.
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Usando (8) ndo é dificil ver que, para € pequeno,
1
IT(01)(2) = T(62)(t)llx < 5 sup l[¢1(t) — d2(t)lx-

Segue que existe uma Unica solugdo v : R — X of (10) em B..
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Comon=v+£:R — X estd uniformemente proxima a
¢ R — X, segue de (8) e que, para € pequeno,

t

Lg(t,7) = L(t,T) +/ L(t,s)Dyg(s,n(s))Lg(s,T) ds

T

= L¢(t, T)—"-/Lf(t, s)[Dxg(s,n(s))—Dxf(s,&(s))]Lg (s, 7)ds

tem dicotomia exponencial e consequentemente 7 € hiperbdlica.fj
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