Sistemas DinAmicos Nao Lineares
Vigésima Sexta Aula

Alexandre Nolasco de Carvalho

05 de Dezembro de 2022

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2022



Processos de Evol
Solugdes globais hiperbdlicas Solugdes globais hip
Permanéncia e Continuidade por Perturbagoes

Solug¢des globais hiperbdlicas

Seja X um espaco de Banach e considere um processo de evolugio
ndo-linear {T(t,7) : (t,7) € Pr} C C(X).

A seguir estudaremos o comportamento deste processo de evolugcao
nao-linear préximo a solu¢des globais hiperbdlicas.
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Processos de Evolucdo Semilineares

Se f: R x X — X é continua na primeira variavel e localmente
Lipschitz continua na segunda varidvel e {L(t,7) : (t,7) € Pr} é
um processo de evolugdo linear.

E ficil ver que a equacao integral
t

y(t,T,X):L(t,T)X—l—/ L(t,$)f (s, y (s, 7)) ds. (1)

T

tem uma tnica solugdo local; isto ¢, para cada (7,x) € R x X
existe um o = o(7,x) > 0 e uma dnica fungdo continua
y(-,7,x) : [7,7 + o) — X que satisfaz (1) para todo t € [1,T + o).
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Se supomos que o(T,x) = +oo para cada (7,x) € R x X e se
definimos T¢(,7)x = y(t,7,x), t € [T, 00), entdo
{T¢(,7) : (t,7) € P} é um processo de evoluggo.

Neste caso, nos referiremos a {T¢(,7) : (t,7) € P} como o
processo de evolu¢ao semilinear obtido pela perturbacdo do
processo de evolugdo linear {L(t,7) : (t,7) € Pr} pela funcio
nao-linear f : R x X — X; isto é,

t

Te(,7)x = L(t,7)x —I—/ L(t,s)f(s,Sf(s,7)x)ds. (2)

T
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Solug¢des globais hiperbdlicas sdo isoladas

Seja f : R x X — X uma funcdo continuamente diferenciavel.
Suponha que f, juntamente com o processo de evolugdo linear
{L(t,7) : (t,7) € Pr}, definam um processo de evolugdo
semilinear {T¢(,7) : (t,7) € P} e que £ : R — X seja uma solugdo
global para {T¢(,7) : (t,7) € Pr}.

Consideramos o processo de evolugdo linear {L¢(t,7):(t,7) € Pr}
C L(X) dado por
t

Le(t,7) = L(£,7) + / L(t, 5)Def(5,6(s))Le (5, 7)ds.  (3)

T
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Definicao

Diremos que £ : R — X é uma solugdo global hiperbdlica para
{T¢(,7): (t,7) € Pr} se {L¢(t,7): (t,7) € Pr} tem dicotomia
exponencial.
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Observacao

Se ¢, & : [T, 7+ o] — X forem solugBes da equagdo
6(t) = L(t, 7)o(r) + / L(t,5)F(s, 6(s)) ds,

T

entao

o(t)=Le(t, T)¢(T)+/£f(ta s)[f (s, ¢(s))—Dxf(s,£(s))o(s)l ds. (4)

De fato, se
P(t) = Le(t, 7)o(7) + /t Le(t,s)[f (s, ¢(s)) — Dxf(s,&(s))o(s)] ds,
entao
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0() — 6(t)
/L(t s)Dyf(s,&(s))Lr(s, T)p(T) ds—/L(t,S)Dxf(s,f(s))gb(s) ds
#1000, 600,981 (5, 6(5) - Duf (s, N ds

t

/ (t,s)Dyf(s,&(s))L(s, 7)o(T) ds—/L(t,s)DXf(s,f(s))gb(s) ds

JT

0
+ [ 01070, £00) [ 606, ¢, 6(5))~ Duf (s, ()5 s 6
= [ LD ) — d(s)] s

Aplicando a desigualdade de Gronwall concluimos que ¢(t) = 9 (t)
para todo t € [1, 7 + o).
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Caracterizacao das solucoes globais limitadas

Suponha que £ : R — X seja uma solugdo global hiperbdlica
limitada para {T¢(,7):(t,7)€Pr}. Entdo {L¢(t,7):(t,7)EPr}
dado por (3) tem dicotomia exponencial com constante M,
expoente w e projegdes {Q(t) : t € R}. De (4), da limitagdo de
¢ :R — X e da dicotomia de {L¢(t,7) : (t,7) € Pr} temos que,
para t > 7, se ¢ : R — X for uma solugdo limitada de (2), entdo

Q(t)¢(t) = Le(t, 7)Q(7)(7)
+/ L (t,5)Q(s)[f (s, ¢(s)) — Dxf(s,&(s))d(s)] ds

e, consequentemente,
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+ [ Lilr9)QE)IF(s,6(5)) — Duf(5,(5))6(s)] .

Fazendo t — oo temos que

Qmmo=—1muwQMQWawm—Dﬁ@asw@Ma
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Semelhantemente,
(1=Q(t))o(t) = Le(t, 7)(I — Q(7))é(7)
+/Lf(t»5)(/ — Q(s))[f (s, 9(s)) — Dxf(s,&(s))o(s)] ds

fazendo 7 — —o0 temos que

(/—Q(t))¢(t)=/_g(t, s)(I=Q(s))[f (s, ¢(s))—Dxf (s, &(s))b(s)] ds.
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Isto implica que

o(t) = / " Ge(t.9)[F(5. 6(5)) — D (5.£(5))(s)] s

onde

Le(t,s)(I — Q(s)), t>s
9= {10 e < ©)
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Solug¢des globais hiperbdlicas sdo isoladas

Suponha também que p(e) 90, onde

SO sup suplFEEO T AL EO) - DAEEDNx o

|Ix||<e teR [[xlx

Com a caracterizagdo de solugdes globais limitadas e a hipdtese
acima, é ficil ver que £ : R — X é isolada no espaco Cp(R, X) das
funcdes continuas e limitadas de R em X.
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De fato: Se ¢ : R — X for uma solugdo global limitada de (2)
satisfazendo sup||¢(t) — &(t)||x <,
teR

sup [[¢(t) — £(t)lIx < 2Mp(e)w™" sup [[6(t) — &(t)]x-
teR teR

Se € > 0 é tal que 2Mp(e)w™! < 1 concluimos que ¢(t) = &(t),
para todo t € R.
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Permanéncia e Continuidade por Perturbacoes

Seja f : R x X — X uma funcdo continuamente diferenciavel,
{L(t,7): (t,7) € Pr} um processo de evolucdo linear. Suponha
que f e {L(t,7): (t,7) € Pr} definam um processo de evolugdo
semilinear; isto é, paratodo t > T eVx € X

t

To(,7)x =L(t, 7)x + / L(t,$)f(s, Se(s,7)x)ds.  (7)

T

e que £ : R — X seja uma solugao global hiperbdlica limitada para
{T¢(,7) : (t,7) € Pr}.
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Assim, o processo de evolucdo linear definido por
t
Le(t.7) = L(t,7) + / L(t, $)Def(s, £(s))Ls (s, 7) ds.

T

tem dicotomia exponencial com constante M e expoente w > 0 e

£(r) = / G (6, 9)F(5,€(5)) — Def(s,£(s))(s)]ds.  (8)
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Se supl|£(t)]|x <M1 <oo e 0<e< My —sup||&(t)]|x, suponha que
teR teR

sup (£ (2, x)l[x + [[Dxf (£, )l £(x) < oo, (9)

[Ixll<My
que
($09)

sup Hf(t7X)_g(t7x)”X+HDXf(t7X)_ ng(t7 X)HC(X) <

. (10)
[Ix]| <M 4M

e que g e {L(t,7): (t,7) € Pr} definam um processo de evolugdo
semilinear {Sg(t,7): (t,7) € Pr}.

Entdo, {Sg(t,7): (t,7) € Pr} tem uma tnica solugdo global
hiberbdlica limitada n : R — X tal que

sup [|£(2) — n(t)llx <e.
teR
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De fato, se y : R — X é uma solugao global limitada de
{Sg(th) : (th) S PR}'

HO=LA(t, () Lt 9ot ()~ Duf(s 6yl s
" (1)
(0= Le(t. D)+ [ Lile s)[F(5,(5))~ DuF (s, E(5))E()] ds

e, se definimos ¢(t) = y(t) — &(t), t € R,

¢m:umﬂwﬂ+/uu@aﬂamms (12)

T

onde &(t,¢) = g(t, o(t) +&(t)) — (¢, £(t)) — Dxf (£,£(1)) ().
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Projetando (12) com | — Q(t) e tomando o limite quando
T — —00 temos que

(1 = Q(1))e(t) = /_t Le(t, s)(I — Q(s))&(s, (#(s))) ds.
Projetando (12) com Q(t) temos que, para t > T,

Q(t)o(t) = Lf(tﬁ)Q(T)(b(T)Jr/ Le(t,5)Q(s)&(s, (¢(s))) ds

e, consequentemente,

Le(r.DQI(0) = Q) + [ Lr(r QI (s (6(s)) .
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Tomando o limite quando t — oo obtemos que

Qo) =~ [ Li(r:9)QE(s. (o(s)) ds
Dai, existe uma tnica solugdo global limitada de (12) em
B.:={¢:R— X : ¢ écontinua e sup ||¢(t)||x < ¢}
teR

para € pequeno se, e somente se,

T = - [ " Li(1,)Q($)E(s, (6(5)))ds
+f " L) — Q(s)E (s, (9(s)))ds

—00

— [ il s)ets (@l ds
tem um unico ponto fixo em B..
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Usando a dicotomia exponencial de {L¢(t,7) : (t,7) € Pr} e 0
Principio da Contracao de Banach obtemos que existe uma unica
solugdo global limitada de (12) em B.. De fato:

IT(@)(®)lIx < M/_OO e Il)g(s, (4(5)))lIx ds

< 2Mw™? sup lg(t,y(t)) — F(t,y(t))x

+2Mwt sup Sup”f(taé(t)—i_x)_ f(t7§(t))_Dxf(taf(t))XHXE
Ix]|<e teR x| x

< % + 2Mw ™ p(e)e,

onde usamos (6). Escolhendo € tal que 2Mw™!p(e)e < § temos
que 7 leva B, nele mesmo.
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Usando (10) n3o é dificil ver que, para e pequeno,
1
IT(01)(2) = T(42)(t)llx < 5 sup l[¢1(t) — @2(t)x-

Segue que existe uma Unica solugdo v : R — X of (12) em B..
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Como n=v+£:R — X estd uniformemente préxima a
¢ : R — X, segue de (10) e que, para € pequeno,

t

Lo(t,7) = L(t,7) + / L(t, 5)Deg(s, n(s))Lg (s, 7) ds
ZLf(RT)+/£f(t75)[ng(5777(5))—Dxf(575(5))][Lg(57T)—Lf(SaT)]dS
+ / Le(t,)[Dxg(s,1(s)) — D (s, £())]Le(s,7) ds

tem dicotomia exponencial e consequentemente 7 € hiperbdlica.fj
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