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Variedades Invariantes

Defini¢do (Separa¢do Exponencial)

Um processo de evolugo linear {L(t,7):t>7}C L(X) tem
separacao exponencial, com constante M >1, expoentes v, peR,
com~ > p, e familia de projecdes {Q(t): teR} C L(X), se
i) Q(t)L(t,7) = L(t,7)Q(T), para todo t > T,
i) L(t,7): Im(Q(T)) — Im(Q(t)) é um isomorfismo, com
inversa denotada por L(t,t),

iii) a seguinte estimativa vale

1L )Rl ey < M
I1L(t, 7)(I = Q(T))lgx) < M

e Pt=7)  t < T,

(1)

A\VARV/AN

e ’Y(t_T), t>T.

v
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Teorema

Suponha que o processo de evolugdo linear {L(t,7):t>T1} tenha
separacdo exponencial, com constante M >1, expoentes v>p e
familia de projecdes {Q(t):t€R}. Se f:Rx X — X € continua,
f(t,0)=0, f(t,-): X — X € Lipischitz continua com constante

£ >0, paratodot € R, e

U L' max{M2 + 2M + VBM3,3M? + 2M}, (2)
entdo existe uma fungdo continua
Y'Rx X=X 3)
(t,u) = X7(t, u)

tal que X*(t,u) = *(t, Q(t)u) = (I — Q(t))X*(t,u) e
Y*(t,0) =0, para todo t € R.

A
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Além disso, X*(t,-) : X — X € Lipschitz continua com constante
Lipschitz k = k(v, p, ¢, M) > 0, para todo t € R, isto €,
1=*(t, u) — X*(t, d)|| < k||lu— d||, para todo (t,u),(t,d) € R x X.

Ainda mais, o grafico de ¥*(t,.), para cada t € R, dado por
M(t) :={ueX:u=qg+X"(t,q9),9 € Im(Q(1)}, (4)
€ uma variedade invariante para o processo{T (t,T):t>T} dado por

T(t,T)u=L(t, T)u+/tL(t,s)f(s, T(s,7)u)ds, t>7,ucX. (5)

T

Em outras palavras, a familia {M(t) : t € R} € invariante e, se

Ps-(t)u:= Q(t)u+ X*(t, Q(t)u), (t,u) €ER x X

é a projecdo ndo linear sobre M(t).
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(1) {M(t):teR} tem crescimento controlado:, ou seja, para
(r,u)eRx X, t<T,

1T (¢, 7)Pr=(7)ul SM(L+r)e™ CHMAENED Pe (7)u]|. (6)
i t):te satisfaz: para todo (T,u) e Rx X et 2>,
(i) {M(z) R} satisf: do (1,u) € R x X

1T (¢, 7)u = Pee(6) T(t, 7)ull < MI|(1 = Ps-(7))ulle™*7), (7)

242 K
onde 5::7—/\/16—%. Sed >0, {M(t): t e R}

€ uma variedade inercial.
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Prova: A prova serd divida em duas partes. Primeiro mostraremos
que existe uma funcdo ¥* cujo grafico é uma variedade invariante
e depois mostraremos que este grafico satisfaz as condi¢des de
dominagdo exponencial.

Primeira parte: Dado x > 0, considere o espaco métrico completo,

LBy (k) := {ZG C(RxX,X): supw <K,

teR |

T(t,0)=0,T(t, u)=X(t, Q(t)u) € N(Q(t),VteR}

com a métrica ||X — ¥|| := supsup
teR u£0 [l
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Queremos encontrar ¥ € LBy (k) tal que, se (1,1) € R x X, entdo
a solugdo u de (5) com dado inicial u(r) = Q(7)n + X (7, Q(7)n)
pode ser escrita como u(t) = q(t) + p(t), onde p(t) = X(t, q(t)),
para todo t € R.

Sendo assim, g e p devem satisfazer
q(t)=L(t,7)Q(7)n —I—/ L(t,s)Q(s)f(s,q(s)+X(s,q(s)))ds,t <7 (9a)
(

L(r, £)(1 — Q(£))(t)
+ / L(r.s)(I — Q(s))F(s. a(s) + X(s. q(s))ds, t <. (9b)

p(7)
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Primeiramente obtemos um controle para o crescimento de q(t).
Como {L(t,s) : t > s} tem separa¢do exponencial, f(t,0) =0, f e
> sdo Lipschitz com constantes ¢ e k, respectivamente, obtemos

la(2)| < Me=? D]+ Me=?=)(14k)[|q(s)llds, t<T. (10)
t

Do Lemma de Gronwall,
la(t)[| < MeletMAERNT=8 )| ¢ < 7. (11)

Como p(t)=2X(t,q(t)) para X € LBy (k), a estimativa (11) implica
,»Y(Tft) t——00
que e Ip(t)[| " —" 0.
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Da separagdo exponencial de {L(t,7):t > 7}, o primeiro termo em
(9b) vai para zero quando t — —oo, resultando que

p(T)Z/T L(7,s)(I = Q(s))f (s, a(s) + X(s,q(s))ds. ~ (12)

—00

Sendo assim, provar que existe X € LBy (k) que satisfaz
p(t) = X(t,q(t)) para todo t € R, é equivalente a encontrar um
ponto fixo para a transformacio,

GO = [ L)1~ Q) (s.a(s)+E(s. a(s))s. (13)

A seguir mostramos que G:LBs(r)— LBx(r) é uma contragdo.

Sejam 7,7 € X, ¥,% € LBs (k) com solucdes q(t),d(t) de (9a).
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Logo, para t < 7,
la(t) — a(t)l| < Me”™1) |l —i|
+ /V’/: eI f(s, () + E(s, q(s))) — £(s,d(s) + £(s. d(s)))llds

< Me”™ 0 | —j|

+IM /t ) (Hq(s) — §(s)|| + 1=(s, q(s)) — £(s, q(s))H) ds

< Me”m 0 | —j|

+ w/tfep(sa (Hz(s, q(s))—=%(s, q(s))||+(1+%)||q(s) — ;,(5)”) ds
< Me?T=0) |

+IM /tT eP(s—t) ((1 +r)|q(s) — @(s)|| + | = — iWHQ(S)\D ds.
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Entdo, de (11),
-
Hq(t)—5(f)|!<Mep(T_t)\\?7—ﬁ!!+€M(1+Fﬂ)/ep(s_t)Hq(S)—ﬁ(S)HdS
t
+£M2”77H |||Z_im/Te(p—‘rMé(l-i-n))(T—s)ep(s—t)ds
t

<Me"(T_t)||17—ﬁ||+€M(1+H)/ e 1g(s)—(s)||ds
t

Ml

it w)

(g i”’e(erME(1+n))(r—t)’

e, do Lema de Gronwall, para t < 7,

late)-ae)] < M =+ {2 g~ £ | eb2me00, (14)
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e (11) e (14)

16(E)(r ) — GE)r. )

g/\/l/ e 9 (s, q(s)+ (s, (5))) — F(s. G(5)+ £(5.4(5)) | xds
<o [* e (@ m)lats) - a(s)] + 15— Ela(e)]) s

< IMP(1+5) [nn il g [ etrmo-zmtrontes)ge

—00

sonlys £ [ et g

De (2) e, da escolha de k, v — p — 2(M(1 + k) > 0 e as integrais
acima sao convergentes.
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Logo,

6@ - 6E) il < — g5 g
ey [ [

< MOyl + Tl

Assim,

1G(E)(7,n) = GE) (il < klln =il +vIIZ = Zllllnll,  (15)

ja que

(M?(14-k)
<K, 1
—p—20M(1+r) " (162)
20M?
= <1
y—p—2(M(1+k)
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Podemos reescrever (16a) na forma 2Mk?+(M*+ M — 2 k+ M?<0,
que é um polindmio quadrético (em k), admitindo duas raizes (de
(2)) dadas por

L~ M2 - 2M £ (37— M2 — 2M)2 — B3
e 4M

Além disso, a condicdo 172 > M? + 2M + v8M3 em (2) implica
que 152 > M? 4 2M e portanto k; > k_ > 0. Logo, (16a) esta
satisfeita para todo K € [k—, k4]

A desigualdade (16b) vale para r_, de 252 > 3M? +2M em (2).

Além disso, podemos isolar k em (16b), e portanto esta

desigualdade esta satisfeita para todo k < Ky 1= ﬁ% - M —1.

(17)

De (2), ”’;” >3M?2 4+ 2M e k_ < k.. Portanto, ambas as

condi¢des em (16) estdo satisfeitas para k€ [k—, min{rq, Ky }).

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Variedades Invariantes e suas variedades estaveis Variedades Invariantes

Consequentemente, a desigualdade (15) com ¥ = 3 implica que a
imagem de G estd contida em LBy (k) e, a desigualdade (15) com
n = 1}, mostra que G é uma contracg3o.

Portanto, G possui um dnico ponto fixo, G(X*) = X*. Isso
estabelece a existéncia da variedade invariante e sua invariancia.

Além disso, * sendo Lipschitz com constante k > 0 e X(t,0) =0,
juntamente com (10), implica a estimativa de crescimento (6)
dentro da variedade invariante.

Isso completa a primeira parte da prova. Faremos a prova da
segunda parte na préxima aula
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