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Semicontinuidade superior de atratores pullback

Como vimos anteriormente, atratores pullback aparecem de modo
natural no estudo dos atratores globais de semigrupos skew-product
e de atratores uniformes para sistemas dindmicos n3o autonomos.

Primeiramente provaremos um resultado de semicontinuidade
superior para atratores pullback de processos de evolucdo gerais e
depois enunciaremos os mesmos no caso especifico dos atratores
pullback que aparecem no contexto de atratores skew-product.
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Semicontinuidade superior de atratores pullback

Para A € A considere um processo Sy={S\(t,s): (t,s) €P} em X
com atrator pullback Ay = {Ax(t)}ter-

Em toda esta secdo, iremos supor que,
e para cada K C X compacto, \pe A, teRe T >0

sup sup d(Sx(t,t — 7)x, Sy (t, t —7)x) )‘i)\>°0, (1)
T€[0,T] xeK

e paracada t € R,

U U Ax(s) seja limitado e (2)
AEN s<t
n—oo

e paracadateR, \geANe ), — Ao

U A, (t) seja compacto. (3)
neN
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Semicontinuidade superior de atratores pullback

Vamos primeiramente enunciar o que significa semicontinuidade
superior de atratores pullback.

Definicao

Se | C R, diremos que {Ax(t): t € I}ren € semicontinua
superiormente em )\g se

lim sup distﬁ((A)\(t),AAo(t)) =0.

A= Ao tel

O lema a seguir desempenha um papel fundamental na prova dos
resultados de semicontinuidade superior para atratores pullback.
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Suponha que (1), (2) e (3) estejam satisfeitas. Se A\, — Ao €
&n: R — X for uma solugdo global de Sy, com &,(t) € Ay, (1),
para todo t € R entdo, existe uma solugdo global &y: R — X de
Sy, com &(t) € Ay, (t) para todo t € R, e uma subseqiiéncia
{&n,} de {&n} tal que &, converge para & uniformemente em
intervalos limitados de R.
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Prova: Note que {£,(0)} é uma seqiiéncia no compacto
Unen Ax,(0). Portanto, existe um subconjunto infinito Ng de N tal
que {£,(0)}nen, é convergente com limite xp € X.

Seja £o(t) = Sy, (t,0)x0, t > 0. E claro de (1) que &,, n € N,
converge para &g uniformemente em intervalos limitados de R™.
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Suponha, por indugdo, que tenhamos construido a solugdo

&: [—k,00) = X, k € N, de S\, e subcojuntos infinitos N; de
N;_; tais que &,, n € Nj, convirja para £y, uniformemente em
intervalos limitados de [—j,00), 1 <j < k.

Como a seqiiéncia {{,(—k — 1)}nen, estd no compacto
Unen, Ax,(—k — 1), existird um subconjunto infinito Ny1 de Ny
com {£n(—k — 1)} pen,,, convergente com limite x_j_.

Seja &o(t) = Sy, (t, —k — 1)x_k_1, t € [~k — 1, —k). Claramente,
&: [k —1,00) = X serd uma solugdo de Sy, e &, n € Nyyq,
convergird para &, uniformemente em limitados de [—k — 1,00).
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Semicontinuidade superior de atratores pullback

Este procedimento nos dd uma solugdo global §: R — X de Sy,
tal que {{o(s): s < t} é limitado para cada t € R, e portanto
&o(t) € Axy(t). Além disso, se ny for o k—ésimo elemento de Ny,
k € N entdo, {{,, } converge para &, uniformemente em limitados
de R, o que completa a prova.

Sob as hipdteses acima, a semicontinuidade superior de atratores
pullback serd immediata, como mostraremos a seguir.
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Teorema

Suponha que (1), (2) e (3) estejam satisfeitas e seja A, — Ao.
Ent3o, para cada t € R,

dist{§ (Ay, (), A, (t)) — 0.
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Semicontinuidade superior de atratores pullback

Prova: Do Lema 1, se x, € Ay, (t), n € N, existird

e subseqiiéncia convergente {x,} com limite y (denotada da
mesma maneira)

e solugdo global {,: R — X de {S,,(t,s): t > s} com
En(t) = xn e &), (5) € Ay, (s), paratodo s € R e

e solugdo global & : R — X de {S),(t,s): t > s} tal que &y,(+)
converge para &y uniformemente em subconjunto compactos
de R.

Em particular y = &(t) € Ayy(t) e o resultado segue.
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Este dltimo resultado prova a semicontinuidade superior para a
familia {Ax(t)}aen para cada t € R fixo. O resultado a seguir
assegura a semicontinuidade superior para a familia

{Ax(t): t € I}xen, com | C R um limitado de R qualquer.

Teorema

Suponha que (1), (2) e (3) estejam satisfeitas. Entdo, se | C R for
limitado, a familia {Ax(t): t € I} xen serd semicontinua superiormente
em A = Ao, para cada \g € A.
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Proof: Mostremos, primeiramente, que se A, nﬁ/\o, I>t, TR0 g
entao,

distgs (Ax, (t*), Ax,(ta)) = O, (4)
e

distf{(Ax, (tn). Ay, (£7)) = O, (5)

Provamos (4) por contradi¢do. Se existe € > 0 e x, € Ay, (t*) com
distfX (xa, A, (tn)) = €, para todo n € N, do Teorema 1, existem
solugdes globais £, R — X de S),, n€ Ne: R —= X de Sy,
com &n(t) € Ay, (1), &o(t) € Ay, (t), para todo t € R,

&n(t) — &o(t), uniformemente em limitados de R e &,(t*) = x,.
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Logo
d(Xmgn(tn)) < d(Xnv£O(t*))+d(£0(t*)750(tn))er(fO(tn)agn(tn)) *)0,

e
d(xn, En(tn)) = dist (xn, Ay, (t)) =€ for all n € N,

o que é uma contradigdo. A prova de (5) é semelhante (exercicio).
Em seguida, note que, se A\, = Ao el > t, TR0 entao,

distf (Ax, (tn),Axe (tn)) < distz (A, (ta), Ax,(£7))
+ dist (Ax, (%), Axy (7)) + distgs (Ax, (t7), Axg (tn))-

De (4), (5) e da semicontinuidade superior de {Ax(t*)}ren em
A = Ao, segue que

distif (Ax, (tn), Axg(tn)) — 0. (6)
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Agora, se {Ax(t): t € I}ren ndo for semicontinua superiormente
em A = \o, existirdo € > 0 e seqiiéncias A\, — Ao e {t,} in [ tais
que

dist{§ (Ax, (tn), Ax(tn)) =€  para todo n € N.

Como / é limitado, {t,} terd uma subseqiiéncia convergente para
altum t* € R, o que contradiz (6) e completa a prova.
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Semicontinuidade inferior de atratores skew-product

Vamos enunciar novamente os resultados de semicontinuidade
inferior para uma familia de atratores globais de semigrupos, no
caso especifico de uma familia de semigrupos skew-product.

Suponha que (C1) e (C2) estejam satisfeitas. Sabemos que os
atratores globais Ay de 1y em X, A € A, serdo semicontinuos

superiormente em Ag, para cada Ay € A.

Para provar a semicontinuidade inferior, precisaremos reproduzir,
dentro de Ay, as mesmas estruturas que estdo presentes em A ).
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Semicontinuidade inferior . . S .
Semicontinuidade inferior de atratores uniformes

Nas situa¢des apresentadas aqui, dado um conjunto [1y-invariante
isolado L in X, o conjunto 7y, (L) sempre coincidira com .%}.
Este é o caso das perturbacdes de semigrupos.

Contudo, no que se segue, deixamos aberta a possiblidade que
7y, (L) seja um subconjunto estrito de .%), para podermos lidar
com a estrutura interna do atrator global ., o que ainda nado
aparece muito frequentemente na literatura.
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N _— . . Semicontinuidade inferior de atratores pullback
Semicontinuidade inferior . - ) g N
Semicontinuidade inferior de atratores uniformes

Agora recordamos a definicdo dos conjuntos instdveis de conjuntos
[Ty-invariantes isolados, isto é, dado um conjunto [1y-invariante
isolado L, o seu conjunto instavel é dado por

WH(L) = {(x,0x) € X, : existe uma solugdo global v de )
. - . X
por (x,0,) tal que tﬂrpoo disti* (¢(t), L) = 0}.

e o d-conjunto instdvel local de I é dado por

Ws' (L) = {(x,0x) € WY(LL) : existe uma solugdo global v de Iy
por (x,oy) com dist?(w(t),]L) < 0 para todo t <0
. . . X
e tllToo disti* (¥(t), L) = 0}.
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Semicontinuidade inferior . - ) g N
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Agora podemos enunciar o resultado sobre semicontinuidade
inferior de atratores para semigrupos skew-product.

Teorema

Suponha que (C1) esteja satisfeita e que:

(a) exista uma colecdo disjunta de y-invariantes isolados
{Lix, -+, Ly} para X € [0,1];

(b) exista § > 0 tal que dist?(WC; (Lj 2o ), Ws'(ILj ) A2 g ¢

(c) Ay, = U}’:l WU(LJ')\O)'

Entdo dlstH (A, A,\O) + dlStH (A)\ov Ay) — )\_Mo

A prova deste resultado é a mesma do resultado correspondente
para semigrupos e serd deixada como exercicio. Note que,
Uxen Ax C A assim, (Jycp A é relativamente compacto em X.
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Semicontinuidade inferior

Semicontinuidade inferior de atratores pullback

Vamos precisar da seguinte definicdo

Seja £ uma solugdo global do processo S.
e O conjunto instavel de £* serd

WH (") ={(7,¢) € R x X : existe solucdo global { de S
com () = Ce lim d(¢(t),£(t)) = 0}

e A secao do conjunto instavel de £* em 7 serd

WH(E)(r) = {¢: (1,¢) € WH(£M)}-

e Uma §—secgao local do conjunto instavel de £* em 7 serd
W5 (£ )(T)={Ce WH(£")(7) : existe solugcdo global § de S com
§(r)=C. d(€(£).£() <6, ¥ t<r e_lim d(€()."(£)=0}.

V
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Observacao

Note que, se £* for solucdo global de S, entdo {W"(£*)(t)}ter
serd S-invariante. Além disso, se £* for backwards bounded, isto é
se Us<; §(s) for limitado em X, para cada t € R, e S tiver um
atrator pullback A entdo, para cada t € R, WY(£*)(t) C A(t).

Note ainda que, se S for um processo de evolugdo auténomo e £*
for um equilibrio entdo, WY (£*)(1) serd independente de T.

Definicao

Duas solucdes globais &5, &5 : R — X of S serdo backwards
separated se limsup d(&(t),&5(t)) > 0.
t——00
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Observacio

Observamos que, se &§ e &5 ndo forem backwards separated ent3o,

d(€5(t), €5(t)) "==5° 0 e os conjuntos instiveis dessas solucées

coincidem, isto é, WY(&5) = WY(&3).

Com isto em mente estaremos interessados nos conjuntos
maximais de solucbes globais backwards separated.

Claramente, um conjunto maximal de solu¢Ges globais backwards
separated ndo serd Unico pois, qualquer solu¢do £ no conjunto
maximal de solu¢des globais backwards separated podera ser
substituida, por qualquer outra no seu conjunto instavel, mantendo
a maximalidade.
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Semicontinuidade inferior . B e .
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Se um processo de evolugdo S tiver um atrator pullback (limitado
para trds) A e S denotar um conjunto maximal de solu¢des globais
backwards bounded e backwards separated entdo,

At)= | wu(&)(t), paracadateR.
£*e6

Como muitos conjuntos instaveis de solucdes globais s3o iguais, é
possivel que o conjunto maximal de solu¢bes globais backwards
separated seja ‘pequeno’.
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Teorema (4)

Seja Sy um processo de evolugcdo com a pullback attractor A,

A € N, e suponha que (1), (2) e (3) estejam satisfeitas. Se, para
algum ty € R, a familia {Ax(to) }aen for semicontinua
inferiormente em Ao e | for um intervalo limitado em [ty, >0), a
familia {Ax(t) : t € I}xen serd semicontinua inferiormente em Ag. )

Prova: Suponha que | = [tp, tp + T], para algum T > 0.
Mostramos primeiramente que, se {Ax(to)}aen for semicontinua
inferiormente em Ag e a > ty entdo, {Ax(a)} e serd semicontinua
inferiormente.

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Semicontinuidade inferior de atratores skew-product
Semicontinuidade inferior de atratores pullback

Semicontinuidade inferior . B e .
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Para cada xp € Ay, (a), da Sy,-invariancia do atrator pullback Aon
existird uma solugdo global & : R — X de Sy, com {p(a) = xp. Se
An = Ao, tome y, € Ay, (to) com y, — &o(to).

Entdo existird uma subseqiiéncia de {y,} (que denotamos do
mesmo modo) e uma seqiiéncia &, : R — X de solugdes globais de
S), tais que &n(to) = yn € &n(t) € Ay, (t), paratodo t € R, e
solugdo global & : R — X de Sy, tal que &,(t) — &(t)
uniformemente para t em limitados de R e &(t) = &o(t), para
todo t > ty. Segue que, &,(a) — xp provando que {Ax(a)}aen
semicontinua inferiormente em M.

A uniformidade segue como no resultado correspondente para
semicontinuidade superior de atratores pullback.
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SelﬂlCOl’ltll‘lul ade interior de atratores umformes

Teorema

Seja Ap — Ao e {Sx,} uma familia de processos de evolucio.

Suponha que, para cada n € N, Sy, tenha um atrator pullback A,\n,

e que (1), (2) e (3) estejam satisfeitas. Além disso, suponha que:

(a) exista uma seqliéncia de solugbes globais ‘backwards bounded’
e ‘backwards separated’ {¢;'} em A, tais que

Ax(t) = [ WH(g())(t), para cada t €R,
j=1

(b) para cada j € N, exista uma seqiiéncia {fj*,n}neN de solucées
globais ‘backwards bounded’ de S,,, 0; > 0 e t; € R tais que
dist (WE(E)(8), WA(E,)(8) =30, para todo ¢ < t.
Ent3o, para cada limitado | de R,
lim sup [dist{{(Ax, (), Axo(t)) + distg} (Ax, (£), A, (t))] = 0.
el

n—o00 t

v
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Semicontinuidade inferior

Semicontinuidade inferior de atratores uniformes

Proof: A semicontinuidade superior ja foi provada anteriormente.

Para provar que distg (Ay,(t), A, (t)) — 0 quando n — oo, é
suficiente mostrar que, para t € R e x € Ay (t) existe seqiiéncia
xn € Ay, (t) tal que x, — x.

Dado x € Ay, (t) e € > 0 existe x. € [J7Z; WH(&)(¢) tal que
d(x,x) < €/2. Seja j € N tal que x. € W¥(£7)(t) e seja

& : R — X uma solugdo global de Sy, em AAO com (t) = xc e
d(&(s). & (s)) — 0 quando s — —oo.
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Escolha 7 > 0 tal que z; = §j(t —7) € Wéj’,({f)(t —7) e, usando
(b), existe uma seqiiéncia {z/'} com z]" € Wé‘j’,( Fa)(t—7) tal que
zj”—>zjquandon—>ooen0€NtaI que

d(Sn,(t,E—=7)20, Sa(t, t — 7)z7) < % para todo n > no.
Como Sy, (t,t — 1)z € Ay, (t), xe = Sxg(t,t —T)zee>0¢

arbitrario, a semicontinuidade inferior de {A\,(t)}nen segue. O
resultado agora segue facilmente do Teorema 4.
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Semicontinuidade inferior de atratores uniformes

Como o atrator uniforme A € igual a mx(A)), isto é, a proje¢do
na primeira coordenada do atrator global do semigrupo
skew-product Iy in X, a semicontinuidade inferior de atratores
uniformes segue do Teorema 3, a seguir enunciamos os resultados.

Definicao

Seja A € \. Se (Kx,©0\)(x,x,) for um sistema dindmico ndo
auténomo, que denotaremos simplesmente por KC), L C X serd
dito Ky-lifted invariante se, para cada x € L, existir uma
solucdo global n: R — ¥\ de ©) e uma solucdo global £ : R — X
do processo de evolugio {K(t — s,n(s)) : (t,s) € P} tal que
£0)=xe&R)C L.

A
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Definicao

Fixado A € A, seja (ICx, ©1)(x x,) um sistema dindmico ndo
auténomo e L C X um conjunto K y-lifted invariante. Dada uma
vizinhangca U de L em X diremos que L serd maximal K y-lifted
invariante em U se, sempre que V C U for K-lifted invariante,
tivermos que ¥V C L.

Além disso, diremos que L sera um conjunto KCy-lifted
invariante isolado se existir > 0 tal que L seja maximal
KC-lifted invariante em Os(L).
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O atrator uniforme A, € o limitado maximal ICy-lifted invariante,
isto é, se £ for um limitado KC)-lifted invariante entdo, £ C A,.
Isto segue da caracterizacdo dos atratores uniformes.

Definicao

Diremos que {L1,---L,} serd uma colegao disjunta de
KCa-lifted invariantes isolados se, cada L; for KCy-lifted
invariante isolado e existir um r > 0 tal que O,(L;) N O,(L;) = @,
1<i<j<n

Agora podemos definir conjuntos instdveis para conjuntos ICy-lifted
invariantes isolados, como antes.
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Semicontinuidade inferior

Semicontinuidade inferior de atratores uniformes

Definicao

Dado um conjunto Ky-lifted invariante isolado L definimos o
conjunto instavel e L por

WHY(L)={xe€ X: existem solucdes globais ) de © e £ de
{K(t—s,n(s)):t=s} tais que £(0)=x e &(t) ==L}
e um conjunto instavel local de £ por
Wys'(L)={xe W"(L): existem solucGes globais n de ©) e & de
{K(t—s,m(s)):t>s} tais que £(0)=x, dists (£(t), L)<,

para todo t < 0, e £(t) ==°L}.
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Semicontinuidade inferior ) A g q q
Semicontinuidade inferior de atratores uniformes

A diferenca relativamente ao resultado de semicontinuidade inferior
de atratores globais de semigrupos skew-product é a interpretacio
do significado de semicontinuidade inferior de conjuntos instaveis
locais. Isto estd expresso na definicdo a seguir.
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Definicao

Dada uma familia { L)} en de conjuntos KCy-lifted invariantes, a
familia de conjuntos instaveis locais { Wy'(L))}xen serd semicon-
tinua inferiormente em A = \y se, e somente se, para cada
seqiiéncia convergente\,"—3 Ao em A e x& W(Ly,), existirem
solugdes globais n, de ©,,, convergindo para uma solugcdo global
no de ©),, uniformente em limitados de R, e solucdes globais &, de
{K(t—s,mn(s)):t>s} convergindo para uma solugcdo global & de
{K(t—s,m0(s)):t>s}, uniformente em limitados de R, £, (0)=x,
&n(t)2=°Ly,, n=0 ou neN*, e dist(€n(t), £a,) <6, V £ <O0.

Com isto podemos enunciar o resultado sobre semicontinuidade
inferior de atratores uniformes.
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Semicontinuidade inferior de atratores skew-product
Semicontinuidade inferior de atratores pullback

Semicontinuidade inferior q Ao q q p
Semicontinuidade inferior de atratores uniformes

Teorema

Se os cociclos {Ky} e os semigrupos {©,} forem coletivamente

limitados dissipativos e coletivamente assintoticamente compactos

e (C2) valer entdo, KCy, terd um atrator uniforme Ay, A€\, com

Uxen Ax relativemente compacto em X. Suponha ainda que:

(a) exista uma colecdo disjunta {L x,--- ,L,\} de conjuntos
ICx-lifted invariantes isolados para cada A € A\,

(b) a familia de conjuntos instaveis locais { W;'(L; x))}ren seja

semicontinua inferiormente em A= \g, para cada j=1,--- ,ne
(c) Axy = Ui WH(Ljxo)-
Entao

dist (Ax, Ay, ) + dist (Axg, Ay) =2 0.
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