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Consideracées Gerais

Consideracoes Gerais

Como explicamos anteriormente, uma questdo fundamental no
estudo do comportamento assintético (atratores) de sistemas
dindmicos é a continuidade relativamente a perturbagdes.

No que se segue enunciamos e provamos resultados que fornecem
condicdes sob as quais semicontinuidade superior e inferior de
atratores pullback e uniformes valem.
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Consideracées Gerais

Fixemos (X, d) e (M, dy) espagos métricos e consideremos o
espaco produto Xp; = X X M com a métrica produto.

Seja © C C(M) seja um semigrupo e seja L um cociclo associado
a ©. Sejam ainda (K,0)x,m) e M C C(Xp), respectivamente, o
sistema dindmico n3o auténomo e o semigrupo skew-product
associados.
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Consideracées Gerais

Seja A =[0,1] e {£)}ren uma familia de subconjuntos fechados
positivamente ©-invariantes de M, e suponha que

M=]zx
AEN
Seja d) a restricdo de dy a X, ©),={O,(t):t=>0}C C(X)) a
restricdo de © a X, e {K(t,0):t >0, c€X}C C(X) o cociclo
associado a ©) (que representaremos por K).

Para cada A €A, seja Xy =X xZ e (Kx,0x)(x,5,) {MA(t):t=0}

C C(X)), respectivamente, o sistema dindmico ndo auténomo e o
semigrupo skew-product associados.
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Consideracées Gerais

Escreveremos My para {[Mx(t): t > 0}. Claremente, I é a
restricao de 1 a X.

Iremos supor que:

I tem um atrator global A em Xjy. (C1)

Utilizaremos dist5; para denotar a semidistancia de Hausdorff em
E, onde E pode ser X, ¥, L), X, ou Xy.

Supondo que a condi¢do (C1), provaremos algumas propriedades
relativas aos atratores globais de 1y e ©),, para cada A € A.
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Consideracées Gerais

Proposicao

Se (C1) vale, My tem um atrator global Ay, NeEN e UA,\ CA.
AEA

Prova: Seja Ky = ANX,, A € A. Para B, C X, limitado, temos

t—o0

dist2" (M(£)By, A) =% 0,
pois By é limitado em Xj; e A é o atrator global de IT em Xy,.

Como K, é compacto, I1, é limitado dissipativo e assintéticamente
compacto em X. Assim, 1y tem um atrator global Ay C K, para
cada A € A. Tomando a unido em X\ € A concluimos a tltima
afirmativa e a prova estd completa.
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Consideracées Gerais

Proposicao
Se (C1) vale entdo, ©) tem atrator global .7\ em ¥, A € A.

Prova: Defina 'y = mx(A) N X, que é compacto em ¥ . Se
J C X é limitado, fixe x € X e faga B = {x} x J. Entdo, B é
limitado em X, e, consequentemente, limitado em X,,. Logo

dist3;(0(t)J, 75 (4)) < dist(N(£)B, A) =% 0,

quando t — co. Agora, distﬁ*(@(t)J, M) == 0 segue como no
resultado anterior e ©) é limitado dissipativo.
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Consideracées Gerais

Considere seqiiéncias t, — 00, e {o,} C X limitada. Fixe x € X
e considere {(x,0,)} C Xy C X, que é uma seqiiéncia limitada em
X. Como 1 é assintéticamente compacto, {[(t,)(x,0n)} tem uma
subseqliéncia convergente em Xy.

Usando a definicdo de 1 e o fato que o, € X para todo n € N,
obtemos

N(tn)(x,0n) = (K(tn, on)x, O(tn)on) = (K(tn, on)x, Oxr(tn)on),
e assim, {O(tp)on} tem uma subseqiiéncia convergente em M.

Como X é fechado e positivamente ©-invariante, o limite desta
subseqiiéncia pertence ¥, provando que ©) é asymptoticamente
compacto e completando a demonstracdo.
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Consideracées Gerais

Com esta proposicdo em mente, obtemos a familia {.#)} ca de
atratores globais para {©)} ca. Iremos supor que

a familia {#)} en é continua em cada A € A. (C2)
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Proposi¢do (3)

Se (C1) e (C2) valem, entdo:

(i) Dado Mg €N, {G,\},\EA,U)\EZ)\,)\E/\ e UAAi)OO')\O, temos
dXM(n)\(t)(X, J)\), n,\o(t)(X, U,\O)) — 0 quando A\ — A,

uniformemente, para (t,x) em compactos de Rt x X;

(ii) Dadas seqiiéncias {\n} C A com A\, — Ao, tn — 00 €
{(Xn,on)} limitada em Xpy com o, € .#),, para cada n € N
entdo, {My,(tn)(xn,0n)} tem uma subseqiiéncia convergente
para (z,w) com w € Sy,

(iii) Existe By C Xy limitado tal que o conjunto By = By N X,
My-atrai limitados de X para cada ) € [0, 1].
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Consideracées Gerais

Prova:
Para provar (i), primeiro recorde que Iy é a restricdo de N a X,
assim

dXM(n)‘(t)(X’ 0—)\)7 rl)\o(t)(xv U)\o))
= d(K(t, 00)x, K(t,0x,)%) + ds(O(t)ax, O(t)as,) =2 0,

uniformemente, para (t, x) em compactos de R™ x X, pois

/\—>)\0
O\ — O)p-
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Consideracées Gerais

Agora provamos (ii). A seqiiéncia {My(t,)(xn,0n)} tem uma
subseqiiéncia convergente para um ponto (z,w) € Xy, pois 1 é
assintoticamente compacto em Xy.

Mas M(t)(xn, 0n)=(K(t,00)xn,©(t)on) €, para esta subseqiiéncia
convergente, O(t,)o, — w.

Como o, € .7, e S, é O-invariante, temos que O(t)o, € .7,
para cada n € N.

Usando (C2), obtemos w € .#3,. Portanto, (z,w) € X, o que
prova (ii).

Para (iii), tome By = A, e a prova estd completa.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product
Semicontinuidade Superior Upper semicontinuity de uniform attractors

Semicontinuidade superior de atratores skew-product

Procedendo como antes, e utilizando a Proposicdo 3, obtemos:

Teorema (2)

Suponha (C1) e (C2) e seja Ay o atrator global de Ty em X para
cada X\ € N, com UycpAy C A. Se
Ao €A, { A} € uma seqiiéncia em N, A\ — Ao,

{sk} € uma seqiiéncia em R e,

dado k € N, (vk,nk) € uma solugdo global de Ty, em Ay,
entao,

existe uma subseqiiéncia {(vk;,nk;) }jen de {(vk,mk)}ken tal

que {(vk;(-+sk ), Mk (-+5k))} converge uniformemente em

limitados de R para uma solucdo global (v,n) de Ty, em A,.

Em particular, { Ay} en € semicontinua superiormente em \g.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product

Semicontinuidade Superior Upper semicontinuity de uniform attractors

Prova: Defina, para cada k € N, uma solugdo global limitada de
My, em X, por, ¥x(t) = (v(t + sk), nk(t +sk)) e t € R,

Como {x(0)} C A, podemos extrair uma subseqiiéncia {ng x} de
N tal que ¥y, (0) = (x,0) € A.

Usando que n,(t + sx) € %, para todo k, de (C2) obtemos
0 € Sy, e assim (x,0) € Ay,.

Defina 1(t) = My, (t)(x, o) para todo t > 0. Entdo
w”o,k( ) Ano,(( )wno k( ) - rl)\o(t)(xv U) = I/J(t%

uniformemente para t em limitados de RT™. Por inducdo, como
fizemos anteriormente, o resultado segue.;
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product

Semicontinuidade Superior Upper semicontinuity de uniform attractors

Agora traduzimos estas as condi¢des (C1) e (C2) para os cociclos
e o semigrupos dirigentes, para que possamos aplicar os resultados
obtidos a equacdes diferenciais.

Setiver atrator global, M serd limitado dissipativo e assintéticamente
compacto. Logo, osemigrupo dirigente © terd atrator global . em M.

IT limitado dissipativo, traduz-se na nocao de coletivamente

limitado dissipativo, para a familia de cociclos {/Cy}aen € para a
familia de semigrupos dirigentes {©)}xen. Veja definicdo a seguir.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product

Semicontinuidade Superior Upper semicontinuity de uniform attractors

Definicao

A familia de cociclos{ICy}xen, com semigrupos dirigentes{©y} xen,
sera coletivamente limitada dissipativa se satisfaz:

(a) para algum By C X limitado, dado um limitado qualquer B C X
e familia Sy C X, X € A, com Uxcp Sy limitado em M, temos

lim sup sup disty(K(t,0)B, Bo) = 0;
tA)OO)\er.AGSX

(b) existe um limitado =C M tal que, se =y = =N Xy e S\ C L,
para cada A € \, com UycpSy limitado em M ent3o,

lim sup distIZ{A(@)\(t)S)\,E)\) =0.
t—00 AEA
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product

Semicontinuidade Superior Upper semicontinuity de uniform attractors

[Tassintéticamente compacto é traduzida na nocdo de compacidade
assintdtica coletiva para a familia de cociclos {ICy}aen € para a
familia de semigrupos dirigentes {©)}xen, que definimos a seguir.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product

Semicontinuidade Superior Upper semicontinuity de uniform attractors

Definicao

A familia de cociclos {K}xen, com os semigrupos dirigentes
associados {©)},en, serd coletivamente assintoticamente

compacta se satisfizer:

(a) dadas seqiiéncias {t,} em Rt com t,"—% 00, {x,} limitada

em X e {o,} limitada em M, com o, € ¥, entdo,
{K(tn,0n)xn} tem uma subseqiiéncia convergente em X;

(b) dadas seqiiéncias t,— oo e {o,} limitada em M,com o,€ Xy,
entdo, {©,,(tn)on} tem subseqiiéncia convergente.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product
Semicontinuidade Superior Upper semicontinuity de uniform attractors

Observacao

Se {Kx}aen € {©x}ren for coletivamente limitado dissipativo e
coletivamente assintoticamente compacto entdo, (C1) vale.

Estas serdo as condigOes sob as quais estudaremos a continuidade
de atratores skew-product, uniformes e pullback.

O Teorema 1 pode agora ser enunciado com as condi¢des sobre as
familias de cociclos e semigrupos dirigentes associados, em lugar
de condig¢des sobre os semigrupos skew-product.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product

Semicontinuidade Superior Upper semicontinuity de uniform attractors

Como vimos, o atrator uniforme Ay = 7wx(A)) é a projecdo na
primeira coordenada do atrator global Ay do semigrupo
skew-product Iy em X,. Segue diretamente que:

Teorema

Suponha que a familia de cociclos {K)}xen, com a familia de
semigrupos dirigentes associados {©)} ca, seja coletivamente
limitado dissipativa e coletivamente assintoticamente compacta.

Ent3o, para cada A\ € N\, o sistema dindmico ndo auténomo
(Kx,©),) tem um atrator uniforme Ay em X.

Além disso, U Ay € relativamente compacto em X e {Ax}aen €

AEA
semicontinua superiormente em A\ = \g, para cada Ay € A.
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