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Considere o problema

(1)

u(s) = up € R",

{u:f(t,u), t>s

onde f:RTx R"—R" ¢ tal que, para cada B C R" limitado, existe
uma constante L¢(B) > 0 e uma fungdo continua e crescente
WfB: RT—RT, Wf’B(O): 0, tal que

1 (1, 1) = (b2, )| < wrs(Its — t2f) + L(B) [ — w2, (2)
para ti,tp € R e ug,ur € B e existem M > 0 e § > 0 tais que
(f(t,u),u) < —6 fort e RT e u € R" with |Jul| > M, (3)
onde (-,-) denota o produto escalar em R".

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Seja C(RT x R",R™) com a métrica p da convergéncia uniforme
nas partes compactas e

S(F)={f(s+-,-): s e R},

a envoltoéria positiva de f, e defina o operador translagcao,
O(t) : X(f) — X(f) por

O(t)o(:,)=o(t+-), t=0.

E facil ver que © = {O(t): t € RT} define um semigrupo em
Y (f), que denotaremos simplesmente por ©, e chamamos de
semigrupo dirigente.

Ainda, segue do Teorema de Arzela-Ascoli que X (f) é compacto e
© tem um atrator global . em X(f).
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Para cada o € X(f), seja RT x R" > (¢t, up) — K(t,0)up € R"
onde, para cada ug € R”, a funcdo R 3 t — K(t,0)ug € R" é a
solugdo de

(4)

u=o(t,u), t>0,
u(0) = up € R™.

Note que, as condi¢cdes impostas sobre f, asseguram que, as
solugdes de (4) estdo definidas em [0, o).
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Além disso, a funcdo RT x X(f) > (t,0) — K(t,0) € C(R")
satisfaz

(i) £(0,0)x = x para todo x € R" e 0 € ¥(f);
(i) K(t+s,0)=K(t,0(s)0)K(s,0) paratodot >seo € X(f);
(i) R x (f) x R" 5 (t,0,x) — K(t,0)x € R" é continua.
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Agora podemos falar de processos de evolugdo e atratores pullback.

Se n:R— X (f) for uma solugdo global para o semigrupo ©, entéo
a familia S, = {S,(t,s): t > s} C C(R") definida por

Sy(t,s) =K(t —s,n(s)) fort>s,
define um processo de evolucido.

Mostre que, sob as condi¢bes impostas para f, S, tem um atrator
pullback {A,(t)}¢tcr.
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Juntamente, K e © determinam o problema n&o auténomo (1), e o
par (K, ©)wn 5 (r)) serd chamado de sistema dindmico ndo
auténomo em (R", %(f)).

A um sistema dindmico n3o auténomo, podemos associar um
semigrupo N = {M(t): t > 0} em X =R" x X(f), com a métrica
dx((x1,01), (x2,02)) = |[|[x1 — x2|| + p(o1, 02), fazendo

N(t)(x,o0) = (K(t,0)x,0(t)o), parat >0e (x,0) € X.

As propriedades de © e K asseguram [1 satisfaca todas as
propriedades de semigrupos.

I é chamado semigrupo skew-product associado a (IC, e)(Rmz(f)).
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O conjunto {(x,0) € X: ||x|| < M,0 € .} é compacto em X e
atrai limitados de X. Segue que I1 tem um atrator global A em X.

Veremos mais tarde que

A= A(t) x ()} (5)
n teR
onde a unido é sobre todas as solugcdes globais 1 de © em .%.

O conjunto assintético de estados, quando t — oo, das solucdes de
(1) é A= mgn(A) e é chamado de atrator uniforme para (1).

Se apenas olharmos para o atrator uniforme, perdemos a
perspectiva do que de fato é o comportamento assintético de (1).
Para entender a dindmica assintética vamos precisar estudar cada
um dos atratores pullback associados a cada uma das solugdes
globais de ©.
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Se €., £:R— . for uma solugdo global de © por £(0)=0, a
ela corresponde a uma extensdo natural (dada pela evolugdo de (1))
de o para tempos negativos.

Considere a extensdo o(s + t,x) = £(s)(t, x), paratodo t >0 e
seR.

E claro que, se s > 0,

£(s)(t,x) = (©(s)£(0))(¢, x) = (O(s)o)(t, x) = o(t+s,x), t=>0.

E importante notar que, em geral, ® n3o é injetivo em .¥. Exibimos
um exemplo para sedimentar esta questdo de uma vez por todas.
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Considere a fungdo f(t,x)=a(t)g(x), t=0 e xcR", onde geC
satisfaz (2) e(3), e a: RT— [1,2] é globalmente Lipschitz, a(t)=1
se te((2n)?, (2n+1)?), a(t)=2 se te((2n+1)?+1, (2n+2)?-1),
n € N, e é linear caso contrdrio.

E claro que f € C e também satisfaz (2) e (3). Para esta f, a
fungdo o(t,x) = 2g(x), para t > 0, estd em .7 e existem muitas
solu¢des globais 17: R— .7 de © tais que n(0) = 0.
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De fato, }(-)=O(-+ t})f: [}, 00) » (), th= Gl Cni2)?
{nk}, passando para uma subsegiiéncia, para to 7;(t) = 2g para
todo t € R, enquanto que n2(-) = O(- + t2)f: [—t2,00) — X(f),
com t2 = (2n+ 1)2 + 1, passando para uma subseqiiéncia,
converge para 1p(t) =2g para t > 0 e n(t) = g para t < —1.

Claramente 77;(0) = 72(0) = 2g, e a n3o unicidade est4 provada. E
possivel repetir este argumento e construir, para o mesmo exemplo,
um numero infinito de solucdes globais de © por o0 = 2g € ..
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No que se segue, apresentamos definicdes precisas desses objetos,
em um contexto mais geral, e damos condicdes que assegurem a
sua existéncia em cada caso.

Além disso, estudamos a relacdo entre atratores pullback e
uniforme, que nos leva a uma descricdo detalhada do atrator
uniforme e fornece uma melhor compreensao da suas estruturas
dindmicas.

Isto nos permitird estudar a semicontinuidade inferior, bem como
de estabilidade estrutural topoldgica e geométrica, para atratores
uniformes, pelo menos para o caso de perturbacdes ndo auténomas
de semigrupos.

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Atratores pullback, uniforme e skew-product

Definigdo (Cociclo)

Sejam (X, dx), (X, ds) espacos métricos, © ={O(t):t>0} C C(X)
um semigrupo (chamado semigrupo dirigente) e um cociclo
associado a ©, isto é, K = {K(t,0): t > 0,0 € £} C C(X), que
satisfaz:

(i) K(0,0)x = x, para todox € X ec € ¥;

(i) K(t+s,0)=K(t,0(s)o)K(s,0), paratodot,s >0eoc € X;
(i) RT x £ x X 2 (t,0,x) — K(t,0)x € X continua.

V
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

A propriedade (ii) é chamada de propriedade de cociclo.
Defina em X = X x X, com a métrica produto o semigrupo
skew-product N = {MN(t): t > 0} C C(X) por

N(t)(x,0) = (K(t,0)x,0(t)o) parat>=0e (x,0)ecX.
Usando as propriedades do semigrupo © e do cociclo K temos

N(t+s)(x,0)=(K(t+s,0)x,O(t+s)o)
(K(t,©(s)o)K(s,0)x,0(t)O(s)o)=N(t)N(s)(x, o),

e como as outras propriedades que definem um semigrupo estio
claramente satisfeitas, [1 é de fato um semigrupo em X.
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

Quando X for um conjunto unitdrio, digamos ¥~ = {op}, teremos
©(t)og = 09, t = 0, e definindo

T(t)x = K(t,00)x, paratodot >0e x € X, (6)
o semigrupo skew-product passa a ser 1(t)(x, 0¢) =(T(t)x, 0p),

t>0e7T ={T(t): t >0} define um semigrupo em X. Este é o
caso quando consideramos uma equacao diferencial auténoma.
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

Vamos agora obter condicGes que assegurem a existéncia de
atrator para o semigrupo skew-product 1 em X.

Recorde que, um semigrupo tera atrator global se, e somente se,
for asintoticamente compacto e limitado dissipativo.

Defina mx : X — X como a projecdo usual na primeira coordenada,
isto é, mx(x,0) = x para cada (x,0) € X. Portanto obtemos

mx (N(t)(x,0)) = K(t,0)x, paratodot >0e (x,0) € X, (7)

e definindo 7y : X — ¥ como a projec¢do usual na segunda
coordenada, isto é, my(x,0) = o para cada (x, o) € X, obtemos

75 (N(t)(x,0)) = O(t)o, paratodo t >0e (x,0) €X.  (8)
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

Note que, I1 sera limitado dissipativo se, e somente se, existem
subconjuntos limitados By em X e Sp em X tais que, para
subconjuntos limitados B C X e S C ¥ existe tg = to(B,S) > 0
tal que MN(t)(B x S) C By x So, para todo t > to.

Logo, I serd limitado dissipativo se, e somente se, dado SCX
limitado, existe to=1tp(S) > 0 tal que ©(t)S C Sp, para todo

t > tg, e também que, dados BC X e SC X limitados, existe
to=1to(B,S) >0 tal que K(t,0)BC By, paratodot >tyeo € S.
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

Se I1 for limitado dissipativo, a compacidade assintética sera
equivalente a, dadas {t,} em R, t, — oo, {(xn, o)} limitada em
X, {M(ty)(xn,on)} tem subseqiiéncia convergente em X. Isto é
equivalente a, dadas {t,} em R, t, — oo, {x,} e {o,} limitadas
em X e X, respectivamente, temos

{O(tn)on} tem uma subseqiiéncia convergente em ¥ e

{K(tn,on)xn} tem uma subseqiiéncia convergente em X.

Sumarizamos estas observacdes no teorema a seguir.
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

Sejam (X, dx), (X, ds) espagos métricos, © um semigrupo em X e
IC um cociclo em X, associado a ©.

Considere o espagco X = X x ¥, com a métrica produto, e 1 o
semigrupo skew-product definido por (K,©) em X.

Teorema (1)

T tem um atrator global A em X se, e somente se,

(i) © tem um atrator global . em ¥;

(i) K é limitado dissipativo, isto €, existe By C X limitado tal
que, dados B C X e S C ¥ limitados, existe ty = to(B,S) > 0
tal que K(t,0)B C By, paratodot >ty eo € S;

(i) K € assintoticamente compacto, isto € dada {t,} em
RT, t, =3 00, {xa} em X e {on} em ¥ limitadas ent3o,
{K(tn,0n)xn} tem uma subseqiiéncia convergente em X.

= = = = =
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

Agora retornamos ao exemplo (1), é facil ver que qualquer fun¢do
em X(f) satisfaz (2) e (3). Agora, se 0 € X(f) e yp € R", a
solucdo K(-,0)up de (4) deve satisfazer

d

EHIC(t, o)ug|® = 2(K(t, o) ug, o(t, K(t,0)up)) < —26
e, consequentemente, integrando ambos os lados de 0 a t, temos
1K (t, o) uol|? < ||uol|?>—20t, para t >0 tal que ||KC(t, o) uol| > M.
Disto, soluges de (4) existem para todo t > 0 e, se By = B (0),
dado B de R” limitado,

sup distu(K(t,0)B,Bm) — 0, ast— oo.
ceX(f)

Como © tem um atrator global em ¥ = ¥(f), as condi¢des do
Teorema 1 estdo satisfeitas.
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

O resultado a seguir é uma conseqiiéncia imediata dos resultados
que apresentamos para atratores pullback.

Corolario (1)

Seja X um espaco métrico e S um processo de evolucdo em X.

Suponha que existe um subconjunto compacto K de X tal que K
atrai pullback limitados de X no instante t, para cada t € R.

Entdo, S tem um atrator pullback {A(t) = w(K, t)}ier €
U¢er A(t) € um subconjunto compacto de X.

.
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

Segue diretamente do Teorema 1 e do Coroldrio 1 que:

Corolario

Sejam (X, dx), (¥, dx) espacos métricos, X=X x ¥ com a métrica
produto, um semigrupo © em ¥ e um cociclo associado K em X.

Se o semigrupo skew-product T, associado a (IC,©), tem um
atrator global A em X entdo, para cada solugcdo global limitada
n:R—X de ©, 0 processo S, ={S,(t,s)=K(t—s,n(s)):t=>s}
tem atrator pullback {A;(t)}tcr € UrcrAy(t) C mx(A).

Agora podemos caracterizar o atrator global do semigrupo
skew-product em termos de atratores pullback de processos
associados a soluc¢des globais limitadas do semigrupo dirigente.
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

Teorema

Sejam (X, dx), (X, ds) espacos métricos e considere X = X x ¥
com a métrica produto. Considere ainda um semigrupo © em ¥ e
um cociclo IC associado a © em X.

Se o semigrupo skew-product associado 1 tiver um atrator global
A em X entdo, o semigrupo dirigente © tera um atrator global .
emX e sen: R — . for uma solugdo global limitada de © ent3o,
o processo S, ={5,(t,s): t > s}, 5,(t,s)=K(t—s,n(s)), t=s,
tera atrator pullback {A,(t)}ter, Ay(t)={xeX:(x,n(t))€A},
teR. Além disso,

A=A x {n(0)},

n teR

onde a primeira unido é para toda solu¢do global limitada n de ©. |
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

Prova: Note que uma solucdo global limitada de I1 é uma funcdo
continua (x(-),n(-)): R — A que satisfaz, paratodot > 0es € R,

(x(t+s),n(t+s)) = N(t)(x(s),1(s)) = (K(,n(s))x(s), O(£)n(s)),
Portanto, x(t 4 s) = K(t,n(s))x(s) = S,(t + s,5)x(s) e
O(t)n(s) =n(t+s), paratodot >0es eR.

Segue que x: R — X é a solugdo global limitada for S, e  é uma
solucdo global limitada para ©.

Logo, qualquer ponto de A é da forma (x(t),n(t)), comx(t) € A,(t)
en: R — X é solugdo global limitada de © e assim

AcJJ A x {n(1)},
n teR

onde a primeira unido é para toda solugdo global limitada 1 de ©.
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

Por outro lado, Se n7: R — . é uma solugdo global limitada for ©
e xo € Ay(to), existe solugdo global x: R — X de S, tal que
x(to) = xo e x(t) € Ay(t) para todo t € R.

Como [J;cr Ay(t) é limitado, x: R — X é uma solucdo global
limitada de S,;, e consequentemente (x(-),n(-)): R - X éa
solugdo global limitada de 1, mostrando que (x(t),n(t)) € A, para
todo t € R. Em particular, (xo,7(tp)) € A e

U U Aq(t) x {n(t)} C A,

n teR

onde a primeira unido é para toda solucdo global limitada n de ©,
o que completa a prova.
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Atratores pullback, uniforme e skew-product

Um objeto importante que aparece em Teorema 2 é mx(A), que
tem a propriedade K-atracdo de limitados de X, uniformemente
em limitados de ¥.. Este objeto é, no nosso contexto, o que é
conhecido na literatura como atrator uniforme para o cociclo IC,
que explicamos a seguir.
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Atratores Uniformes

Atratores Uniformes

Definicao

Sejam (X, dx), (X, ds) espacos métricos e X = X X ¥ com a
meétrica produto. considere ©® um semigrupo em ¥ e KC um cociclo
associadoa ©. O atrator uniforme para o cociclo I € o fechado
minimal A em X tal que, dados B C X e C X limitados,

lim supdistp(K(t,0)B,.A) =0,

t=0 el
onde minimal significa que, se C C X for fechado e

lim supdistg(K(t,0)B,C) =0,

t=00 ;e[

para cada B C X el C X limitados entdo, A C C.

v
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Atratores Uniformes

De um Teorema anterior o seguinte resultado vale:

Teorema

Sejam (X, dx), (X, ds) espacos métricos e X = X X ¥ com a
métrica produto. considere © um semigrupo em ¥~ e K um cociclo
em X, associado a ©. Se © tem um atrator global . em ¥ e K é
limitado dissipativo e assintéticamente compacto entdo, o cociclo
IC tem um atrator uniforme compacto A, e se A é o atrator global
do semigrupo skew-product I entdo, A = nx(A). Além disso,

A= UAn(0)7
n

onde a unido € para toda solucdo global limitada n de ©.
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Atratores Uniformes

Este resultado é uma aplicacdo imediata de um teorema anterior.

7

Simplesmente note que, se 7 é a solucdo global limitada de ©

entdo, n,(-) = n(- + r) também ¢, para cada r € R, e podemos
concluir que A, (0) = A, (r).

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Consideracdes Gerais

Consideracoes Gerais

Como explicamos anteriormente, uma questdo fundamental no
estudo do comportamento assintético (atratores) de sistemas
dindmicos é a continuidade relativamente a perturbacgdes.

No que se segue enunciamos e provamos resultados que fornecem
condicBes sob as quais semicontinuidade superior e inferior de
atratores pullback e uniformes valem.
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Consideracdes Gerais

Fixemos (X, d) e (M, dp) will espacos métricos e considremos o
espaco produto Xy, = X x M com a métrica produto.

Suponha que © C C(M) seja um semigrupo, K seja um cociclo
associado a ©. Sejam ainda (K,0)x,m) e M C C(Xu),
respectivamente, o sistema dindmico n3o auténomo e o semigrupo
skew-product associados.

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Consideracdes Gerais

Seja A =[0,1] e {X}ren uma familia de subconjuntos fechados
positivamente ©-invariantes de M, e suponha que

M = U Y.
AEA
Seja dy a restricdo de dy a £, ©),={O,(t):t=0}C C(X)) a
restricdo de © a X, e {K(t,0):t >0, 0¥} C C(X) o cociclo
relativo a ©, (que representaremos por Ky ).

Para cada A€, seja Xy =X xZ e (K),0))(x,z,), {MA(t):t=>0}

C C(X)), respectivamente, o sistema dindmico ndo auténomo e o
semigrupo skew-product associados.
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Consideracdes Gerais

Escreveremos Iy para {[x(t): t > 0}. Claremente, I é a
restricdo de [1 a X,.

Iremos supor que:

I tem um atrator global A em Xy. (C1)
Utilizaremos distf; para denotar a semidistancia de Hausdorff em
E, onde E pode ser X, ¥, ), X, ou Xp.

Supondo que a condi¢do (C1), provaremos algumas propriedades
relativas aos atratores globais de 1y e ©),, para cada A € A.
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Consideracdes Gerais

Proposicao

Se (C1) vale, My tem um atrator global Ay, A€M e UAACA-
AeA

Prova: Seja Ky = ANX,, A € A. Para B, C X, limitado, temos
dist2" (N(£)By, A) =50,
pois By é limitado em Xy, e A é o atrator global de T em Xj,.

Como K, é compacto, I, é limitado dissipativo e assintéticamente
compacto em X. Assim, 1) tem um atrator global Ay C K, para
cada A € A. Tomando a unido em A € A concluimos a ultima
afirmativa e a prova estd completa.
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Consideracdes Gerais

Proposicao

Se (C1) vale entdo, ©) tem atrator global %\ em X, \ € A.

Prova: Defina 'y = 7 (A) N Xy, que é compacto em X,. Se
J C X é limitado, fixe x € X e faga B = {x} x J. Entdo, B é
limitado em X, e, consequentemente, limitado em X,,. Logo

disti;(©(t)J, x(A)) < dist;i (N(1)B, A) = 0,

quando t — oo. Agora, distﬁA(@(t)J, M) =% 0 segue como no
resultado anterior e ©) é limitado dissipativo.
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Consideracdes Gerais

Considere seqliéncias t, — oo, e {o,} C X, limitada. Fixe x € X
e considere {(x,0p)} C X C X, que é uma seqiiéncia limitada em
X. Como 1 é assintéticamente compacto, {M(t,)(x,0,)} tem uma
subseqiiéncia convergente em Xy.

Usando a definicdo de I e o fato que o, € ¥ para todo n € N,
obtemos

N(ty)(x,0n) = (K(tn, on)x, O(tn)on) = (K(tn, on)x, ©Ox(tn)on),
e assim, {O(t,)on} tem uma subseqiiéncia convergente em M.
Como X é fechado e positivamente ©-invariante, o limite desta

subsequiéncia pertence X, provando que ©) é asymptoticamente
compacto e completando a demonstracao.
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Consideracdes Gerais

Com esta proposicdo em mente, obtemos a familia {.%) } en de
atratores globais para {©)}ca, € we iremos supor que:

a familia {3} en € continua em cada A € A. (C2)
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Consideracdes Gerais

Proposi¢ao (3)

Se (C1) e (C2) valem, entdo:

. A=\
(i) DadoXo €N, {or}ren, oNEXN, AEN, and o)y, i>°a>\0, temos

dx,, (Mx(t)(x,01), My, (t)(x,0%,)) = 0  quando X — Ao,

uniformemente, para (t,x) em compactos de R* x X;

(ii) Dadas seqiiéncias {\,} C N com A\, = Ao, t, = 00 €
{(xn,on)} limitada em Xp; com o, € .#),, para cada n € N
entdo, {My, (tn)(xn,0n)} tem uma subseqiiéncia convergente
para (z,w) com w € Sy,;

(iii) Existe By C Xy limitado tal que o conjunto By = By N X,
My-atrai limitados de X para cada )\ € [0,1].

v
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Consideracdes Gerais

Prova:
Para provar (i), primeiro recorde que Iy é a restri¢do de 1 a X,
assim
dXM(n)\(t)(X’ U)\)? rb\o(t)(xv U)\o))
)\*)/\0

= d(lC(t, O',\)X,IC(t,O')\O)X) + dz(@(t)a)\,@(t)a)\o) — 0,

uniformemente, para (t, x) em compactos de R™ x X, pois

/\4))\0
O\ — O)g-
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Consideracdes Gerais

Agora provamos (ii). A sequéncia {My(t,)(xn,0n)} tem uma
subseqliéncia convergente para um ponto (z,w) € Xy, pois 1 é é
assintoticamente compacto em Xy.

Mas M(t)(xn, 0n)=(K(t,00)xn,©(t)on) €, para a subseqiiéncia
convergente, O(t,)o, — w.

Como 0, € .7, e 7, € O-invariante, temos que O(t)o, € .7,
para cada n € N.

Usando (C2), obtemos w € .#),. Portanto, (z,w) € X,,, o que
prova (ii).

Para (iii), tome By = A, e a prova estd completa.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product
Upper semicontinuity de uniform attractors

Semicontinuidade Superior

Semicontinuidade superior de atratores skew-product

Procedendo como antes, e utilizando a Proposi¢cdo 3, obtemos:

Teorema (2)

Suponha (C1) e (C2) e seja Ay o atrator global de Ty em X para

cada X\ € \, com UycpAy) C A. Se
Ao € N, {\} € uma seqiiéncia em N\, A\ — Ao,

{sk} € uma seqiiéncia em R e,

dado k € N, (vk,nk) € uma solugdo global de Ty, em Ay,
entao,

existe uma subseqiiéncia {(vk;,nk;) }jen de {(vk,nk)}ken tal

que {(vk; (- +5k), Mk (-+5k;))} converge uniformemente em

limitados de R para uma solucdo global (v,n) de Iy, em A,.

Em particular, {A)}en € semicontinua superiormente em \g.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product

Upper semicontinuity de uniform attractors

Semicontinuidade Superior

Prova: Defina, para cada k € N, uma solucdo global limitada de
My, em X, por, ¥ (t) = (vi(t + s), nk(t +s¢)) et € R,

Como {9x(0)} C A, podemos extrair uma subseqiiéncia {ng s} de
N tal que 9py,(0) — (x,0) € A,

Usando que n,(t + sk) € %, , para todo k, de (C2) obtemos
o € Sy, eassim (x,0) € Ay,.

Defina 9(t) = My, (t)(x, o) para todo t > 0. Entdo
w"o,k( ) = >\n0k( )Qpno (0) = M ()(x, o) = (1),

uniformemente para t em limitados de R™. Por inducdo, como
fizemos anteriormente, o resultado segue.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product

Upper semicontinuity de uniform attractors
Semicontinuidade Superior

Agora traduzimos estas as condi¢des (C1) e (C2) para os cociclos

e 0 semigrupos dirigentes, para que possamos aplicar os resultados
obtidos a equacdes diferenciais.

Setiver atrator global, sera limitado dissipativo e assintéticamente
compacto. Logo, osemigrupo dirigente © terd atrator global . em M.

[T limitado dissipativo, traduz-se na no¢ao de coletivamente
limitado dissipativo, para a familia de cociclos {IC)}xen € para a
familia de semigrupos dirigentes {© )} en. Veja definicdo a seguir.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product
Upper semicontinuity de uniform attractors
Semicontinuidade Superior

Definicao

A familia de cociclos{ICx}xen, com semigrupos dirigentes{©y}xen,
serd coletivamente limitada dissipativa se satisfaz:

(a) para algum By C X limitado, dado um limitado qualquer BC X
e familia Sy C X, A € A, com Uxcp Sy limitado em M, temos

lim sup sup distgt(K(t,02)B, By) = 0;
t—o0 )\6[0,1] oNESH

(b) existe um limitado =C M tal que, se =y = =N Xy e S\ C X,
para cada A € \, com UycpSy limitado em M ent3o,

lim sup distIZ{A(@)\(t)SA,EA) =0.
t—00 AEA
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product
Upper semicontinuity de uniform attractors

Semicontinuidade Superior

[Tassintéticamente compacto é traduzida na no¢do de compacidade
assintdtica coletiva para a familia de cociclos {KCy}en € para a
familia de semigrupos dirigentes {©)}ecn, que definimos a seguir.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product
Upper semicontinuity de uniform attractors
Semicontinuidade Superior

inicao

A familia de cociclos {K}xen, com os semigrupos dirigentes

associados {©) }en, serd coletivamente assintoticamente

compacta se satisfizer:

(a) dadas seqiiéncias {t,} em R com t, == oo, {x,} limitada em
X e {on} limitada em M, com o, € ¥, entdo, {K(tn, 0n)xn}
tem uma subseqliéncia convergente em X;

(b) dadas seqiiéncias t,— oo e {o,} limitada em M,com o,€X),
entdo, {©,,(tn)on} tem subseqiiéncia convergente.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product
Upper semicontinuity de uniform attractors
Semicontinuidade Superior

Observacao

Se {KCx}xen € {Ox}aen for coletivamente limitado dissipativo e
coletivamente assintoticamente compacto ent3o, (C1) vale.

Estas serdo as condi¢Ges sob as quais estudaremos a continuidade
de atratores skew-product, uniformes e pullback.

O Teorema 4 pode agora ser enunciado com as condi¢Bes sobre as
familias de cociclos e semigrupos dirigentes associados, em lugar
de condigdes sobre os semigrupos skew-product.
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Semicontinuidade superior de atratores skew-product

Upper semicontinuity de uniform attractors

Semicontinuidade Superior

Como vimos, o atrator uniforme Ay = 7wx(A)) é a projecdo na
primeira coordenada do atrator global Ay do semigrupo
skew-product Iy em X,. Segue diretamente que:

Teorema

Suponha que a familia de cociclos {KCy}xen, com a familia de
semigrupos dirigentes associados {©)} cn, seja coletivamente
limitado dissipativa e coletivamente assintoticamente compacta.

Entdo, para cada A € N\, o sistema dindmico ndo auténomo
(Kx,©)) tem um atrator uniforme Ay em X.

Além disso, U Ay € relativamente compacto em X e {Ax}xen €

AEA
semicontinua superiormente em A = Ay, para cada Ao € A.
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