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Sistemas dinamicos ndo-auténomos e seus atratores

Para motivar os nossos estudos, vamos considerar uma equacao
diferencial ordinaria simples em R".

SejaJ=R" ouRe f:JxR"— R" uma familia de campos
vetoriais (um para cada t € J).

Suponha que f seja tal que o problema

u=f(t,u), t>s 1)
u(s) = up € R",

tenha uma dnica solugdo u(-,s, up), para cada s € J e up € R".

Suponha ainda que u(-, s, up) de (1) esteja definida em [s, 00), para

cadaseJeu €R" eque P xR" > (t,s,up) — u(t,s,up) € R”

seja continua, onde P = {(t,s) € J?: t > s}.
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Para cada t, f(t,-) é o campo vetorial que dirige a solugdo no
instante t. Logo, o traco descrito pela solu¢do em R" entre s e
s+ 7 dependerd dos campos vetoriais f(t,), t € [s,s + 7], e desta
forma, dependera do tempo incial s e do tempo decorrido 7.

Quando f(t,-) = f(-) for independente de ¢, isto é, quando (1) for
auténoma, o trago descrito pela solucdo em R” dependerd apenas
do tempo decorrido 7 e n3o do instante inicial s.

Para J=R podemos definir S(t,s)up=u(t,s, up) para cada

(t,s) € P e afamilia S = {S(t,s): (t,s) € P} € C(R") é um
processo de evolucdo em R".
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Recorde que uma solucio global limitada de S é uma funcao

&: R — R" tal que S(t,s)&(s) = &(t), para cada t > 5, com &(R)
limitado em R", e neste caso, assumindo que {5(t,s) : (t,s) € P}
tem um atrator pullback limitado {A(t)}:er, podemos
caracteriza-lo por

A(t) = {&(t): € é uma solugdo global limitada}.
Também temos a caracterizacdo

A(t) = {WH“(&)(t): £ é solugdo global limitada backwards-separada}.
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Observe que, a teoria de atratores pullback requer que o campos
campos vetoriais estejam definidos para todos os instantes de
tempo (isto é, J = R).

Em muitos modelos a histéria passada simplesmente n3o estd
disponivel e os campos vetoriais somente s3o conhecidos apds um
tempo dado, por exemplo J = RT.

Se artificialmente definimos os campos vetoriais para tempos
negativos, os atratores pullback dependerao fortemente de tal
extensdo, jad que a maior parte da assintética pullback serd dirigida
por estes campos vetoriais artificialmente introduzidos.
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Observe que, a teoria de atratores pullback requer que o campos
campos vetoriais estejam definidos para todos os instantes de
tempo (isto é, J = R).

Em muitos modelos a histéria passada simplesmente n3o estd
disponivel e os campos vetoriais somente s3o conhecidos apds um
tempo dado, por exemplo J = RT.

Se artificialmente definimos os campos vetoriais para tempos
negativos, os atratores pullback dependerao fortemente de tal
extensdo, jad que a maior parte da assintética pullback serd dirigida
por estes campos vetoriais artificialmente introduzidos.

Mesmo no caso auténomo.
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O ponto central aqui é entender que, para equagdes diferenciais
ndo-autdbnomas, existem infinitos campos vetoriais (um para cada
instante de tempo) dirigindo a evolugdo enquanto que, no caso
autdonomo existe apenas um.

Desta forma, a evolugdo dos campos vetoriais (chamados ‘driving’)
deve também ser levada em consideragio.

Uma vez que compreendemos este fato, fica claro quio rica e dificil
o estudo da dindmica de problemas nido-auténomos realmente é.
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No que se segue, apresentamos um método geral que proporciona
uma maneira de estudar uma equacio diferencial ndo-autébnoma e
explicamos algumas caracteristicas importantes das equagdes
auténomas que sio frequentemente negligenciadas.

O método consiste em considerar a familia de n3o-linearidades
como um fluxo base conduzido pelo operador translagdo atuando
no fecho de {f(t+-,-): t € R} onde f(-,-) é a funcdo que ocorre
na equacao original.
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Para assegurar a compreensdo do método, vamos continuar a falar
sobre o problema (1), e deixar o contexto mais geral e abstrato
para as préoximas aulas.

Seja C o conjunto das funcdes continuas f:R*Tx R” —R" tais que,
para cada B C R” limitado, exista uma constante L¢(B) > 0 e uma
funcdo continua e crescente wr g: R™—R™, wr g(0)= 0, tal que

[£(t1, x1) — f(t2, x2)[| < wr g(|t1 — t2]) + Le(B)[x1 — x|, (2)

para t;,to € RT e x1,x € B.
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Em C consideramos a métrica p da convergéncia uniforme nas
partes compactas de R™ x R”. Além disso, suponha que f seja
dissipativa, isto é, que exista M >0 e § > 0 tal que

(f(t,x),x) < —6 parate€RT ex € R" com ||x|| > M, (3)

onde (-,-) denota o produto escalar em R".
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Denote por ¥ o fecho, relativamente a métrica p, do conjunto das
translagdes (para frente) f, isto é,

S(F)={f(s+-,-): s e RT}”,

conhecido como envoltéria positiva de f no espaco métrico
(C, p), e defina o operador translacdo, ©(t):X(f)— X(f) por

@(t)U(-, ) = U(t + - ')7 t>0.
E facil ver que © = {O(t): t € RT} define um semigroupo em
Y (f), que denotaremos simplesmente por ©, e chamamos de

semigrupo dirigente.

Ainda, segue do Teorema de Arzela-Ascoli que X (f) é compacto e
© tem um atrator global . em X(f).
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Para estudar o comportamento assintético de (1), consideramos
uma combinagdo do fluxo base © em X(f) e, para cada o € X(f),
o semifluxo R™ x R" 3 (t, ug) — K(t,0)up € R" onde, para cada
up € R", a fungdo RT 3 t — K(t,0)up € R" é a solugdo de

u=o(t,u), t>0,

u(0) = up € R™. @

Note que, as condi¢cdes impostas sobre f, asseguram que, as
solugBes de (4) estdo definidas em [0, 00).
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Além disso, a funcdo RT x X(f) 2 (t,0) — K(t,0) € C(R")
satisfaz

(i) £(0,0)x = x para todo x € R" e 0 € ¥(f);

(i) K(t+s,0) =K(t,0(s)o)K(s,0) paratodot >seo € X(f);
(i) RT x (f) x R" 5 (t,0,x) — K(t,0)x € R" é continua.
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A segunda propriedade é comumente conhecida como ‘propriedade
do cociclo’ e, a fungdo K de ‘semifluxo cociclo’, ou simplesmente
cociclo.

Estas propriedades definem um cociclo e a associagdo com a
equacdo diferencial (4) passa a ndo ser mais necesséria.

De qualquer forma, interpretamos K(t, o )up como a solugdo no

instante t que iniciou, no instante zero, em ug sujeita ao ‘dirigente’
o€ x(f).

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Sistemas dinamicos ndo-auténomos e seus atratores

Agora podemos falar de processos de evolugdo e atratores pullback.

Se n:R— X (f) for uma solugdo global para o semigrupo ©, entéo
a familia S, = {S,(t,s): t > s} € C(R") definida por

Sy(t,s) =K(t —s,n(s)) fort>s,

define um processo de evolugdo.
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De fato, para t > s > r, usando a propriedade de cociclo, temos

Sy(t,5)Sn(s, r) = K(t — 5,0(s — r)n(r))K(s — r,n(r))
= IC(t - r?ﬂ(r)) = Sﬂ(t7 r),

assim como todas as demais propriedades de processos, bastando
usar propriedades do semigrupo dirigente © e do cocicle K.

Mostre que, sob as condi¢Ses impostas para f, S,(-,-) tem um
atrator pullback {A;(t)}¢er.
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Observacio

Suponha que J] = R™ e também que f seja independente do
tempo. Entdo X(f) = {f} e ¥ = {f}. Da ©-invariancia de .7,
existe uma solugdo global n: R — {f} e podemos definir

Sy(t+s,5) = K(t,n(s)) = K(¢, ),
paratodot >0 es eR.

Portanto, em +o0o o campo vetorial f estard, de fato, definido para
todo t € R. Chamamos a atengdo para esta observacido pois ela
merece uma reflexdo profunda.

A
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Juntamente, K e © determinam o problema n3o auténomo (1), e o
par (K, ©)wn 5 (r)) serd chamado de sistema dindmico ndo
auténomo em (R", ¥(f)).

A um sistema dindmico n3o auténomo, podemos associar um
semigrupo N = {M(t): t > 0} em X =R" x X(f), com a métrica
dx((x1,01), (x2,02)) = |[|[x1 — x2|| + p(o1,02), fazendo

N(t)(x,o0) = (K(t,0)x,0(t)o), parat >0e (x,0) € X.

As propriedades de © e K asseguram [1 satisfaca todas as
propriedades de semigrupos.
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I é chamado semigrupo skew-product associado a (IC, @)(Rn;(f)).

O conjunto {(x,0) € X: ||x|| < M,0 € .} é compacto em X e
atrai limitados de X.

Segue que I tem um atrator global A em X.

Veremos mais tarde que

A=JUJ A x {n(0)} (5)

n teR

onde a unido é sobre todas as solu¢des globais 7 de © em ..

O conjunto assintético de estados, quando t — 0o, das solugles de
(1) é A =a projegdo na primeira coordenada de A, e é chamado
de atrator uniforme para (1).
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