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w—limite pullback

Como no caso auténomo, a nocdo de w—limite desempenhard um
papel importante na teoria de atratores pullback para processos de
evolucdo.

No que se segue {S(t,s) : (t,s) € P} é um processo de evolugdo
em um espaco métrico X.

Defini¢do (w—Ilimite pullback)
Seja B C X. O w-limite pullback de B é definido por

w(B,t):= (| S(t9)B.

o<ts<o
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Exercicio (Caracterizagdo de w—limite pullback)

Para cada subconjunto B de X, temos que

OJ(B, t) :{y € X : existem {Sk}kEN S t’ Sk ki)f — 00

e {xk}ken em B, tal que y = kh—>r20 S(t,sk)xk}-

(1)

Observacdo (w—limites para semigrupos)

Se {T(t):t > 0} é um semigrupo e S(t,s)=T(t—s), (t,s)€P,
w(B,t) :=s>0U,=s T(r)B € independente de t e coincide com a
definicdo do conjunto w—limite w(B) de B para semigrupos.
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Propriedades dos w—limites pullback

Alguns dos resultados a seguir tém provas semelhantes aquelas dos
andlogos autonomos. Apresentaremos algumas dessas provas para
estabelecer a analogia.

Se B C X, entdo S(t,s)w(B,s) C w(B,t) para cada (t,s) € P.
Se (t,s) € P, w(B,s) é compacto e atrai pullback B no instante s,
entdo S(t,s)w(B,s) = w(B,t).

Além disso, se w(B,s) é compacto e atrai pullback B no instante s
para cada s < t, B é um conjunto conexo e | J,, w(B,s) C B,
entdo w(B, t) é conexo.
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Prova: Se w(B,t) = @, ndo hd o que mostrar. Se w(B,s) # &,
da continuidade de S(t,s) e de (1) segue imediatamente que
S(t,s)w(B,s) C w(B,t).

Resta mostrar que, se w(B,s) é compacto e atrai pullbback B,
w(B,t) C S(t,s)w(B,s). Para x € w(B, t), existem o — —00,
ok < texk € B tais que S(t,0x)xxk k2% . Como oK — —00
temos que existe kg € N tal que oy < s para todo k > k.

Logo, S(t,s)S(s,ox)xk =S(t,0k)xx — x para k> kg e como w(B,s)

atrai pullback B no instante s, temos dist(S(s,ak)xk,w(B,s))kjfo.
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Disto e da compacidade de w(B, s), é facil ver que {S(s, ox)Xk }keN
tem uma subseqiiéncia convergente (que também denotaremos por
S(s,0k)xk) para algum y € w(B,s). Da continuidade de S(t,s)
segue que S(t,s)y = x. Portanto, w(B, t) = S(t,s)w(B,s).

Agora provaremos a afirmativa sobre a conexidade de w(B, t).
Suponha que w(B, t) é disconexo, entdo w(B, t) é unido disjunta
de dois conjuntos compactos (consequentemente separados por

uma distancia positiva), mas w(B, t) atrai pullback B e isto é uma
contradi¢do com o fato que 5(t,s)B é conexo e contém w(B, t).
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Suponha que B seja um subconjunto ndo vazio de X e que, para
cada t € T, exista o < t tal que J,,, S(t,s)B seja compacto.

Entdo, para cada t € T, w(B, t) ndo vazio, compacto, atrai
pullback B, no instante t, e {w(B,t) : t € T} € invariante.

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



w—limite pullback
Processos com atratores pullback Propriedades dos w —limites pullback

Caracterizacao de Processos com atrator pullback

Prova: Como |J,, S(t,s)B é ndo vazio e compacto para cada

o < o¢, temos que w(B, t) é n3o vazio e compacto.

Mostremos que w(B, t) atrai pullback B no instante t. Suponha
que n3o, entdo existe € > 0 e seqiiéncias {xk }ken em B, {0k }ken
em T com oy < t, 0% =3 —o0 com dist(S(t, ok )xk, w(B, t)) > ¢,
para todo k € N.
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Como | J S(t,s)B é compacto e, para algum kp € N,

s<ot

{S(t ou)xk, k = ko} C m,

S<0’t

segue que {S(t,0x)xk : k € N} tem uma subseqiiéncia
convergente para algum y € w(B, t).

Esta contradi¢do mostra que w(B, t) atrai pullback B no instante t.

Do Lema 1, w(B, t) é invariante e a prova estd completa.
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Caracterizacao de Processos com atrator pullback

Teorema (Caracterizagdo de processos com atratores pullback)
Seja {S(t,s) : (t,s) € P} um processo de evolugdo em um espaco
métrico X. As seguintes afirmativas sdo equivalentes

{S(t,s) : (t,s) € P} tem um atrator pullback {A(t):t e T}.

Existe uma familia de conjuntos compactos {K(t):t € T}
que atrai pullback subconjuntos limitados de X.

Em qualquer dos casos

A(t) = J{w(B,t): BC X, B limitado }. (2)
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Prova: Se {5(t,s):(t,s)€P} tem atrator pullback {A(t):teT},
cada A(t) é compacto e atrai pullback limitados de X.

A reciproca é provada da seguinte forma: Primeiramente note que,

como conseqiiéncia da caracterizacdo de conjuntos w—limite temos
que w(B, t) C K(t), para todo B C X limitado e para todo t € T.
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Mostremos que w(B, t) atrai pullback B. Se n3o, existe ¢ > 0 e
sequéncias {sp}peny em T com s, — —00 € {x,}peny €em B com
dist(S(t, sn)xn, w(B, t)) > ¢, para todo n € N. Como K(t) atrai

n—oo

pullback B no instante t, temos que dist(S(t, sp)xn, K(t)) — 0.
Consequentemente, {S(t, sp)Xn}nen tem subseqiiéncia convergente

para algum xp € K(t). Segue que xg € w(B, t) e isto nos dd uma
contradi¢do. De um lema anterior, a invaridncia de w(B, t) segue.
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Definindo A(t) por (2), segue que A(t) é compacto e atrai
pullback limitados de X.

Para a invariancia procedemos da seguinte forma.

Dado xg € A(s), existe x, € w(Bp, s) com x, —3 xo. Ent3o,
S(t,s)xn = yn € w(Bp, t), e da continuidade de S(t,s) temos que
n—oo

S(t,s)xn =yn — S(t,s)xo, o que implica que S(t,s)xo € A(t).

Dado yo € A(t), existe y, €w(Bn, t) com y, =3 yo. Da invariancia
da familia w(By, t), existe x, €w(Bp,s) com S(t,s)x,=y,. Como

yn=>5(t,s)xn€S(t,s)w(Bn,s) C S(t,s).A(s) e este dltimo conjunto
é compacto, obtemos que lim,_, ;- S(t, s)x, = yo € S(t, s).A(s).
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Por fim, se .%I(t) é fechado e atrai pullback subconjuntos limitados
de X no instante t temos que w(B,t) C A(t), para todo
subconjunto limitado B de X.

Consequentemente, A(t) C A(t) para todo t € T.g
O conceito a seguir é util, nas aplicacdes, para que possamos

provar a existéncia de atratores pullback, sem ter que exibir uma
familia de conjuntos compactos que atrai pullback limitados.
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Defini¢do (Processos pullback assintoticamente compactos)

Um processo de evolugcdo {S(t,s) : (t,s) € P}, em um espaco
métrico X, sera pullback assintoticamente compacto se,

para cadat € T,
e . _ k—o0
seqiiéncia {si}xen em Ty com sy — —oc e

seqiiéncia {xx }ken limitada com {S(t, sk)xk }ken limitada

a seqiiéncia {S(t, sx)xk } ken tiver uma subseqiiéncia convergente.
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Observacio

Se {S(t):t>0} for um semigrupo, o processo {S(t—s):(t,s)€P}
sera pullback assintoticamente compacto se, e somente se, para
cada {xx} limitada, {tx} com =3 400 com {S(tk)xx} limitada,
a seqiiéncia {S(tx)xx} tiver subseqiiéncia convergente.

Ou seja {S(t—s):(t,s)€P} é pullback assintoticamente compacto
se, e somente se, o {S(t) : t € Tt} € assintoticamente compacto.
v
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Se {S(t,s) : (t,s) € P} for um processo de evolugcio pullback
assintoticamente compacto, B C X for ndo vazio, limitado e tal
que, para cada t € T existir oy € Ty tal que J,,, S(t,T)B seja
limitado, entdo w(B, t) serd ndo vazio, compacto, atraira pullback
B no instante t e {w(B,t) : t € T} serd invariante.
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Prova: Primeiramente note que, dadas seqiiéncias {xx} em B e
{sk} in Ty, sk K23 o0, entdio {S(t,sk)xk} € limitada. Segue do
fato que {S(t,s):(t,s) P} é pullback assintoticamente compacto
que existe y € X e subseqiiéncia de {S(t, sx)xx} (que denotaremos
da mesma forma) tal que y = limy_ o, S(t, sk)xk. Disto segue que
y € w(B,t) e que w(B,t) é ndo vazio.

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



w—limite pullback
Processos com atratores pullback Propriedades dos w —limites pullback

Caracterizacao de Processos com atrator pullback

Agora, dada uma seqiiéncia {yx} em w(B, t) existem xx € B e

sk €Ty, sk<—k, tal que d(S(t, sk)xk, yk) < %- Como {S(t, sk )xk}
tem uma subseqiiéncia convergente para um elemento de w(B, t),

segue que {yx }ken tem uma subseqiiéncia convergente e w(B, t) é
compacto.

Agora mostraremos que w(B, t) atrai pullback B no instante t. Se

ndo, existe € >0 e seqiiéncias xx € B e {s} in Ty com skkﬂf—oo,
tal que dist(S(t, sk)xk,w(B,t)) > e.
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Como {5(t,s):(t,s)€P} é pullback assintoticamente compacto e
Us<o S(t,5)B ¢é limitado, existe subseqiiéncia de {S(t,sk)xx} (que

K
denotaremos da mesma forma) e y € X tal que S(t, si)xx — y.

Claramente y € w(B, t) e isto nos leva a uma contradi¢do. Segue
que w(B, t) atrai pullback B.

A invariancia de w(B, t) agora segue de um lema anterior e o
resultado esta provado.
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Teorema

Se {S(t,s) : (t,s) € P} for pullback limitado dissipativo e pullback
assintoticamente compacto, entdo A(t) dado por

A(t) = J{w(B,t): BC X, B limitado} (3)

serd limitado, atraird pullback limitados de X no instante t, a
familia {A(t) : t € T} serd invariante e, se {C(t) : t € T} atrair

pullback limitados de X, entdo A(t) C C(t) para todot € T.
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Teorema

Se {S(t,s) : (t,s) € P} for pullback limitado dissipativo e pullback
assintoticamente compacto, entdo A(t) dado por

A(t) = J{w(B,t): BC X, B limitado} (3)

serd limitado, atraird pullback limitados de X no instante t, a
familia {A(t) : t € T} serd invariante e, se {C(t) : t € T} atrair

pullback limitados de X, entdo A(t) C C(t) para todot € T.

Note que, falta a compacidade de A(t).

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



w—limite pullback
Processos com atratores pullback Propriedades dos w —limites pullback

Caracterizacao de Processos com atrator pullback

Prova: Se B ¢ limitado temos que, w(B, t) n3o vazio, compacto,
atrai pullback B no instante t e {w(B,t): t € T} é invariante.

Portanto, A(t) definido por (3) atrai pullback limitados de X no
instante t para cada t € T e {A(t) : t € T} é invariante. Como o
processo é pullback limitado dissipativo segue que A(t) é limitado.

Se C(t) atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t.
E claro que, para B limitado, w(B,t) C C(t) e A(t) C C(t) e a
prova estd completa.
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Observe que o resultado anterior ndo conclue a compacidade da
secdo A(t) (nem mesmo se o espago é de dimens3o finita).

Isto mostra uma primeira diferenga entre os processos de evolugcdo
nao auténomos e os autonomos. Para obtermos a compacidade de
cadasecdoteremos que fazer hipdteses adicionais sobre os processos.
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Definicao

Diremos que um processo de evolucdo {S(t,s) : (t,s) € P} serd
pullback fortemente limitado dissipativo se, para cada t € T, existir
um limitado B(t) de X que absorva pullback limitados de X no
instante T para cada T < t; isto é, dado D C X limitado e T<t,
existird so(7,D) tal que S(1,s)D C B(t), para todo s < sp(7,D).
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Note que, a familia {B(t) : t € T} da definigdo acima néo
precisara ter unido limitada. Contudo, poderemos escolhé-la de
modo que, para cada t € T, | J,, B(s) seja limitado.

O teorema a seguir da condicdes suficientes para a existéncia de
um atrator pullback.
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Teorema

Se um processo de evolugdo {S(t,s) : (t,s) € P} for pullback
fortemente limitado dissipativo e pullback assintoticamente
compacto, entdo {S(t,s) : (t,s) € P} terd um atrator pullback
{A(t) : t € T} que satisfaz | J,, A(s) limitado, para cada t € T.
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Prova: Se A(t) é dado por (3), segue que, para cada t € T, A(t)
atrai pullback subconjuntos limitados de X no instante t e se
{C(t) : t € T} atrai pullback subconjuntos limitados de X entdo

A(t) € C(t) para todo t € T.

Do fato que {S(t,s) : t > s € T} é pullback fortemente limitado
dissipativo, existe um limitado B(t) de X que absorve pullback
limitados de X no instante 7, para cada 7 < t.
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Como w(B(t), t) atrai pullback B(t) no instante t (considerado
como um subconjunto limitado fixo de X), ele atrai pullback todo
subconjunto limitado de X no instante t.

De fato, é suficiente provar que, dado um limitado D de X,
w(D, t) C w(B(t),t). Se xp € w(D, t), existem seqiiéncias {sx}
em T, com sy Y e {xk} in D tal que S(t, sx)xk g X0.

Como {S5(t,s) : (t,s) € P} é pullback fortemente limitado

dissipativo, dada {r,} em T; com 7, —3 —oo0, existe {o,} com
on < T, tal que S(7,,5)D C B(t), para todo s < o,,.
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k—
Dado que s, —% —oo, para cada 7, existe k, > n tal que s, <o,
e S(7n, sk, )Xk, € B(t). Portanto,

S(t, sk, )xk, = S(t, 70)S(7n, Sk, )Xk, € S(t,7n)B(t).

Logo xp € w(B(

t),t) e A(t) Cw(B(t),t). Como w(B(t),t)C.A(t)
temos que A(t)=w

(B(t), t), provando que A(t) é compacto.
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