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Caso assintoticamente compacto

Caso compacto

Vamos mostrar que, sob condições bastante gerais, os atratores
globais de semigrupos têm dimensão fractal finita.

Sejam (X , ‖ · ‖X ) e (Y , ‖ · ‖Y ) espaços de Banach e suponha que
(X , ‖ · ‖X ) esteja compactamente imerso em (Y , ‖ · ‖Y ).

Seja S = S(1) : X → X uma função cont́ınua tal que

{Sn : n ∈ N} tem um atrator global A em X

Existe uma constante K > 0 tal que
‖Sx − Sy‖X 6 K‖x − y‖Y , para todo x , y ∈ A.
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Teorema

Nas condições acima, para todo ν ∈ (0, 1),

c(A) 6
log(N( ν

2K ,B
X
1 (0)))

log( 1
ν )

.

onde N(r ,BX
1 (0)) denota o número ḿınimo de bolas de raio r em

(Y , ‖ · ‖Y ) necessárias para cobrir BX
1 (0) ⊂ Y
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Prova: Seja ν ∈ (0, 1), N1 ∈ N e V1 = {x1, · · · , xN1} ⊂ A tais que

A ⊂
N1⋃
i=1

BX
ν (xi ).

Assim,

A =

N1⋃
i=1

BX
ν (xi ) ∩ A (1)
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Seja Nν = N( ν
2K ,B

X
1 (0)). Logo, existe

V2 = {xij : 1 6 i 6 N1, 1 6 j 6 Nν} ⊂ A tal que

A =

N1⋃
i=1

BX
ν (xi ) ∩ A =

N1⋃
i=1

Nν⋃
j=1

BY
ν2

K

(xij) ∩ A.

Observação

Na última igualdade multiplicamos o raio das bolas por 2 para
assegurar que seu centro pertença a A.
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Como antes, existe V3 ={xijk :16 i6 N1, 16 j , k6Nν} ⊂ A

A = S(A) =

N1⋃
i=1

Nν⋃
j=1

S(BY
ν2

K

(xij) ∩ A) ∩ A

=

N1⋃
i=1

Nν⋃
j=1

BX
ν2(S(xij)) ∩ A =

N1⋃
i=1

Nν⋃
j=1

Nν⋃
k=1

BY
ν3

K

(xijk) ∩ A

e

A = S(A) =

N1⋃
i=1

Nν⋃
j=1

Nν⋃
k=1

S(BY
ν3

K

(xijk) ∩ A) ∩ A

=

N1⋃
i=1

Nν⋃
j=1

Nν⋃
k=1

BX
ν3(S(xijk)) ∩ A
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Prosseguindo por indução obtemos Vn ⊂ A com #Vn = N1N
n−1
ν

Sn(A) ⊂
⋃
x∈Vn

BX
νn(Sx).

É claro que N(νn,A) 6 N1N
n−1
ν . Segue que

c(A) = lim sup
n→∞

log(N(νn,A))

log 1
νn

6 lim
n→∞

log(N1N
n−1
ν )

log 1
νn

=
logNν

log 1
ν

<∞.
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Caso assintoticamente compacto

Sejam (X , ‖ · ‖X ) e (Y, ‖ · ‖Y ) espaços de Banach e suponha que
(X, ‖ · ‖X ) esteja compactamente densamente imerso em (Y, ‖ · ‖Y ).

Seja S = S(1) : X → X uma função cont́ınua tal que

{Sn : n ∈ N} tem um atrator global A em X

S = L + C , com L,C ∈ C(X ) tais que, existem constantes
λ,K > 0 com λ ∈ (0, 12) e

‖Lx−Ly‖X 6λ‖x−y‖X , ‖Cx−Cy‖X 6K‖x−y‖Y , (2)

para todo x , y ∈ A.
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Teorema

Nas condições acima, se ν ∈ (0, 12 − λ),

c(A) 6 Cν :=
log
(
N( ν

K ,B
X
1 (0))

)
−log (2(λ+ ν))

.
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Prova: Seja 0 < ν < 1
2 − λ e {x1, · · · , xN1} em A tais que

A =

N1⋃
i=1

BX
2(λ+ν)(xi ) ∩ A.

Se Nν o número ḿınimo de bolas de raio ν
K em Y necessárias para

cobrir BX
1 (0)

A=S(A)=

N1⋃
i=1

(
L(BX

2(λ+ν)(xi )∩A)+C (BX
2(λ+ν)(xi )∩A)

)
∩A

=

N1⋃
i=1

(
BX
2λ(λ+ν)(Lxi ) +

Nν⋃
j=1

BX
2ν(λ+ν)(yij)

)
∩ A

=

N1⋃
i=1

Nν⋃
j=1

BX
2(λ+ν)2(Lxi + yij) ∩ A.

Alexandre N. Carvalho - USP/São Carlos Segundo Semestre de 2023



Semigrupos com atratores de dimensão fractal finita
Caso compacto
Caso assintoticamente compacto

para alguma escolha de {yij : 1 6 i 6 N1, 1 6 j 6 Nν} em X .
Sejam {xij :1 6 i 6 N1, 1 6 j 6 Nν} em A tais que

A =

N1⋃
i=1

Nν⋃
j=1

BX
22(λ+ν)2(xij) ∩ A.

Observação

Na última igualdade multiplicamos o raio das bolas por 2 para
assegurar que seu centro pertença a A.

Assim, por indução, obtemos Vn ⊂ A com #Vn = N1N
n−1
ν tal que

A =
⋃
x∈Vn

BX
(2(λ+ν))n(x) ∩ A.

Segue que

c(A) 6
log(Nν)

−log(2(λ+ ν))
.
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