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Propriedades da Medida e Dimensao de Hausdorff

A dimens3ao de Hausdorff

Se (X, p) é métrico, « >0ee>0. Se AC X, seja (inf @ = o0)

1) (A) = inf {Z(diam(Bi))a o AC UZ B, diam(B;) < e} .
i=1

Como ,uga)(A) cresce quando e decresce definimos

u(A) = lim () (A).

e—0

Proposicao

Seja o/ > a > 0. Se pul®(A) < oo, entdo ul*)(A) =0 e, se
@) (A) > 0, entdo p(®(A) = co.
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A dimensao de Hausdorff
Propriedades da Medida e Dimensao de Hausdorff

Prova: Basta provar a primeira afirmacdo. Se u(®)(A) < oo, para
todo § > 0 suficientemente pequeno existe {B;};cy com
A C U2, B), diam(B;) < 4, e

o

> (diam(8,)" < @A) + 1.

j=1

Mas para o > «,

S (diam(87))” < 577 S (diam(8)))* < 67~ [u(*)(A) + 1],
j=1 j=1

logo 4§ (A) < 622 [u(™)(A) +1] =2 0 e p(*)(A) =0
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Defini¢do (Dimensdo de Hausdorff)

Para qualquer A C X, a dimensdo de Hausdorff de A € definida
pelo niimero real ndo-negativo dado por

inf{a > 0: u(®(A) = 0} = sup{a > 0: u(Y(A) = o}
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Propriedades da Medida e Dimensao de Hausdorff

Sejam (X, p) um espaco métrico e {A;}7°; uma seqiiéncia
crescente de subconjuntos de X. Se A = U Aj, pe(A) < oo e
JEN
d(A;j, A\Aj11) >0 para cada j € N, entdo I (A) = lim u(a)(Aj).
Jj—oo

4
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Propriedades da Medida e Dimensao de Hausdorff

Prova: Segue imediatamente da monotonicidade que existe o
limite lim;_yoo u(®)(A;) € que lim;_o () (A;) < p(@)(A). Seja

By = A1 e B = Aj\Aj_1, j > 2. Claramente, cada dois conjuntos
na familia {By;—1}72; ou na familia {By;}?2; sdo positivamente
separados e

n
pl(A) = 1) (U Byja) = > ) (Byjoa)
j=1

pl(A) = 1) (UL By) =l (Byy) .
j=1
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Propriedades da Medida e Dimensao de Hausdorff

Portanto, 2u(%)(A) > > 1(®) (B;) para cada n € N e a série
P () (B;) é convergente.
Agora,

pO(A) = 1 (UE4) < (A) + 3 1) (8)
j=n+1

e o resultado segue tomando o limite quando n — oo no lado
direito da expressdo acima.g
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Proposicao

p{@) = 2X 5 [0, 00] € invariante sob isometrias de X. Se Y é um
conjunto qualquer e f,g : Y — X sdo tais que

p(f(y),f(2)) < Cpo(g(y). &(2), Vy,z€ Y,

entdo 1 (f(A)) < Coul®)(g(A)) para todo AC Y.
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Prova: A primeira afirmac3o é ébvia da segunda. Se

1 (g(A)) < oo, dado € > 0, existe d, > 0 tal que, para todo

0 < § < d, existe uma cobertura de g(A) por conjuntos B; tal que
diam(B;) < C 1§ e

Z (diam(B;))* < (¥ (g(A)) + e.
j=1

Os conjuntos B} = f(g ~1(B;)) cobrem f(A) e
diam(B;) < Cdlam(B) <9, e

W (F(A)) < COpl (g (A)) + Ce.

O resultado agora segue fazendo § — 0 e e — 0
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Corolario

Sejam X, Y espacos métricos e f : X — Y uma fungdo Lipschitz
continua com constante de Lipschitz C > 0 e A C X. Entdo
plO(f(A)) < Copl)(A).

Proposicao

Sejam X, Y espacos métricos e f : X — Y uma fungdo Lipschitz
continua e A C X. Entdo dimy(f(A)) < dimpy(A).

Prova: Pelo Corolario 1, temos que se u®(A) = 0 entdo
p*(f(A)) = 0. Assim dimpy(f(A)) < dimy(A). g
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Coroldrio

Seja f : X — X uma fungdo Lipschitz continua, AC X e
G(f,A) = {(x,f(x)) : x € A} o gréfico de f restrito a A. Entdo
dimpy(G(f, A)) = dimpy(A).

Prova: Sabemos que as aplicagbes A 5 x — (x, f(x)) € G(f,A)
e G(f,A) > (x,f(x)) — x € A sdo Lipschitz continuas, e da
proposicao acima segue que

dimpy(G(f, A)) < dimp(A) < dimy(G(f, A)).g
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Proposicao

Seja {Aj}jen uma sequéncia de conjuntos em X e seja

dimH (A) = sup dimH(Aj).
JEN
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Prova: Segue diretamente da monotonicidade que
dimy (A) > supjey dimpy(A)). Seja a > supjey dimpy(A;), assim

<> u*(A) =0.

JjeN

Portanto dimy(A) < . Como o > supjcy dimpy(A;j) € arbitrdrio,
temos o resultado.
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Semigrupos gradientes e a Dimensao de Hausdorff

Vamos agora nos voltar para os atratores de tipo gradiente em
espacos de Banach. Seja £ = {e], ..., e;} o conjunto dos pontos
de equilibrio do semigrupo gradiente {T(t) : t € T*}, e suponha
que T = T(1) € C(X) seja uma aplicagdo Lipschitz continua.
Sabemos que o atrator global A é dado por

p
A= we(e).
j=1
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Semigrupos gradientes e a Dimensdo de Hausdorff

Se X for um espaco de Banach. Suponha que o conjunto instdvel
(u.(eF) de cada ponto de equilibrio seja o gréafico de uma fungdo
Lipschitz continua com dominio contendo uma bola em Q;X, onde

Q; € uma projecdo de posto finito, 1 <7 < p. Vimos que

dimpy(Wia.(e)) = dimy(QiX) < oo, paracadai=1,...,p,
dim (T"Wig.(€/')) < dim(Wgc(e7))-
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Semigrupos gradientes e a Dimensdo de Hausdorff

Facilmente, vemos que W¥(ef) = o2 o T"W . (€F) e, utilizando
uma proposicao anterior, temos

dim(Q;X) =dimp(Wg.(ef)) < dimp(W“(ef)) =
—dimy <U T" ngc(e,-*)> < sulr\)]dimH(T" Wioc(€))
n—0 nec

<dimpy(WE.(eF)) = dim(Q;X),

e portanto dimy(W*¥(ef)) = dim(Q;X), paratodoi=1,...,p. E
como A=J"_, W"(e}"), temos que dimp(A) = max dim(Q; X).
ISP
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Dimensao Fractal

Agora vamos apresentar a definicdo de dimens3o fractal. Seja K
um espaco métrico compacto. Defina N(r, K) como o niimero
minimo de bolas de raio r necessario para cobrir K. A dimensdo
fractal c(K) de K é definida por:

_ lim sy log N(r, K)
c(K) =1 ,ﬁop log(1/r)

Alternativamente, c(K) é o menor niimero para o qual, dado
€ > 0, existe um § > 0 tal que

1 c(K)+e
N(r,K)<<r> L 0<r<é.

Alexandre N. Carvalho - USP/Sao Carlos Segundo Semestre de 2023



Dimensao Fractal

Multiplicando a expressdo acima por 2%r® obtemos

(a) 1 c(K)+e—«a
oy (K) < 2°N(r, K)r® <2 <r) . 0<r<a.

Assim, S (k) < 29 (1) para 0 < r < § e para todo
n > 0. Para 0 < € < 1, fazendo r — 0 temos p(c(F)+M(K) = 0.
Da definicio de dimensdo de Hausdorff, segue facilmente que

dimp(K) < c(K). (1)

Mais ainda, c(K) e dimy(K) podem ser diferentes.
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Dimensao Fractal

Encontre exemplos de seqtiéncias que convergem para zero e tém
dimens3o fractal positiva.

Seja K um subconjunto compacto de um espaco métrico X.
Mostre que, se « > 0 en € (0,1), entdo

log N(an", K
c(K) = limsup 2B Man", K)
nsoo  — log(an”)

Mais geralmente, se {a,} é uma seqiiéncia decrescente em (0, o0)

s e - . log N(an,K
coma, =3 0e loga"”—jr1 % 1, entdo c(K) = lim sup~2& -2 Io(g?a ))-
2 n—00 "
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Dimensao Fractal

Seja X um espago vetorial normado e Ky, K> subconjuntos
compactos de X. Entdo c(Ki + Kz) < ¢(K1) + c(K2).
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Dimensao Fractal

Prova: Note que, se N; = N(r, K;) existem xj, - - ,XA, em K tais
que K; C UJI-V:"IB,(XJf') e K1+ K C U,’.le UJI.V:l1 (B,(le) + Br(x,?)).
Como B,(x}) + B,(x?) = Bzr(xjl + x?) temos que

N(2r, K1 + K2) < N(r, K1)N(r, K2) e consequentemente

log N(2r, K1 + K2)

c(K1 + Kz) = limsup

r—0 Iog(1/2r)
. log N(r, K1)N(r, K3)
<
Tt log(1/2r)
. IOgN(ra Kl) . |OgN(I’, K2)
< limsup ————= + limsup ————=
o’ log(1/r) ot log(L/r)

= C(Kl) + C(Kg).D
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Dimensao Fractal

Como consequéncia imediata do Lema 2 temos que

Corolario

Seja X um espago vetorial normado e K um subconjunto
compacto de X. Se ¢(K) < oo, entdo c(K — K) < 2¢(K).
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Projecoes de compactos com dimensao fractal finita

Como ja mencionamos anteriormente, gostariamos de determinar
se os atratores para semigrupos em espaco de Banach de dimensao
infinita sdo objetos de dimens3o finita.

Para isso vamos mostrar que conjuntos compactos que tém
dimensao fractal finita podem ser projetados, de maneira injetiva,
num espacgo vetorial de dimens3o finita. Posteriormente
mostraremos, para uma classe ampla de semigrupos, que atratores
globais tem dimensdo fractal finita.
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Projecoes de compactos com dimensao fractal finita

Teorema (Mafié)

Se dimpy(K — K) < oo e Y € um subespago de X com
dimpy(K — K) +1 < dim Y < oo, entdo o conjunto
{P € P(X,Y): P|k € injetora } € residual em P(X,Y).
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